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Introduction

Cette thèse s’inscrit dans la problématique générale des quotients compacts d’es-
paces homogènes G/H par des sous-groupes discrets Γ de G. Ici G désigne par
exemple un groupe de Lie linéaire réel et H un sous-groupe fermé de G. On demande
que l’action de Γ sur G/H soit propre afin que le quotient Γ\G/H soit séparé. Cette
condition impose de fortes restrictions sur Γ lorsque H n’est pas compact : il suffit
pour s’en convaincre de considérer l’exemple de G = SL2(R) et du sous-groupe H
des matrices unipotentes triangulaires supérieures, pour lequel tout groupe discret
agissant proprement sur G/H est fini. On demande souvent aussi que l’action de Γ
soit libre pour que Γ\G/H soit une variété. Cette seconde condition n’est pas très
contraignante. En effet, si le groupe Γ agit proprement et cocompactement sur G/H,
il est de type fini 1 donc admet un sous-groupe d’indice fini sans torsion d’après le
lemme de Selberg [Sel]. Autrement dit, Γ\G/H admet un revêtement fini par une
variété compacte.

La théorie des quotients compacts d’espaces homogènes trouve ses origines dans
l’étude des groupes discrets d’isométries d’espaces riemanniens symétriques et dans
celle des variétés pseudo-riemanniennes complètes de courbure constante. À la fin des
années 1980, T. Kobayashi a initié l’étude générale des quotients compacts d’espaces
homogènes réels G/H où G et H sont réductifs. Dans cette thèse, nous nous plaçons
dans le cadre plus large des espaces homogènes réductifs sur des corps locaux, ce
qui comprend aussi bien les espaces homogènes réductifs réels et complexes que les
espaces homogènes réductifs p-adiques ou les espaces homogènes réductifs sur des
corps de caractéristique non nulle de la forme Fq((t)). Nous obtenons deux types de
résultats.

D’une part, nous décrivons les sous-groupes discrets infinis de G qui agissent pro-
prement sur G/H. Sachant que de tels sous-groupes n’existent pas lorsque G et H
ont même rang relatif (cf. paragraphe 0.1.2), nous considérons au chapitre 2 le cas
d’existence où H est “le plus gros possible”, c’est-à-dire de corang un. Le théorème
général 2.1.1 que nous obtenons permet en particulier de décrire les actions propres
de groupes discrets sur les espaces homogènes de la forme (G×G)/∆G, où G est un
groupe semi-simple connexe de rang relatif un sur un corps local et ∆G la diagonale
de G×G (théorème 2.1.2). De manière équivalente, nous décrivons les sous-groupes
discrets de G × G qui agissent proprement sur G par multiplication à gauche et

1. Le groupe Γ est un quotient du groupe fondamental de l’espace compact Γ\G/H privé d’un
voisinage ouvert du lieu de ramification, qui est de type fini.
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à droite. Nous donnons au chapitre 3 une condition nécessaire et suffisante pour
que de telles actions soient cocompactes (théorème 3.1.1). Comprendre les quotients
compacts de G par des sous-groupes discrets de G × G s’avère intéressant du point
de vue de la géométrie lorentzienne pour G = SL2(R) (cf. paragraphe 0.1.3) et du
point de vue de la géométrie riemannienne holomorphe pour G = SL2(C) (cf. para-
graphe 0.1.4). Pour G = SL2(R) par exemple, nous précisons la description connue
des variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 (corollaire 5.1.2) et apportons
des informations supplémentaires sur le spectre des longueurs de leurs groupes fonda-
mentaux (corollaire 5.1.4). Nos résultats concernent également des groupes ultramé-
triques comme G = SL2(Qp), ce qui nous permet de faire de la géométrie p-adique en
décrivant par exemple les quotients compacts des quadriques de Q4

p (théorème 3.1.1
et paragraphe 2.4.3).

D’autre part, nous nous intéressons à la déformation des quotients compacts d’es-
paces homogènes réductifs G/H. Dans tous les exemples connus, lorsque G/H admet
des quotients compacts, il en admet des “standard”, par des sous-groupes discrets deG
qui sont des réseaux dans un sous-groupe réductif L de G agissant proprement et
cocompactement sur G/H. Il est naturel de chercher à déformer ces sous-groupes
dans G pour obtenir des quotients compacts non standard, plus “génériques”. Par
rigidité du rang supérieur, on se ramène au cas où L est de rang relatif un. Au cha-
pitre 6, nous montrons que dans ce cas, si l’on déforme légèrement dans G des réseaux
cocompacts sans torsion de L, ils restent discrets dans G et leur action sur G/H reste
propre (théorème 6.1.3). De plus, on sait que leur action reste cocompacte si l’espace
homogène G/H est réel ou complexe, ce qui nous permet d’obtenir de nouveaux
exemples de quotients compacts d’espaces homogènes réductifs par des sous-groupes
Zariski-denses (corollaire 6.1.2). Pour les espaces homogènes p-adiques de la forme
(G×G)/∆G où G est semi-simple de rang relatif un, nous établissons au chapitre 4
un résultat plus fort : si l’on déforme légèrement dans G×G un sous-groupe discret
quelconque de G×G agissant librement, proprement et cocompactement sur G par
multiplication à gauche et à droite, il reste discret dans G × G et son action sur G
reste libre, propre et cocompacte (théorème 4.1.1). Via la théorie de Bruhat-Tits,
c’est une conséquence d’un résultat général sur les groupes d’isométries d’arbres réels
simpliciaux (proposition 4.2.1). Au chapitre 5 nous adaptons cette approche au cas de
G = SL2(R) : nous donnons une nouvelle démonstration de l’analogue pour SL2(R)
du théorème 4.1.1, sans utiliser la complétude des variétés anti-de Sitter compactes,
et nous généralisons la conservation de la propreté à une classe plus grande de sous-
groupes discrets de SL2(R) × SL2(R) (corollaire 5.1.6). Nous nous appuyons pour
cela sur l’étude du prolongement d’applications lipschitziennes équivariantes de H2.

0.1 Origines géométriques du problème des quotients
compacts

Voyons d’abord comment l’étude de certaines variétés riemanniennes, pseudo-
riemanniennes ou riemanniennes holomorphes est liée à l’étude de quotients compacts
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d’espaces homogènes. Ce faisant, nous présentons quelques développements récents
et questions ouvertes qui motivent cette thèse. Il ne s’agit pas de dresser la liste
exhaustive des résultats connus à ce jour ; le lecteur pourra consulter à ce sujet les
articles de synthèse [KY] et [Ko6].

0.1.1 Formes de Clifford-Klein des espaces riemanniens symé-
triques

Dès la fin du dix-neuvième siècle s’est posée la question de classifier les varié-
tés riemanniennes de courbure sectionnelle constante. En effet, suite aux travaux
de Clifford de 1873 sur les plongements isométriques de tores plats dans l’espace
projectif P3(R), Klein s’est demandé dès 1890 si l’on pouvait trouver toutes les sur-
faces de courbure de Gauss constante. Ce problème, généralisé en 1891 par Killing
en dimension quelconque et appelé le problème des formes de Clifford-Klein, doit
sa formulation moderne à Hopf en 1925. D’après les travaux de Killing et Hopf, les
variétés riemanniennes connexes de dimension n ≥ 2, géodésiquement complètes et
de courbure sectionnelle constante nulle (resp. strictement positive, resp. strictement
négative) sont, à une isométrie et à la renormalisation de la métrique près, les quo-
tients de Rn (resp. de Sn, resp. de Hn) par un sous-groupe discret de RnoO(n) (resp.
de O(n+ 1), resp. de O(n, 1)) agissant librement et proprement sur Rn (resp. sur Sn,
resp. sur Hn). Ces variétés sont appelées respectivement formes de Clifford-Klein
euclidiennes, sphériques et hyperboliques.

Parallèlement s’est développée, à la fin du dix-neuvième siècle, la théorie des
pavages de l’espace affine euclidien Rn, motivée par des questions de cristallogra-
phie. En 1911 et 1912, Bieberbach a posé les bases de la théorie des groupes cris-
tallographiques, c’est-à-dire des groupes de symétries de pavages cocompacts de Rn

euclidien [Bie] ; son premier théorème affirme par exemple que tout groupe cristal-
lographique de Rn est une extension d’un groupe fini de rotations par un groupe de
translations isomorphe à Zn. C’est Nowacki [Now] qui, en 1934, a mis en évidence
le lien entre la théorie de Bieberbach et les formes de Clifford-Klein euclidiennes
compactes : sachant que toute variété riemannienne compacte est complète d’après
le théorème de Hopf et Rinow de 1931, les formes de Clifford-Klein euclidiennes
compactes de dimension n ne sont autres que les quotients de Rn par des groupes
cristallographiques.

Les formes de Clifford-Klein euclidiennes, sphériques et hyperboliques sont des
cas particuliers d’espaces riemanniens localement symétriques, c’est-à-dire de varié-
tés riemanniennes dont le tenseur de courbure est invariant par transport parallèle
ou, de manière équivalente, dont la symétrie géodésique en tout point est une isomé-
trie locale, comme l’a remarqué É. Cartan à la fin des années 1920. En s’appuyant
sur des idées d’Ehresmann, Borel et Lichnerowicz [BoL] ont montré en 1952 qu’un
revêtement universel d’un espace riemannien localement symétrique est un espace
riemannien (globalement) symétrique : ainsi, les espaces riemanniens localement sy-
métriques compacts sont des quotients, ou formes de Clifford-Klein, d’espaces rie-
manniens symétriques.
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Le problème de l’existence de formes de Clifford-Klein compactes des espaces
riemanniens symétriques a été résolu en toute généralité par Borel [Bo1] en 1963.
Depuis les travaux de Cartan, on savait que tout espace riemannien symétrique sim-
plement connexe est le produit de ses composantes euclidienne, de type compact et de
type non compact. Le problème précédent se ramenait donc à celui de l’existence de
formes de Clifford-Klein compactes des espaces riemanniens symétriques de type non
compact, ces derniers étant essentiellement des espaces homogènes de la forme G/K
où G est un groupe de Lie semi-simple réel et K un sous-groupe compact maximal
de G. Par compacité de K, le problème se ramenait finalement à la question de
l’existence de réseaux cocompacts sans torsion des groupes de Lie semi-simples réels.
Cette question a été résolue de manière arithmétique par Borel : suite aux travaux
de Borel et Harish-Chandra [BHC] d’une part, Mostow et Tamagawa [MT] d’autre
part, sur les points entiers des Q-groupes algébriques, il lui a suffi d’établir en 1963
l’existence de certaines Q-formes d’algèbres de Lie semi-simples réelles.

Notons que les formes de Clifford-Klein des espaces riemanniens symétriques ne
sont pas toutes arithmétiques, du moins en ce qui concerne les formes de Clifford-
Klein hyperboliques : des réseaux cocompacts non arithmétiques de O(n, 1) ont été
construits par Vinberg [Vin], puis Gromov et Piatetski-Shapiro [GPS] (cf. aussi l’ap-
pendice C de [Ma3]).

0.1.2 Variétés pseudo-riemanniennes complètes de courbure
constante

Soient p, q ∈ N deux entiers. Rappelons que, tout comme les variétés rieman-
niennes, les variétés pseudo-riemanniennes de signature (p, q) admettent une unique
connexion affine sans torsion dont le transport parallèle préserve la métrique pseudo-
riemannienne ; cette connexion de Levi-Cività permet, exactement comme en géo-
métrie riemannienne, de définir les notions de géodésique, de tenseur de courbure
et de courbure sectionnelle. On dispose de trois espaces modèles de variétés pseudo-
riemanniennes de signature (p, q) et de courbure sectionnelle constante : Rp,q, Sp,q
et Hp,q. La variété Rp,q ' (Rp+qoO(p, q))/O(p, q), de courbure constante nulle, n’est
autre que Rp+q muni de la métrique pseudo-riemannienne gp,q obtenue par translation
de la forme quadratique Qp,q(x1, . . . , xp+q) = x2

1 + . . . + x2
p − x2

p+1 − . . . − x2
p+q ; son

groupe d’isométries est Rp+q o O(p, q). La pseudo-sphère Sp,q ' O(p+ 1, q)/O(p, q),
de courbure constante égale à 1, est la quadrique d’équation Qp+1,q = 1 de Rp+1,q,
munie de la métrique pseudo-riemannienne induite par gp+1,q ; son groupe d’isomé-
tries est O(p + 1, q). Elle est difféomorphe à Sp × Rq, donc simplement connexe
dès que p ≥ 2. Enfin, l’espace pseudo-hyperbolique Hp,q ' O(p, q + 1)/O(p, q), de
courbure constante égale à −1, est la quadrique d’équation Qp,q+1 = −1 de Rp,q+1,
munie de la métrique pseudo-riemannienne induite par gp,q+1 ; son groupe d’isomé-
tries est O(p, q+1). Notons que Hp,q est difféomorphe à Sq,p par un simple échange de
coordonnées dans Rp+q+1. Pour q = 0 on retrouve bien les variétés riemanniennes mo-
dèles mentionnées ci-dessus : Rp,0 est un espace euclidien, Sp,0 est la sphère Sp et Hp,0

est formé de deux copies de l’espace hyperbolique Hp. Pour q = 1 (cas lorentzien), on
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trouve l’espace de Minkowski Rp,1, l’espace de Sitter dSp+1 = Sp,1 et l’espace anti-de
Sitter AdSp+1 = Hp,1 ; les variétés lorentziennes de courbure constante strictement
positive (resp. strictement négative) sont appelées variétés de Sitter (resp. variétés
anti-de Sitter).

Par analogie avec le cas riemannien, les variétés pseudo-riemanniennes connexes,
géodésiquement complètes, de signature (p, q) pour p 6= 1 et q 6= 1 et de courbure
sectionnelle constante nulle (resp. strictement positive, resp. strictement négative)
sont, à une isométrie et à la renormalisation de la métrique près, les quotients de Rp,q

(resp. de Sp,q, resp. de Hp,q) par un sous-groupe discret de Rp+q o O(p, q) (resp.
de O(p+ 1, q), resp. de O(p, q + 1)) agissant librement et proprement sur Rp,q (resp.
sur Sp,q, resp. sur Hp,q) (cf. [Wol]) 2. Pour p = 1 (resp. q = 1) il suffit de remplacer
Sp,q = O(p + 1, q)/O(p, q) (resp. Hp,q = O(p, q + 1)/O(p, q)) par un revêtement
universel S̃p,q = Õ(p+ 1, q)/Õ(p, q) (resp. H̃p,q = Õ(p, q + 1)/Õ(p, q)).

Pour tout couple (p, q) il existe bien sûr des variétés pseudo-riemanniennes com-
plètes plates de signature (p, q) qui sont compactes, puisque le groupe Zp+q agit
librement, proprement et cocompactement sur Rp,q. Se pose alors la question de dé-
crire ces variétés et leurs groupes fondamentaux. Comme généralisation du premier
théorème de Bieberbach, Auslander [Aus] a proposé en 1964 que tout sous-groupe
discret de RnoGLn(R) agissant proprement et cocompactement sur Rn soit virtuel-
lement résoluble ; en particulier, toute variété pseudo-riemannienne complète, plate
et compacte admettrait un revêtement fini dont le groupe fondamental est réso-
luble. La conjecture d’Auslander reste ouverte, même si des résultats partiels sont
connus : elle a été démontrée par exemple pour les variétés lorentziennes plates com-
pactes [GK], pour les variétés pseudo-riemanniennes complètes, plates et compactes
de signature (2, q) [AMS3] ou en dimension ≤ 6 [Tom], [AMS2]. La conjecture est
mise en défaut si l’on remplace “virtuellement résoluble” par “virtuellement abélien”
ou même “virtuellement nilpotent” (cf. [Abe]), ou bien si l’on supprime l’hypothèse
de cocompacité, comme l’a proposé Milnor [Mil] : citons à ce sujet les célèbres contre-
exemples de Margulis [Ma1], [Ma2].

Contrairement au cas plat, en courbure constante non nulle l’existence de variétés
pseudo-riemanniennes complètes compactes de signature donnée n’a rien d’évident.
Par exemple, Calabi et Markus [CM] ont démontré en 1962 que le groupe fonda-
mental d’une variété de Sitter complète est toujours fini ; en particulier, il n’existe
pas de variété de Sitter complète compacte. En termes de groupes, cela se tra-
duit par le fait que tout sous-groupe discret de O(p + 1, 1) agissant proprement sur
Sp,1 = O(p+1, 1)/O(p, 1) est fini. Wolf [Wol] a généralisé ce résultat aux sous-groupes
discrets de O(p+ 1, q) agissant proprement sur Sp,q = O(p+ 1, q)/O(p, q) pour p ≥ q.
Le phénomène de Calabi-Markus a été formalisé en 1989 par Kobayashi [Ko1], qui
a démontré que pour tout groupe de Lie réductif réel G et tout sous-groupe fermé
réductif H de même rang réel que G, les sous-groupes discrets de G agissant propre-
ment sur G/H sont finis ; en particulier, G/H n’admet pas de quotient compact, à
moins d’être lui-même compact. Le résultat de Kobayashi est également une consé-

2. Pour p = 0 (resp. q = 0) il faut bien sûr remplacer Sp,q (resp. Hp,q) par l’une de ses deux
composantes connexes.
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quence du critère de propreté établi par Benoist [Be1] en 1994, qui s’applique plus
généralement aux groupes réductifs sur un corps local.

La conjecture générale est que l’espace homogène Sp,q = O(p+1, q)/O(p, q) (ou, de
manière équivalente, l’espace homogèneHq,p = O(q, p+1)/O(q, p)) admet un quotient
compact si et seulement si le couple (p, q) appartient à la liste suivante [KY] :

1. p = 0 et q ∈ N,
2. p ∈ N et q = 0,

3. p = 1 et q ∈ 2N,
4. p = 3 et q ∈ 4N,
5. p = 7 et q = 8.

Cette conjecture reste largement ouverte : à l’heure actuelle, l’absence de quotients
compacts de Sp,q n’est connue que pour p ≥ q ≥ 1, pour p + 1 = q impair ≥ 3 et
pour pq impair (cf. [KY]).

0.1.3 Variétés anti-de Sitter compactes

La conjecture précédente stipule notamment qu’il existe des variétés anti-de Sit-
ter compactes complètes de dimension n si et seulement si n est impair. Le fait qu’il
n’existe pas de variété anti-de Sitter compacte complète de dimension paire est bien
connu : les théorèmes de Gauss-Bonnet et de Poincaré-Hopf donneraient des valeurs
contradictoires pour la caractéristique d’Euler d’une telle variété. D’autre part, Kul-
karni [Kul] a fourni en 1981 les premiers exemples de variétés anti-de Sitter compactes
complètes de dimension impaire en observant que l’espace anti-de Sitter H2m,1 fibre
en cercles au-dessus de l’espace hyperbolique complexe Hm

C = U(m, 1)/(U(m)×U(1))
(cf. partie 6.6), ce dernier admettant des quotients compacts en tant qu’espace
riemannien symétrique (cf. paragraphe 0.1.1). On obtient ainsi un plongement du
groupe U(m, 1) dans O(2m, 2), et les variétés anti-de Sitter compactes construites
par Kulkarni sont les quotients de H2m,1 par les réseaux cocompacts sans torsion
de U(m, 1) ; de telles variétés sont dites standard.

Bien que l’analogue du théorème de Hopf-Rinow ne soit pas vrai en général pour
les variétés pseudo-riemanniennes, Klingler [Kli] a montré en 1996 que toutes les va-
riétés lorentziennes compactes de courbure constante sont complètes, généralisant un
résultat de Carrière [Car] sur les variétés lorentziennes compactes plates. En parti-
culier, il n’existe pas de variété de Sitter compacte, et les variétés anti-de Sitter com-
pactes sont, à une isométrie et à la renormalisation de la métrique près, les quotients
de la forme Γ\H̃2m,1, oùm ≥ 1, où H̃2m,1 = Õ(2m, 2)/Õ(2m, 1) désigne un revêtement
universel de H2m,1 et où Γ est un sous-groupe discret de Õ(2m, 2) agissant librement,
proprement et cocompactement sur H̃2m,1. D’après les résultats de Kulkarni et Ray-
mond [KR] pour m = 1 et de Zeghib [Zeg] pour m ≥ 2, on peut se contenter de
revêtements finis de H2m,1 à la place d’un revêtement universel. Les variétés anti-de
Sitter compactes sont donc, à une isométrie et à la renormalisation de la métrique
près, les revêtements finis des quotients compacts de H2m,1 = O(2m, 2)/O(2m, 1).
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Les variétés anti-de Sitter compactes prennent des formes très différentes se-
lon qu’elles sont de dimension 3 ou ≥ 5. En effet, Zeghib a démontré en 1998 que
pour m ≥ 2 tout sous-groupe discret de O(2m, 2) agissant librement, proprement et
cocompactement sur H2m,1 est soit conjugué à un réseau cocompact de U(m, 1), soit
Zariski-dense dans O(2m, 2) [Zeg]. Il a de plus conjecturé que la seconde situation
ne se produit pas, c’est-à-dire que toutes les variétés anti-de Sitter compactes de di-
mension ≥ 5 sont standard [Zeg] ; cette conjecture reste ouverte. Il existe par contre
des variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 qui ne sont pas standard : les
premiers exemples furent construits par Goldman [Gol] en 1985 en déformant des
variétés standard. La possibilité de déformer des variétés standard en des variétés
non standard n’existe qu’en dimension 3 (cf. paragraphe 6.1.1) ; elle est liée au fait
que le groupe O(2, 2) n’est pas quasi-simple, contrairement aux groupes O(2m, 2)
pour m ≥ 2.

L’étude des variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 est particulièrement
riche. Remarquons que l’espace anti-de Sitter H2,1 s’identifie à la variété SL2(R)
munie de la métrique lorentzienne induite par sa forme de Killing (cf. [Sa2] par
exemple) ; à des groupes finis près, son groupe d’isométries est SL2(R) × SL2(R),
qui agit sur SL2(R) par multiplication à gauche et à droite. En 1985, Kulkarni et
Raymond ont décrit les groupes fondamentaux des variétés anti-de Sitter compactes
de dimension 3 : à la permutation près des deux facteurs de SL2(R) × SL2(R), les
sous-groupes discrets sans torsion de SL2(R) × SL2(R) agissant proprement et co-
compactement sur SL2(R) sont des graphes de la forme

Γρ0 =
{

(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
,

où Γ0 est un réseau cocompact de SL2(R) et ρ : Γ0 → SL2(R) un morphisme de
groupes. À Γ0 fixé, tous les groupes Γρ0 n’agissent pas proprement sur SL2(R) : la
propreté de l’action de Γρ0 impose une restriction forte sur ρ, souvent appelée admis-
sibilité. Le critère de propreté démontré en 1994 par Benoist [Be1] a permis d’expri-
mer l’admissibilité en termes d’une projection de Cartan de SL2(R) (voir plus loin).
Pour tout réseau cocompact sans torsion Γ0 de SL2(R) et tout morphisme admissible
ρ : Γ0 → SL2(R), l’action libre et propre de Γρ0 sur SL2(R) est toujours cocompacte
par un argument de dimension cohomologique (cf. paragraphe 0.2.2). Ainsi, décrire
les variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 se ramène essentiellement à un
problème de représentations de groupes de surfaces : il s’agit de décrire, pour tout
réseau cocompact sans torsion Γ0 de SL2(R), l’ensemble des morphismes admissibles
de Γ0 dans SL2(R).

Remarquons d’abord qu’à Γ0 fixé, l’ensemble des morphismes admissibles est
ouvert dans Hom(Γ0, SL2(R)). Pour le voir, une bonne approche est celle des (G,X)-
structures (cf. paragraphe 5.7.1). Les variétés anti-de Sitter de dimension 3 sont les
(O(2, 2),H2,1)-variétés, ou encore les (SL2(R)×SL2(R), SL2(R))-variétés. Le fait que
l’ensemble des morphismes admissibles est ouvert dans Hom(Γ0, SL2(R)) résulte alors
du résultat de complétude de Klingler [Kli] et du fameux principe d’Ehresmann, qui
affirme que siM est une variété compacte munie d’une (G,X)-structure d’holonomie
h ∈ Hom(π1(M), G), tout morphisme h′ ∈ Hom(π1(M), G) suffisamment proche de h
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est l’holonomie d’une certaine (G,X)-structure surM . Nous renvoyons au chapitre 5
pour plus de détails.

À la fin des années 1990, Salein [Sa2] a construit, pour certains réseaux co-
compacts Γ0, des exemples de morphismes admissibles dans toutes les composantes
connexes de l’espace Hom(Γ0,PSL2(R)), hormis les deux composantes de nombre
d’Euler extrémal. Ces dernières ne sont pas atteintes car un morphisme admissible
ne peut être injectif d’image discrète ; ceci résulte de la positivité de la distance
asymétrique de Thurston sur l’espace de Teichmüller de la surface Γ0\H2 (cf. [Sa2]
et le chapitre 4). La non-connexité de l’ouvert des morphismes admissibles pose de
nombreuses questions encore ouvertes à l’heure actuelle, par exemple le nombre de
composantes connexes de cet ouvert.

0.1.4 Variétés riemanniennes holomorphes

Si M est une variété complexe, on appelle parfois métrique riemannienne holo-
morphe surM un champ holomorphe de formes bilinéaires non dégénérées sur le fibré
tangent TM . Comme pour les métriques riemanniennes ou pseudo-riemanniennes, à
toute métrique riemannienne holomorphe sur M est associée une connexion de Levi-
Cività complexe, qui permet de définir les notions de géodésique (holomorphe), de
complétude géodésique (les géodésiques sont définies sur C tout entier), de tenseur
de courbure et de courbure sectionnelle. Pour tout entier n ≥ 1, la sphère complexe

SnC =
{

(z1, . . . , zn+1) ∈ Cn+1, z2
1 + . . .+ z2

n+1 = 1
}
' O(n+ 1,C)/O(n,C)

est naturellement munie d’une métrique riemannienne holomorphe complète de cour-
bure constante non nulle, pour laquelle son groupe d’isométries est O(n+ 1,C). Par
analogie avec le cas pseudo-riemannien, les variétés complexes de dimension com-
plexe n ≥ 2 munies d’une métrique riemannienne holomorphe complète de courbure
constante non nulle sont les quotients de SnC = O(n + 1,C)/O(n,C) par un sous-
groupe discret de O(n+ 1,C) agissant librement et proprement sur SnC.

On conjecture qu’il existe des variétés compactes complexes de dimension com-
plexe n munies d’une métrique riemannienne holomorphe complète de courbure
constante non nulle si et seulement si n ∈ {1, 3, 7} [KY]. Le fait que la sphère S1

C
admette des quotients compacts est évident car elle s’identifie à C∗. Pour n = 7 une
preuve a été donnée par Kobayashi et Yoshino [KY] en utilisant l’action de groupes
spinoriels. Enfin, pour n = 3 la situation est un analogue complexe de celle des varié-
tés anti-de Sitter de dimension 3 : la sphère complexe S3

C s’identifie à la variété SL2(C)
munie de la métrique lorentzienne induite par sa forme de Killing (cf. [Ghy]) ; son
groupe d’isométries est SL2(C) × SL2(C), agissant sur SL2(C) par multiplication à
gauche et à droite. On obtient des variétés compactes complexes de dimension 3
munies d’une métrique riemannienne holomorphe complète de courbure constante
non nulle comme quotients de SL2(C), d’un seul côté, par un réseau cocompact sans
torsion ; ces variétés sont dites standard.

Comme dans le cas des variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3, la pre-
mière étape dans la description des variétés compactes complexes de dimension 3
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munies d’une métrique riemannienne holomorphe complète de courbure constante
non nulle consiste à décrire celles qui sont obtenues par déformation de variétés stan-
dard ; la question est ici plus difficile car l’on ne dispose pas de résultat analogue
à la complétude de Klingler [Kli]. Autrement dit, étant donné un réseau cocom-
pact sans torsion Γ0 de SL2(C), on aimerait savoir si le groupe ϕ(Γ0) agit libre-
ment, proprement et cocompactement sur SL2(C) pour tout morphisme de groupes
ϕ : Γ0 → SL2(C) × SL2(C) suffisamment proche du morphisme trivial (i, 1) ; on
note ici i l’inclusion naturelle de Γ0 dans SL2(C) et 1 le morphisme constant. Le
groupe Γ0 est localement rigide dans SL2(C) d’après un résultat de Calabi, généra-
lisé par Weil [We1]. Par conséquent, la question qui se pose est la suivante : étant
donné un réseau cocompact sans torsion Γ0 de SL2(C), le sous-groupe discret

Γρ0 =
{

(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
de SL2(C) × SL2(C) agit-il librement, proprement et cocompactement sur SL2(C)
pour tout morphisme de groupes ρ : Γ0 → SL2(C) suffisamment proche de 1 ?

En 1995, Ghys [Ghy] a répondu affirmativement à cette question, et en a déduit
un résultat intéressant concernant la déformation des structures complexes sur une
variété compacte de la forme M = Γ0\SL2(C) où Γ0 est un réseau cocompact sans
torsion de SL2(C). Il a démontré que les structures complexes sur M proches de la
structure naturelle sont celles qui sont obtenues en identifiant M avec le quotient
de SL2(C) par un sous-groupe discret de SL2(C) × SL2(C) de la forme Γρ0 pour un
morphisme ρ : Γ0 → SL2(C) proche de 1. De plus, deux telles structures complexes
sont biholomorphes si et seulement si les morphismes ρ correspondants sont conjugués
par un élément de SL2(C).

0.1.5 Quotients compacts de SLn(R)/SLm(R)

Terminons cette première partie d’introduction en évoquant le cas des espaces
homogènes de la forme SLn(R)/SLm(R), où n ≥ m. Ceux-ci sont naturellement
munis d’une structure de variété pseudo-riemannienne de signature(n(n+ 1)−m(m+ 1)

2
,
n(n− 1)−m(m− 1)

2

)
(cf. [KY]), de courbure sectionnelle non constante.

La question de l’existence de quotients compacts de SLn(R)/SLm(R) illustre la
grande diversité des méthodes développées pour traiter le problème des quotients
compacts. La conjecture générale est que pour tous entiers n > m ≥ 2, l’espace
homogène SLn(R)/SLm(R) n’admet pas de quotient compact.

Le premier résultat dans le sens de cette conjecture est l’absence de quotients
compacts de SLn(R)/SLm(R) pour n > d3m/2e (où d·e désigne la partie entière
supérieure), comme conséquence des travaux de Kobayashi [Ko2] de 1992. L’obstruc-
tion découverte par Kobayashi est en fait très générale, l’idée étant que lorsque G
et H sont réductifs, l’existence de quotients compacts de G/H implique une certaine
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forme de maximalité pour H. Plus précisément, supposons H stable par une involu-
tion de Cartan θ de G, fixons une sous-algèbre de Cartan a de Lie(G) associée à θ et
notons W le groupe de Weyl correspondant. Kobayashi a montré que s’il existe un
sous-groupe réductif G′ de G, stable par θ, tel que (a ∩ Lie(G′)) ⊂ W · (a ∩ Lie(H))
et tel que l’espace symétrique de G′ soit de dimension strictement supérieure à ce-
lui de H, alors G/H n’admet pas de quotient compact. Il suffit d’appliquer ceci
à G = SLn(R), à H = SLm(R) et à G′ = SO(bm/2c , n − bm/2c), où b·c désigne la
partie entière.

Une autre approche au problème des quotients compacts de SLn(R)/SLm(R) a été
développée par Zimmer dans les cas où le centralisateur de SLm(R) dans SLn(R) est
“suffisamment gros”. Cette approche est liée aux travaux de Benoist et Labourie [BeL],
qui ont montré en 1992 que pour tout groupe de Lie réel semi-simple connexe G et
tout sous-groupe réductif connexe H de G, la non-compacité du centre de H implique
l’absence de quotients compacts de G/H. 3 En 1994, Zimmer [Zim] a prouvé que sous
ces hypothèses, si H est non compact et si le centralisateur de H dans G contient un
groupe de Lie quasi-simple connexe G′ de rang réel ≥ 2 tel que tout morphisme de G′
dans H soit trivial, alors G/H n’admet pas de quotient compact. Sa démonstration
s’appuie sur des arguments de rigidité de cocycles en rang supérieur. On en déduit
l’absence de quotients compacts de SLn(R)/SLm(R) pour n > 2m. En collaboration
avec Labourie et Mozes, Zimmer a ensuite amélioré ce résultat en remplaçant n > 2m
par n ≥ 2m [LMZ], puis par n ≥ m+ 3 [LZ].

Le cas difficile où n = m+1 est impair a été traité par Benoist [Be1] en 1994 grâce
à son critère de propreté, que nous énonçons précisément au paragraphe 2.2.1. Ce
critère exprime la propreté de l’action d’un sous-groupe Γ de G sur G/H en termes
d’une projection de Cartan de G. En utilisant ce critère et en étudiant l’ensemble des
points fixes de l’involution d’opposition, Benoist a montré que pour n impair ≥ 3,
tout sous-groupe discret de SLn(R) agissant proprement sur SLn(R)/SLn−1(R) est
virtuellement abélien ; on voit facilement que l’action d’un tel sous-groupe ne peut
être cocompacte.

Les résultats mentionnés jusqu’ici concernent le plongement standard de SLm(R)
dans SLn(R). En 1997, Margulis a introduit une nouvelle méthode permettant de
démontrer l’absence de quotients compacts de SLn(R)/αn(SL2(R)) pour le plonge-
ment αn : SL2(R)→ SLn(R) donné par la représentation irréductible de dimension n
de SL2(R). Sa méthode consiste, pour certains espaces homogènes G/H, à contrô-
ler la décroissance de la restriction à H des coefficients des représentations unitaires
sans vecteur invariant de G. Plus précisément, dans l’exemple de SLn(R)/αn(SL2(R))
pour n ≥ 4, Margulis prouve l’existence d’une application f ∈ L1(αn(SL2(R)))
telle que pour toute représentation unitaire (π,H) de SLn(R) sans vecteur inva-
riant non trivial et pour tous vecteurs unitaires v, w ∈ H invariants par SO(n), on
ait |〈π(h)(v), w〉| ≤ f(h) pour tout h ∈ H. Il en déduit que pour un sous-groupe
discret Γ de SLn(R) de covolume infini, le groupe αn(SL2(R)) ne peut agir propre-
ment et cocompactement sur Γ\SLn(R) ; par dualité, Γ ne peut agir proprement

3. Benoist et Labourie ont en fait montré que sous ces hypothèses, il n’existe pas même de variété
compacte localement modelée sur G/H.
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et cocompactement sur SLn(R)/αn(SL2(R)). L’absence de quotients compacts de
SLn(R)/αn(SL2(R)) en découle aisément.

En estimant lui aussi des vitesses de décroissance de coefficients de représentations
unitaires, mais en procédant d’une manière différente de Margulis, Shalom [Sha] a
retrouvé en 2000 l’absence de quotients compacts de SLn(R)/SL2(R) pour n ≥ 4
et pour le plongement standard de SL2(R) dans SLn(R). Enfin, D. Constantine a
annoncé cette année avoir redémontré ce résultat pour n = 4 en raffinant les méthodes
de Zimmer.

Ainsi, les cas qui restent ouverts sont ceux de SLn(R)/SLn−1(R) pour n pair ≥ 4
et de SLn(R)/SLn−2(R) pour n ≥ 5.

0.2 Principaux résultats de cette thèse

Nous avons vu en 0.1 l’intérêt géométrique de l’étude des quotients compacts d’es-
paces homogènes réels, en particulier des espaces homogènes de la forme (G×G)/∆G

pour un groupe de Lie semi-simple réel G de rang un, ∆G désignant la diagonale
de G×G. En effet, nous avons vu que l’étude de certaines variétés lorentziennes ou
complexes riemanniennes holomorphes se ramène à l’étude des sous-groupes discrets
de G × G agissant librement, proprement et cocompactement sur G par multipli-
cation à gauche et à droite pour G = SL2(R) ou SL2(C). Des problèmes géomé-
triques analogues se posent dans le monde p-adique et motivent l’étude des quo-
tients compacts d’espaces homogènes p-adiques, notamment des quotients compacts
de (G×G)/∆G pour un groupe semi-simple p-adiqueG de rang un. PourG = SL2(Qp)
par exemple, on obtient ainsi les quotients compacts de la quadrique de Q4

p d’équation
x2

1 + x2
2 − x2

3 − x2
4 = 1 (cf. paragraphe 2.4.3). Les chapitres 3 et 4 sont entièrement

consacrés aux quotients compacts des groupes de rang un sur une extension finie
de Qp (et plus généralement sur un corps local ultramétrique) et dans les chapitres 2
et 6, qui présentent des résultats plus généraux, nous traitons aussi bien le cas des es-
paces homogènes réels et complexes que celui des espaces homogènes ultramétriques.

Soit k un corps local, c’est-à-dire R, C, un corps p-adique ou un corps de sé-
ries de Laurent formelles à coefficients dans un corps fini. Soit G un groupe de Lie
réel linéaire semi-simple connexe de rang réel un ou l’ensemble des k-points d’un
k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un. Comme on l’a observé pour
G = SL2(R) ou SL2(C) avec l’exemple de certaines variétés anti-de Sitter ou rieman-
niennes holomorphes standard, l’espace homogène (G × G)/∆G admet toujours des
quotients compacts. En effet, pour tout réseau cocompact sans torsion Γ0 de G, les
groupes Γ0×{1} et {1}×Γ0 agissent librement, proprement et cocompactement sur
(G×G)/∆G ; de tels réseaux existent d’après Borel et Harder [BH] (cas de caractéris-
tique nulle) et Lubotzky [Lub] (cas général), et d’après le lemme de Selberg [Sel]. Une
grande partie de notre travail consiste à décrire les quotients compacts de (G×G)/∆G

et à étudier leurs déformations. Nous sommes guidés par les questions suivantes, que
nous avons déjà entrevues plus haut pour d’autres espaces homogènes.

11



Questions 0.2.1. 1. Décrire les sous-groupes discrets sans torsion de G×G qui
agissent proprement sur (G×G)/∆G.

2. Parmi ces sous-groupes, décrire ceux qui agissent cocompactement sur (G×G)/∆G.

3. Établir l’existence de déformations non triviales de tels sous-groupes dans G×G.
4. Déterminer si une petite déformation d’un tel sous-groupe dans G×G préserve

le caractère propre et cocompact de l’action sur (G×G)/∆G.

5. Étudier l’adhérence de Zariski des sous-groupes discrets sans torsion de G×G
agissant proprement et cocompactement sur (G×G)/∆G.

Comme nous l’avons déjà évoqué dans un cadre général, les sous-groupes discrets
de G × G sont loin de tous agir proprement sur (G × G)/∆G. En effet, comme ∆G

n’est pas compact, la situation est très différente de celle des espaces riemanniens
symétriques par exemple. En 1994, Benoist [Be1] a montré, à travers son critère de
propreté, que la propreté de l’action d’un sous-groupe de G×G sur (G×G)/∆G se
lit sur le facteur A+ ou Z+ d’une décomposition de Cartan de G.

Rappelons que si G est un groupe de Lie linéaire réel semi-simple connexe, il
admet une décomposition de Cartan de la forme G = KA+K, où K est un sous-
groupe compact maximal de G et A+ une chambre de Weyl d’un sous-groupe de
Cartan de G. Ceci permet de définir une application continue, propre et surjective µ
de G dans un certain cône convexe fermé E+ de E = RrangR(G), appelée projection
de Cartan ; lorsque G est de rang réel un, on a E+ = R+. Par exemple, pour G =
SL2(R) (resp. G = SL2(C)) on peut prendre K = SO(2) (resp. K = SU(2)) et
A+ = {diag(a, a−1), a ≥ 1} ; le réel µ(g) est alors égal au logarithme de la plus
grande valeur propre de tgg. Si G est l’ensemble des k-points d’un groupe algébrique
semi-simple connexe G de k-rang un sur un corps local ultramétrique k, Bruhat et
Tits [BT1] ont montré que G admet encore une décomposition de Cartan, qui en
général est de la forme G = KZ+K, où K est un sous-groupe compact maximal
de G et Z+ une chambre de Weyl du centralisateur d’un tore déployé maximal de G.
Ceci permet de définir une projection de Cartan µ de G dans un certain cône convexe
fermé E+ de E = Rrangk(G), qui est continue et propre ; lorsqueG est de rang relatif un
on a E+ = R+ et µ(G) est un multiple réel de N. Par exemple, pour G = SL2(Qp)
on peut prendre K = SL2(Zp) et Z+ = A+ = {diag(a, a−1), |a|p ≥ 1} ; on a alors
µ(diag(a, a−1)) = 2|vp(a)|, où vp : Qp → Z désigne la valuation p-adique.

Rappelons encore que tout groupe de Lie linéaire réel semi-simple connexe est la
composante neutre (pour la topologie réelle) de l’ensemble des R-points d’un groupe
algébrique réel semi-simple connexe. Aussi pouvons-nous nous contenter d’énoncer
les résultats pour les groupes algébriques sur un corps local ; les énoncés restent
valables pour les groupes de Lie linéaires réels.

0.2.1 Actions propres

Au chapitre 2 nous répondons à la question 0.2.1.1 par le résultat suivant.
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Théorème 0.2.2 (chapitre 2). Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe G de k-rang un, ∆G la diagonale
de G × G et µ : G → R+ une projection de Cartan de G. À la permutation près
des deux facteurs de G×G, les sous-groupes discrets sans torsion de G×G agissant
proprement sur (G×G)/∆G sont les graphes de la forme

Γρ0 =
{

(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
,

où Γ0 est un sous-groupe discret de G et ρ : Γ0 → G un morphisme de groupes
admissible, au sens où pour tout R > 0 on a µ(ρ(γ)) ≤ µ(γ) − R pour presque
tout γ ∈ Γ0.

Ce résultat avait déjà été démontré pour G = SL2(R) par Kulkarni et Ray-
mond [KR], mais sans la condition sur ρ, qui est due à Salein [Sa2] dans ce cas.
Kobayashi [Ko3] a ensuite considéré le cas des groupes réels de rang un en général :
il a montré que tout sous-groupe discret sans torsion de G×G agissant proprement
sur (G × G)/∆G est un graphe, et a posé la question de la discrétude d’une des
projections sur G d’un tel sous-groupe. Le théorème 0.2.2 répond affirmativement à
la question de Kobayashi et généralise son résultat à tous les corps locaux.

La condition d’admissibilité sur ρ signifie que l’ensemble (µ×µ)(Γ) est essentiel-
lement situé sous la diagonale de R+ ×R+ (à un nombre fini de points près) et qu’il
“s’éloigne de la diagonale à l’infini”.

On déduit du théorème 0.2.2 quelques exemples très simples de sous-groupes
discrets deG×G qui agissent proprement sur (G×G)/∆G et dont les deux projections
sur G sont non triviales.

Exemples 0.2.3. Soient Γ0 un sous-groupe discret sans torsion de G et ρ : Γ0 → G
un morphisme de groupes. Le groupe Γρ0 = {(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0} agit proprement sur
(G×G)/∆G dès que l’une des conditions suivantes est vérifiée :

1. le groupe ρ(Γ0) est borné dans G,
2. Γ0 est engendré par un élément a ∈ A+ et ρ(a) = am, où m ≥ 2,
3. Γ0 est engendré par un élément a ∈ A+ et ρ(Γ0) est unipotent.

Notons que la description donnée par le théorème 0.2.2 est spécifique au rang un.
En effet, si G est de k-rang ≥ 2, il existe toujours des sous-groupes discrets de G×G
agissant proprement sur (G × G)/∆G qui sont des produits de deux sous-groupes
infinis de G (cf. [Ko3] et les paragraphes 2.1.2 et 3.3.4) ; en particulier, ces sous-
groupes sont loin d’être des graphes !

Pour démontrer le théorème 0.2.2, nous établissons le résultat plus général suivant
sur les espaces homogènes réductifs de corang un.

Théorème 0.2.4 (chapitre 2). Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe G et H l’ensemble des k-points d’un
k-sous-groupe algébrique réductif connexe H de G tel que rangk(H) = rangk(G)−1.
Soient µ : G → E+ une projection de Cartan, CH le cône asymptote à µ(H) et
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ι : E+ → E+ l’involution d’opposition. Pour tout sous-groupe discret Γ de G agissant
proprement sur G/H et qui n’est pas un groupe de torsion, il existe une composante
connexe C de E+ rCH telle que µ(γ) ∈ C ∪ ι(C) pour presque tout γ ∈ Γ et telle que
ι(C) = C si Γ n’est pas virtuellement monogène.

Rappelons que l’involution d’opposition ι est définie par µ(g−1) = ι(µ(g)) pour
tout g ∈ G. Le cône asymptote CH est le sous-cône vectoriel de E+ engendré par les
limites de suites (µ(hn)/‖µ(hn)‖)n∈N, où (hn) ∈ HN et où ‖µ(hn)‖ → +∞. Comme
rangk(H) = rangk(G)− 1, le cône CH sépare E+ en un nombre fini de composantes
connexes permutées par ι (cf. paragraphe 2.2.1).

Le théorème 0.2.4 nous permet de retrouver le résultat suivant, dû à Benoist [Be1].

Corollaire 0.2.5 (chapitre 2). Si n ≥ 3 est un entier impair, tout sous-groupe discret
de SLn(R) agissant proprement sur SLn(R)/SLn−1(R) est virtuellement abélien.

Nous affinons en fait le résultat de Benoist en démontrant que les sous-groupes
de SLn(R) agissant proprement sur SLn(R)/SLn−1(R) pour n impair sont virtuel-
lement monogènes. Une conséquence du corollaire 0.2.5 est l’absence de quotients
compacts de SLn(R)/SLn−1(R) pour n impair ≥ 3, que nous avons déjà mentionnée
au paragraphe 0.1.5.

0.2.2 Actions propres et cocompactes

Dans les chapitres 3 et 4 nous considérons à nouveau les quotients compacts des
espaces homogènes (G × G)/∆G où G est semi-simple de rang relatif un, mais en
nous plaçant spécifiquement sur un corps local ultramétrique. Comme nous l’avons
déjà mentionné, l’une de nos motivations est le fait que pour G = SL2(Qp), l’espace
homogène (G×G)/∆G s’identifie à la quadrique deQ4

p d’équation x2
1+x2

2−x2
3−x2

4 = 1.
Cette dernière est la seule quadrique deQ4

p dont la description des quotients compacts
n’était pas encore connue (cf. paragraphe 2.4.3).

Au chapitre 3 nous répondons à la question 0.2.1.2 en montrant que sous les
hypothèses du théorème 0.2.2 et pour Γ0 de type fini, le quotient Γρ0\(G×G)/∆G est
compact si et seulement si le quotient Γ0\G l’est (théorème 3.3.1). Nous obtenons
ainsi la description suivante.

Théorème 0.2.6 (chapitre 3). Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble
des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un, ∆G la dia-
gonale de G × G et µ : G → R+ une projection de Cartan de G. À la permutation
près des deux facteurs de G × G, les sous-groupes discrets de type fini sans torsion
de G×G agissant proprement et cocompactement sur (G×G)/∆G sont les graphes
de la forme

Γρ0 =
{

(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
,

où Γ0 est un réseau cocompact sans torsion de G et ρ : Γ0 → G un morphisme de
groupes admissible.
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Pour k = R ou C, le théorème 0.2.6 est également vrai, par un argument de
dimension cohomologique développé par Kobayashi [Ko1] d’après des idées de Serre.
Plus précisément, Kobayashi a montré que si G est un groupe de Lie réel réductif,
H un sous-groupe fermé réductif de G et Γ un sous-groupe discret virtuellement sans
torsion de G agissant proprement sur G/H, alors Γ agit cocompactement sur G/H
si et seulement si l’on a

vcdR(Γ) = dim(XG)− dim(XH),

où vcdR(Γ) désigne la dimension cohomologique virtuelle de Γ et dim(XG) (resp.
dim(XH)) la dimension de l’espace symétrique de G (resp. de H). Rappelons que
pour tout groupe Γ, la dimension cohomologique (réelle) de Γ est par définition la
borne supérieure des entiers n ∈ N pour lesquels il existe un R[Γ]-moduleM vérifiant
Hn(Γ,M) 6= {0}. Si Γ est virtuellement sans torsion, tous ses sous-groupes d’indice
fini sans torsion ont même dimension cohomologique ; on note vcdR(Γ) cette dimen-
sion cohomologique, appelée dimension cohomologique virtuelle de Γ. Le résultat de
Kobayashi s’applique aux sous-groupes discrets Γ qui sont de type fini, car ceux-ci
sont virtuellement sans torsion d’après le lemme de Selberg [Sel].

L’argument de dimension cohomologique ci-dessus ne s’applique pas lorsque k est
ultramétrique. Dans ce cas en effet, tout sous-groupe discret sans torsion de G est
libre, donc de dimension cohomologique un [Se2]. Pour démontrer le théorème 0.2.6,
nous étudions au chapitre 3 l’action de Γ0 sur l’arbre de Bruhat-Tits de G, qui est un
arbre simplicial biparti sur lequel G agit proprement par isométries, avec un domaine
fondamental compact.

Le théorème 0.2.6 nous permet de démontrer le résultat suivant, en réponse à la
question 0.2.1.5 et en complément des exemples 0.2.3.

Proposition 0.2.7 (chapitre 3). Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble
des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et ∆G la
diagonale de G×G. Il existe des sous-groupes discrets Γ de G×G agissant librement,
proprement et cocompactement sur (G×G)/∆G et qui sont Zariski-denses dans G×G.
On peut de plus choisir Γ de telle sorte qu’aucune de ses projections naturelles sur G
ne soit bornée.

0.2.3 Déformation de quotients compacts ultramétriques

Au chapitre 4, nous nous plaçons sur un corps local ultramétrique comme au
chapitre 3, et nous montrons que de petites déformations préservent la propreté des
actions décrites par le théorème 0.2.2 pour des groupes discrets de type fini sans
torsion.

Théorème 0.2.8 (chapitre 4). Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble
des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et Γ un sous-
groupe discret de type fini sans torsion de G×G agissant proprement sur (G×G)/∆G.
Il existe un voisinage U ⊂ Hom(Γ, G × G) de l’inclusion naturelle formé de mor-
phismes injectifs et tel que pour tout ϕ ∈ U , le groupe ϕ(Γ) soit discret dans G×G
et agisse proprement sur (G×G)/∆G.
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Notons que les groupes discrets Γ du théorème 0.2.8 sont libres puisque ce sont
des graphes décrits par le théorème 0.2.2 et que tout sous-groupe discret sans torsion
de G est libre lorsque k est ultramétrique. Ils admettent donc des déformations non
triviales dans G × G : il suffit de déformer indépendamment chaque élément d’une
partie génératrice libre. Ceci répond en particulier à la question 0.2.1.3 lorsque k est
ultramétrique.

En utilisant le théorème 0.2.6 et le fait qu’après une déformation suffisamment
petite tout réseau cocompact sans torsion de G reste un réseau cocompact sans
torsion, on obtient le résultat suivant, qui répond à la question 0.2.1.4.

Corollaire 0.2.9 (chapitre 4). Sous les hypothèses du théorème 0.2.8, si Γ agit pro-
prement et cocompactement sur (G×G)/∆G, il existe un voisinage U ⊂ Hom(Γ, G×G)
de l’inclusion naturelle formé de morphismes injectifs et tel que pour tout ϕ ∈ U ,
le groupe ϕ(Γ) soit discret dans G×G et agisse proprement et cocompactement sur
(G×G)/∆G.

L’étape principale de la démonstration du théorème 0.2.8 consiste à prouver que
pour tout sous-groupe discret de type fini sans torsion Γ0 de G, l’ensemble des mor-
phismes admissibles est ouvert dans Hom(Γ0, G). Lorsque Γ0 est un réseau cocompact
sans torsion de G, c’est l’analogue ultramétrique du résultat mentionné à la fin du
paragraphe 0.1.3. Nous démontrons en fait le résultat plus précis suivant.

Théorème 0.2.10 (chapitre 4). Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble
des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et Γ0 un
sous-groupe discret de type fini sans torsion de G. Pour tout morphisme de groupes
ρ : Γ0 → G, notons Cµ

ρ ≥ 0 la borne inférieure des réels C ≥ 0 tels que l’ensemble
{µ(ρ(γ))− Cµ(γ), γ ∈ Γ0} ⊂ R soit majoré.

1. Il existe une partie finie F de Γ0r{1} telle que pour tout morphisme ρ : Γ0 → G
on ait

Cµ
ρ = sup

γ∈Γ0r{1}

λ(ρ(γ))

λ(γ)
= max

γ∈F

λ(ρ(γ))

λ(γ)
,

où λ : G → R+ est la longueur de translation de G sur son arbre de Bruhat-
Tits.

2. Un morphisme ρ : Γ0 → G est admissible si et seulement si Cµ
ρ < 1.

Rappelons que pour toute isométrie g ∈ Isom(X) d’un arbre réel simplicial X, la
longueur de translation de g sur X est définie par

λ(g) = inf
x∈X

d(x, g · x) ≥ 0.

L’application λ : Isom(X) → R+ est continue pour la topologie compacte-ouverte.
Pour G = SL2(Qp) par exemple, l’arbre de Bruhat-Tits X de G est un arbre infini ré-
gulier de valence p+1 et la longueur de translation λ(g) sur X d’un élément g ∈ G est
la valeur absolue (réelle) de la valuation p-adique du quotient des deux valeurs propres
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de g. Notons que tout groupe discret sans torsion Γ0 d’isométries d’un arbre réel sim-
plicial X agit librement sur X, ce qui implique λ(γ) > 0 pour tout γ ∈ Γ0 r {1}.

Le théorème 0.2.10 dit que l’admissibilité d’un morphisme ρ : Γ0 → G est dé-
terminée par un nombre fini de conditions ouvertes ; ceci prouve que l’ensemble des
morphismes admissibles est ouvert dans Hom(Γ0, G).

Ce théorème est un cas particulier d’un résultat plus général que nous démon-
trons pour les groupes d’isométries d’arbres réels simpliciaux (théorème 4.3.1). Notre
preuve consiste à étudier le lien entre les constantes de Lipschitz de certaines appli-
cations équivariantes entre deux arbres réels simpliciaux et certains quotients de lon-
gueurs de translation d’isométries de ces arbres. Plus précisément, nous démontrons
le résultat suivant.

Proposition 0.2.11 (chapitre 4). Soient X et X ′ deux arbres réels simpliciaux de
valence ≥ 2, soit Γ0 un sous-groupe discret sans torsion de Isom(X) tel que le quo-
tient Γ0\X soit un graphe fini, et soit ρ : Γ0 → Isom(X ′) un morphisme de groupes.

1. Il existe une application ρ-équivariante f : X → X ′ qui est lipschitzienne. La
borne inférieure Cρ ≥ 0 des constantes de Lipschitz de telles applications est
atteinte.

2. Fixons un point x0 ∈ X et soit F le sous-ensemble fini de Γ0 r {1} formé
des éléments γ tels que d(x0, γ · x0) ≤ 4L0, où L0 désigne la longueur totale
des arêtes de Γ0\X. Pour toute application ρ-équivariante et Cρ-lipschitzienne
f : X → X ′, il existe γ ∈ F tel que f soit affine de constante Cρ sur l’axe de
translation de γ dans X. On a

sup
γ∈Γ0r{1}

λ
(
ρ(γ)

)
λ(γ)

= max
γ∈F

λ
(
ρ(γ)

)
λ(γ)

= Cρ.

Rappelons qu’une application f : X → X ′ est dite ρ-équivariante si f(γ · x) =
ρ(γ) · f(x) pour tout γ ∈ Γ0 et tout x ∈ X.

Dans le cas particulier où ρ est injectif d’image discrète et cocompacte, la propo-
sition 0.2.11 implique l’existence d’une “distance asymétrique” sur l’outre-espace OSn
de rang n égal au rang du groupe libre Γ0, ainsi que l’équivalence entre deux défini-
tions différentes de cette distance asymétrique. Rappelons que OSn est défini comme
un ensemble de classes d’équivalence de graphes métriques connexes finis normalisés
et marqués par un groupe libre Fn à n générateurs (cf. paragraphe 4.4.1). La distance
asymétrique sur OSn que nous venons de mentionner est un analogue de la distance
asymétrique de Thurston sur l’espace de Teichmüller (cf. paragraphe 4.4.4).

Nous déduisons de la proposition 0.2.11 un résultat général sur les isométries
d’arbres réels simpliciaux (corollaire 4.4.3) qui, dans le cadre des quotients compacts
de (G×G)/∆G, s’énonce de la manière suivante.

Corollaire 0.2.12 (chapitre 4). Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble
des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et Γ0 un
réseau cocompact sans torsion de G. Il n’existe pas de morphisme de groupes admis-
sible ρ : Γ0 → G qui soit injectif d’image discrète.
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Ceci fait écho à l’absence de morphisme admissible dans les composantes connexes
de Hom(Γ0, SL2(R)) de nombre d’Euler extrémal lorsque Γ0 est un réseau cocompact
sans torsion de SL2(R) (cf. paragraphe 0.1.3).

0.2.4 Variétés anti-de Sitter compactes de dimension trois

Au chapitre 5 nous adaptons les idées du chapitre 4 au cas de G = SL2(R). Par
analogie avec le point 2 du théorème 0.2.10, nous démontrons le résultat suivant.

Théorème 0.2.13 (chapitre 5). Posons G = SL2(R), soient µ : G → R+ une
projection de Cartan et Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de G. Un morphisme
de groupes ρ : Γ0 → G est admissible si et seulement s’il existe des constantes C < 1
et C ′ ≥ 0 telles que µ(ρ(γ)) ≤ Cµ(γ) + C ′ pour tout γ ∈ Γ0.

Rappelons qu’un sous-groupe Γ0 de SL2(R) est dit convexe cocompact s’il est dis-
cret, infini, non élémentaire, et s’il agit cocompactement sur l’enveloppe convexe H2

Γ0

de son ensemble limite dans le plan hyperbolique H2. Cette notion généralise celle
de réseau cocompact de SL2(R).

Dans le cas où Γ0 est un réseau cocompact de SL2(R), l’existence d’une constante
C < 1 comme dans le théorème 0.2.13 avait été conjecturée par Salein [Sa2] en 2000.
Nous précisons ainsi la description des variétés anti-de Sitter qui était connue jus-
qu’à présent, suite aux travaux de Kulkarni et Raymond [KR], Klingler [Kli] et
Salein [Sa2].

Corollaire 0.2.14. Soit µ : SL2(R) → R+ une projection de Cartan. Les variétés
anti-de Sitter compactes de dimension 3 sont, à une isométrie, à la renormalisation
de la métrique, à un quotient fini et à un revêtement fini près, les quotients de SL2(R)
par un sous-groupe discret de SL2(R)× SL2(R) de la forme

Γρ0 =
{

(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
,

où Γ0 est un réseau cocompact sans torsion de SL2(R) et ρ : Γ0 → SL2(R) un
morphisme de groupes pour lequel il existe des constantes C < 1 et C ′ ≥ 0 telles que
pour tout γ ∈ Γ0 on ait

µ(ρ(γ)) ≤ Cµ(γ) + C ′.

Pour démontrer le théorème 0.2.13, nous fixons un sous-groupe convexe cocom-
pact Γ0 de G = SL2(R) et un morphisme de groupes ρ : Γ0 → G, et nous étudions les
applications lipschitziennes ρ-équivariantes de H2

Γ0
dans H2. Nous remplaçons ainsi

les arbres de Bruhat-Tits du chapitre 4 par l’espace symétrique de G = SL2(R).
La proposition 0.2.11 ne se transpose pas telle quelle à G = SL2(R). Pour com-

mencer, il n’existe pas toujours d’application ρ-équivariante f : H2
Γ0
→ H2 de

constante de Lipschitz minimale. Cependant c’est le cas la plupart du temps, à savoir
dès que ρ(Γ0) est Zariski-dense dans G, ou borné, ou encore virtuellement abélien
mais non virtuellement unipotent (lemme 5.5.1). Plaçons-nous dans cette situation
et fixons une application ρ-équivariante f : H2

Γ0
→ H2 de constante de Lipschitz
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minimale Cρ ≥ 0. Contrairement au cas des groupes ultramétriques, il n’existe pas
non plus toujours d’élément hyperbolique γ ∈ Γ0 tel que f soit affine de constante Cρ
sur l’axe de translation de γ. Cependant, nous démontrons le résultat suivant.

Théorème 0.2.15 (chapitre 5). Soit Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de G =
SL2(R), soit ρ : Γ0 → G un morphisme de groupes et soit f : H2

Γ0
→ H2 une applica-

tion lipschitzienne ρ-équivariante de constante de Lipschitz Cρ minimale. Si Cρ ≥ 1,
il existe une droite géodésique de H2

Γ0
sur laquelle f est affine de constante Cρ.

La démonstration du théorème 0.2.15 fait appel à des techniques de prolonge-
ment d’applications lipschitziennes de H2. Nous affinons des résultats anciens de
Kirzbraun [Kir] et Valentine [Val] pour contrôler la constante de Lipschitz locale de
tels prolongements (théorème 5.3.2).

Le théorème 0.2.15 implique facilement que s’il existe une application lipschit-
zienne ρ-équivariante f : H2

Γ0
→ H2 de constante de Lipschitz minimale Cρ ≥ 1, alors

ρ n’est pas admissible. C’est le cas par exemple si Γ0 est cocompact dans SL2(R)
et ρ injectif d’image discrète (cf. [Thu]) ; nous avions déjà mentionné cette ab-
sence de morphisme admissible injectif d’image discrète pour Γ0 cocompact au pa-
ragraphe 0.1.3.

Nous en déduisons le théorème 0.2.13 en traitant séparément le cas où ρ(Γ0)
admet un unique point fixe dans ∂H2, c’est-à-dire où ρ(Γ0) est soit virtuellement
unipotent, soit résoluble mais non virtuellement abélien. Pour traiter ce cas, nous
utilisons un résultat démontré au chapitre 6 (proposition 6.5.1), qui nous permet
d’établir les deux exemples suivants.

Exemples 0.2.16. Soient Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de G = SL2(R) et
ρ : Γ0 → G un morphisme de groupes.

1. Si ρ(Γ0) est unipotent, alors ρ est toujours admissible.

2. Si ρ(Γ0) est résoluble, inclus dans le groupe des matrices triangulaires supé-
rieures, alors ρ est admissible et seulement si sa projection sur le groupe des
matrices diagonales l’est.

Dans le cas où Γ0 est cocompact dans SL2(R), nous retrouvons ainsi des résultats
de Salein [Sa1]. Notre démonstration a l’avantage de ne pas utiliser la complétude
des variétés anti-de Sitter, et s’applique aux groupes de Lie linéaires semi-simples
réels G de rang réel un.

Citons trois conséquences des théorèmes 0.2.13 et 0.2.15. La première concerne
en particulier le spectre des longueurs des groupes fondamentaux des variétés anti-
de Sitter compactes de dimension 3. On note ici λ : SL2(R) → R+ la longueur de
translation pour l’action de SL2(R) sur H2 ; pour tout g ∈ SL2(R), le réel λ(g) est la
valeur absolue du logarithme du quotient des deux valeurs propres de g.

Corollaire 0.2.17 (chapitre 5). Soit Γ0 un sous-groupe convexe cocompact sans
torsion de G = SL2(R). Un morphisme de groupes ρ : Γ0 → G est admissible si et
seulement s’il existe une constante C < 1 telle que λ(ρ(γ)) ≤ Cλ(γ) pour tout γ ∈ Γ0.
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Le corollaire 0.2.17 est une conséquence du théorème 0.2.13 et du fait que pour
tout sous-groupe convexe cocompact sans torsion Γ0 de G = SL2(R) et tout mor-
phisme de groupes ρ : Γ0 → G, la borne supérieure des quotients λ(ρ(γ))/λ(γ),
où γ ∈ Γ0 r {1}, est égale à la borne inférieure des réels C ≥ 0 tels que l’ensemble
{µ(ρ(γ))− Cµ(γ), γ ∈ Γ0} ⊂ R soit majoré (proposition 5.6.1).

En utilisant ce lien entre λ et µ, on voit par ailleurs que le théorème 0.2.15
implique le résultat suivant.

Corollaire 0.2.18 (chapitre 5). Soient Γ0 un sous-groupe convexe cocompact sans
torsion de G = SL2(R) et ρ : Γ0 → G un morphisme de groupes tel que ρ(Γ0) soit
Zariski-dense dans G, ou borné, ou encore virtuellement abélien mais non virtuel-
lement unipotent. Si la borne inférieure des constantes de Lipschitz d’applications
lipschitziennes ρ-équivariantes de H2

Γ0
dans H2 est ≥ 1, elle est égale à la borne

supérieure des quotients λ(ρ(γ))/λ(γ), où γ ∈ Γ0 \ {1}.

Pour Γ0 cocompact dans SL2(R), le corollaire 0.2.18 généralise un résultat de
Thurston [Thu], qui stipule l’équivalence entre deux définitions d’une même distance
asymétrique sur l’espace de Teichmüller de la surface Γ0\H2 (cf. paragraphe 5.6.2).
Plus précisément, le résultat de Thurston correspond au corollaire 0.2.18 dans le cas
particulier où Γ0 est cocompact et ρ injectif d’image discrète.

Enfin, voici une dernière conséquence du théorème 0.2.13.

Corollaire 0.2.19 (chapitre 5). Soient Γ0 un sous-groupe convexe cocompact sans
torsion de G = SL2(R) et ρ : Γ0 → G un morphisme admissible. Il existe des
voisinages V ⊂ Hom(Γ0, G) de l’inclusion naturelle et W ⊂ Hom(Γ0, G) de ρ tels
que pour tout (σ, τ) ∈ V ×W,

– le morphisme σ soit injectif,
– le groupe σ(Γ0) soit discret dans G, et cocompact si Γ0 l’est,
– le morphisme τ ◦ σ−1 : σ(Γ0)→ G soit admissible.

En particulier, pour tout sous-groupe convexe cocompact Γ0 de SL2(R), l’en-
semble des morphismes admissibles est ouvert dans Hom(Γ0, SL2(R)).

Dans le cas où Γ0 est cocompact dans SL2(R), nous obtenons ainsi une nouvelle
démonstration du fait suivant, déjà mentionné au paragraphe 0.1.3 et analogue au
corollaire 0.2.9.

Corollaire 0.2.20 (chapitre 5). Posons G = SL2(R) et soit Γ un sous-groupe discret
sans torsion de G × G agissant proprement et cocompactement sur (G × G)/∆G. Il
existe un voisinage U ⊂ Hom(Γ, G×G) de l’inclusion naturelle formé de morphismes
injectifs et tel que pour tout ϕ ∈ U , le groupe ϕ(Γ) soit discret dans G×G et agisse
proprement et cocompactement sur (G×G)/∆G.

Notre démonstration s’appuie sur un résultat démontré au chapitre 6 (proposi-
tion 6.5.1). Elle a l’avantage de ne pas utiliser la complétude des variétés anti-de
Sitter, ce qui nourrit l’espoir de l’adapter un jour à d’autres situations où l’on ne
dispose pas de résultat de complétude.
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0.2.5 Déformation d’actions propres dans un cadre général

Dans le chapitre 6 nous nous plaçons dans un cadre plus général et démontrons
le résultat suivant.

Théorème 0.2.21 (chapitre 6). Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique réductif G et H (resp. L) l’ensemble des k-points d’un sous-
groupe fermé réductif H (resp. L) de G. Supposons que rangk(L) = 1 et que L agit
proprement sur G/H. Soit Γ un sous-groupe discret de type fini sans torsion de L ;
si k = R ou C, supposons Γ convexe cocompact. Alors il existe un voisinage U ⊂
Hom(Γ, G) de l’inclusion naturelle formé de morphismes injectifs et tel que pour
tout ϕ ∈ U , le groupe ϕ(Γ) soit discret dans G et agisse proprement sur G/H.

Rappelons que pour k = R ou C un sous-groupe discret Γ de L est dit convexe
cocompact s’il agit cocompactement sur l’enveloppe convexe de son ensemble limite
dans l’espace symétrique de L, cette enveloppe convexe étant supposée non vide.
C’est le cas si Γ est un réseau cocompact de L. Sous ces hypothèses, le fait que ϕ(Γ)
reste discret dans G pour tout ϕ ∈ Hom(Γ, G) suffisamment proche de l’inclusion
naturelle est un résultat général de Guichard ([Gui], th. 2).

Dans le cas réel, l’argument de dimension cohomologique du paragraphe 0.2.2
montre que si le quotient Γ\G/H est compact, le quotient ϕ(Γ)\G/H l’est aussi
pour tout ϕ ∈ U . On obtient en particulier le résultat suivant.

Théorème 0.2.22 (chapitre 6). Soient G un groupe de Lie réel linéaire réductif, H
et L deux sous-groupes fermés réductifs de G. Supposons que rangR(L) = 1 et que
L agit proprement et cocompactement sur G/H. Pour tout réseau cocompact sans
torsion Γ de L, il existe un voisinage U ⊂ Hom(Γ, G) de l’inclusion naturelle formé
de morphismes injectifs et tel que pour tout ϕ ∈ U , le groupe ϕ(Γ) soit discret dans G
et agisse proprement et cocompactement sur G/H.

La situation des théorèmes 0.2.21 et 0.2.22 est naturelle. En effet, dans tous les
exemples connus, lorsque G est un groupe de Lie réel réductif, H un sous-groupe
fermé réductif de G, et lorsque l’espace homogène G/H admet un quotient com-
pact, il existe un sous-groupe fermé réductif L de G qui agit proprement et cocom-
pactement sur G/H. Tout réseau cocompact sans torsion Γ de L fournit alors un
quotient compact de G/H ; nous qualifierons ce type de quotients compacts de stan-
dard. Par exemple, on a vu au paragraphe 0.1.3 que le groupe U(m, 1) se plonge
dans O(2m, 2) et agit proprement et cocompactement sur l’espace anti-de Sitter
H2m,1 = O(2m, 2)/O(2m, 1) ; il en est de même de Sp(m, 1) et O(4m, 4)/O(4m, 3)
d’une part, de Spin(8, 1) et O(8, 8)/O(8, 7) d’autre part.

Kobayashi et Yoshino [KY] ont conjecturé que pour tout groupe de Lie réel réduc-
tif G et tout sous-groupe fermé réductif H, l’existence de quotients compacts de G/H
implique l’existence de quotients compacts standard. Notons toutefois qu’il peut exis-
ter des quotients compacts non standard ; nous avons rencontré cette situation pour
les variétés anti-de Sitter de dimension 3 (cf. paragraphes 0.1.3 et 0.2.4).

Partant d’une situation “standard”, quand un sous-groupe fermé réductif L de G
agit proprement et cocompactement sur G/H, il est naturel de chercher à déformer
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dans G les réseaux cocompacts sans torsion de L et à démontrer que l’action reste
libre et propre. En pratique on se ramène au cas où L est de rang réel un, car pour
L semi-simple de rang supérieur, sans facteur compact, et Γ irréductible dans L, le
théorème de super-rigidité de Margulis [Ma3] implique la rigidité locale de Γ dans G,
du moins en caractéristique nulle.

Jusqu’ici, le seul résultat connu dans la direction du théorème 0.2.22 était un
résultat de Kobayashi [Ko5] traitant des déformations de la forme γ 7→ γψ(γ), où
ψ est un morphisme de groupes à valeurs dans le centralisateur de L dans G. Le
principal exemple auquel s’applique le résultat de Kobayashi est celui des espaces
homogènes de la forme (G × G)/∆G où G est un groupe réel réductif : on obtient
l’existence, pour tout réseau cocompact Γ de G, d’un voisinage U ⊂ Hom(Γ, G) du
morphisme constant tel que pour tout ϕ ∈ U le groupe {(γ, ϕ(γ)), γ ∈ Γ} soit discret
dans G, sans torsion, et agisse proprement et cocompactement sur (G×G)/∆G. Pour
G = SL2(R) c’est un cas particulier du théorème 0.2.20, pour G = SL2(C) cela avait
déjà été démontré par Ghys (cf. paragraphe 0.1.4).

Le théorème 0.2.22 améliore le résultat de Kobayashi en traitant toutes les défor-
mations dans G des réseaux cocompacts sans torsion Γ de L, sans restriction. Quant
au théorème 0.2.21, il généralise au cas des corps locaux la conservation de la pro-
preté par déformation, en assouplissant l’hypothèse que Γ est un réseau cocompact
sans torsion de L.

Voici, d’après [KY], une liste de triplets (G,H,L) auxquels le théorème 0.2.22
s’applique :

1. (SO(2n, 2),U(n, 1), SO(2n, 1)) pour n ≥ 1,
2. (SO(2n, 2), SO(2n, 1),U(n, 1)) pour n ≥ 1,
3. (U(2n, 2), Sp(n, 1),U(2n, 1)) pour n ≥ 1,
4. (SO(8, 8), SO(8, 7), Spin(8, 1)),
5. (SO(8,C), SO(7,C), Spin(7, 1)),
6. (SO∗(8),U(1, 3), Spin(6, 1)),
7. (SO∗(8), Spin(6, 1),U(1, 3)),
8. (SO∗(8), SO∗(2)× SO∗(6), Spin(6, 1)),
9. (SO(4, 4), Spin(4, 3), SO(4, 1)),
10. (SO(4, 3),G2(2), SO(4, 1)).

Notons que dans l’exemple de (G,H,L) = (SO(2n, 2), SO(2n, 1),U(n, 1)), il existe
des déformations non triviales de réseaux cocompacts Γ de L dans G, mais elles ne
permettent pas d’obtenir de quotient compact non standard car elles sont toutes de
la forme γ 7→ γψ(γ), où ψ : Γ→ SO(2, 2n) est un morphisme à valeurs dans le centre
de U(n, 1) (cf. paragraphe 6.1.1).

Cependant, Johnson et Millson [JM] ont prouvé l’existence de déformations Zariski-
denses de certains réseaux arithmétiques cocompacts de SO(2n, 1) dans SO(2n, 2),
par un procédé de bending. Nous en déduisons le résultat suivant sur les quotients
compacts de SO(2n, 2)/U(n, 1), qui est d’après [KY] un espace symétrique pseudo-
riemanien de signature (n2 − 1, 2n).
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Corollaire 0.2.23 (chapitre 6). Pour tout n ≥ 1, il existe des sous-groupes discrets Γ
de SO(2n, 2) agissant librement, proprement et cocompactement sur SO(2n, 2)/U(n, 1)
et qui sont Zariski-denses dans SO(2n, 2).

Jusqu’à présent, l’existence de quotients compacts d’espaces homogènes réductifs
par des sous-groupes Zariski-denses n’était connue que pour les espaces homogènes
de la forme (G×G)/∆G où G est un groupe réel réductif.

Pour démontrer les théorèmes 0.2.21 et 0.2.22 nous établissons le résultat suivant.

Théorème 0.2.24 (chapitre 6). Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique réductif connexe G et L l’ensemble des k-points d’un sous-
groupe fermé réductif de G de k-rang un. Fixons une projection de Cartan µ : G→ E+

et une norme ‖ · ‖ sur E. Soit Γ un sous-groupe discret de type fini de L ; si
k = R ou C, supposons Γ convexe cocompact. Pour tout ε > 0, il existe un voisi-
nage Uε ⊂ Hom(Γ, G) de l’inclusion naturelle tel que pour tout ϕ ∈ Uε et tout γ ∈ Γ
on ait ∥∥µ(ϕ(γ))− µ(γ)

∥∥ ≤ ε‖µ(γ)‖.

Le théorème 0.2.21 est une conséquence du théorème 0.2.24 et du critère de pro-
preté de Benoist [Be1] cité plus haut. Quant au théorème 0.2.24, pour le démontrer
nous considérons certaines représentations Vα de G, où α parcourt une base de ra-
cines restreintes, et étudions la dynamique proximale de G agissant sur les espaces
projectifs P(Vα) (cf. paragraphe 6.1.4).

Le théorème 0.2.24 permet de construire de nouveaux exemples de groupes libres
agissant librement et proprement, mais pas cocompactement, sur (G×G)/∆G.

Exemple 0.2.25. Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique semi-simple connexe de k-rang un et γ1, . . . , γr ∈ G engendrant un groupe
de Schottky Γ0 qui n’est pas un réseau de G. Il existe une constante R > 0 telle
que pour tout morphisme de groupes ρ : Γ0 → G vérifiant µ(ρ(γi)) ≤ R pour tout
1 ≤ i ≤ r, le groupe

Γρ0 = {(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0}

agisse librement et proprement sur (G×G)/∆G, mais pas cocompactement.

On peut construire de tels exemples où ρ(Γ0) est lui aussi un groupe de Schottky.

Les résultats du chapitre 2 font l’objet de l’article [Ka1], ceux des chapitres 3 et 4
de l’article [Ka2].

23



24



Chapitre 1

Préliminaires : décompositions de
Cartan

Dans cette thèse, k désigne un corps local, c’est-à-dire R, C, une extension finie
de Qp ou le corps Fq((t)) des séries de Laurent formelles à coefficients dans un corps
fini Fq. Si k = R ou C, on note | · | la valeur absolue usuelle de k. Si k est ultra-
métrique, on note O son anneau des entiers, q le cardinal du corps résiduel, ω une
valuation (additive) sur k valant 1 sur les uniformisantes et | · | = q−ω(·) la valeur
absolue (multiplicative) correspondante.

Un groupe algébrique est toujours noté par une lettre majuscule grasse (par
exemple G) et l’ensemble de ses k-points par la même lettre majuscule non grasse
(par exemple G).

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques faits bien connus sur les groupes ré-
ductifs sur k et leurs décompositions de Cartan.

1.1 Racines restreintes et chambres de Weyl

Soit G un groupe algébrique réductif connexe sur k. Le groupe dérivé D(G) est
semi-simple, la composante neutre Z(G)◦ du centre Z(G) est un tore, trivial si G
est semi-simple, et G est le quasi-produit de D(G) et de Z(G)◦ ([BoT], prop. 2.2).
Rappelons que les k-tores k-déployés maximaux de G sont tous conjugués sur k
([BoT], th. 4.21). Fixons un tel tore A et notons N (resp. Z) son normalisateur
(resp. son centralisateur) dans G. Les groupes X(A) des k-caractères de A et Y (A)
des k-cocaractères de A sont des Z-modules libres dont le rang rG est par définition
le k-rang de G, noté rangk(G). On a un accouplement parfait

〈·, ·〉 : X(A)× Y (A) −→ Z

donné par 〈χ, ψ〉 = χ ◦ ψ ∈ Hom(Gm,Gm) ' Z, qui induit une forme bilinéaire non
dégénérée 〈·, ·〉 : (X(A)⊗Z R)× (Y (A)⊗Z R)→ R.

Le tore A est le quasi-produit de ses sous-tores (A ∩ D(G))◦ et (A ∩ Z(G))◦

([BoT], prop. 4.27). Par conséquent, les espaces vectoriels X((A ∩D(G))◦)⊗Z R et
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X((A ∩ Z(G))◦) ⊗Z R s’identifient à des sous-espaces vectoriels de X(A) ⊗Z R,
dont X(A) ⊗Z R est la somme directe. En particulier, on a rG = rD + rZ , où
rD = rangk(D(G)) et rZ = rangk(Z(G)).

L’ensemble Φ = Φ(A,G) des racines restreintes de A dans G, c’est-à-dire des
poids non triviaux de A dans la représentation adjointe de G, est un système de
racines de X((A ∩ D(G))◦) ⊗Z R ([BoT], cor. 5.8). Pour tout α ∈ Φ, notons α̌ la
coracine associée à α, définie par 〈α, α̌〉 = 2 et sα(Φ) = Φ, où sα désigne l’application
de X(A) ⊗Z R dans lui-même qui à x associe x − 〈x, α̌〉α. Le groupe W = N/Z
est fini et s’identifie au groupe de Weyl du système de racines Φ, engendré par les
réflexions sα, où α ∈ Φ ([BoT], § 5.1 et th. 5.3).

De même, l’espace vectoriel E = Y (A) ⊗Z R est la somme directe de ses sous-
espaces vectoriels ED = Y ((A ∩ D(G))◦) ⊗Z R et EZ = Y ((A ∩ Z(G))◦) ⊗Z R.
L’ensemble Φ̌ = {α̌, α ∈ Φ} des coracines restreintes de A dans G est un système de
racines de ED. Pour tout α ∈ Φ, notons sα̌ l’application de E dans lui-même qui à y
associe y − 〈α, y〉 α̌. Le groupe W agit trivialement sur EZ et s’identifie au groupe
de Weyl du système de racines Φ̌, engendré par les réflexions sα̌, où α̌ ∈ Φ̌. Nous
renvoyons à [BoT] et à [Se1], ch. 5, pour des démonstrations et plus de détails.

Si k est ultramétrique, posons A◦ = A ; si k = R ou C, posons

A◦ =
{
a ∈ A , χ(a) ∈ ]0,+∞[ ∀χ ∈ X(A)

}
.

Choisissons une base ∆ de Φ et notons

A+ =
{
a ∈ A◦ , |α(a)| ≥ 1 ∀α ∈ ∆

}(
resp. E+ =

{
y ∈ E , 〈α, y〉 ≥ 0 ∀α ∈ ∆

})
la chambre de Weyl fermée positive associée à ∆ dans A◦ (resp. dans E) ; l’en-
semble E+ est un cône convexe fermé de l’espace vectoriel E.

Si k = R ou C, et si l’on note a l’algèbre de Lie de A, alors l’application qui
à un cocaractère ψ ∈ Y (A) associe l’élément logψ(e) ∈ a induit un isomorphisme
d’espaces vectoriels entre E et a, qui identifie E+ à logA+ ⊂ a. On munit E d’une
norme euclidienne ‖ · ‖ invariante par W dont la restriction à ED est induite par la
forme de Killing de l’algèbre de Lie de G. Si k est ultramétrique, on munit E de
n’importe quelle norme euclidienne ‖ · ‖ invariante par W .

Pour tout α ∈ ∆, la réflexion sα̌ est orthogonale pour ‖ · ‖ ; en particulier, comme
EZ est inclus dans le noyau de sα̌, il est orthogonal à la droite Rα̌. On en déduit que
EZ est orthogonal à ED.

1.2 Immeubles de Bruhat-Tits

Dans ce paragraphe nous supposons k ultramétrique. Nous rappelons brièvement
la construction de l’immeuble de Bruhat-Tits de G, qui est un espace métrique sur
lequel G agit proprement par isométries avec un domaine fondamental compact. Nous
renvoyons le lecteur aux articles originaux [BT1] et [BT2], ainsi qu’à [Rou].
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Notons Res le morphisme de restriction de X(Z) à X(A), où X(Z) désigne le
groupe des k-caractères de Z. Il existe un unique morphisme de groupes ν : Z → E
tel que

〈Res(χ), ν(z)〉 = −ω(χ(z))

pour tout χ ∈ X(Z) et tout z ∈ Z. L’ensemble ν(Z) est un réseau dans E, et ν(A) est
un sous-réseau d’indice fini de ν(Z). L’action de Z sur E par translation selon ν(Z)
se prolonge en une action de N sur E par isométries affines ; un tel prolongement est
unique à translation près.

Pour toute racine α ∈ Φ, notons Uα le sous-groupe unipotent de G associé à α :
c’est l’unique sous-groupe fermé unipotent normalisé par Z d’algèbre de Lie uα =
gα ⊕ g2α, où

giα =
{
X ∈ g, Ad(a)(X) = α(a)iX ∀a ∈ A

}
pour i ∈ {1, 2} et où g désigne l’algèbre de Lie de G ([Bo2], prop. 21.9). Pour
tout u ∈ Uαr{1}, l’ensemble N ∩U−α uU−α possède un unique élément ; cet élément
agit sur E par réflexion orthogonale par rapport à un hyperplan affine Hu défini par
une équation de la forme 〈α, x〉+ψα(u) = 0, où ψα(u) ∈ R. Pour tout x ∈ E, posons

Uα,x =
{
u ∈ Uα, u = 1 ou 〈α, x〉+ ψα(u) ≥ 0

}
;

d’après [BT2] c’est un sous-groupe de Uα. Posons Nx = {n ∈ N, n · x = x} et no-
tons Kx le sous-groupe de G engendré par Nx et par les sous-groupes Uα,x, où α ∈ Φ.
Le groupe Kx est un sous-groupe compact ouvert maximal de G.

Avec ces notations, l’immeuble de Bruhat-Tits X de G est l’ensemble des classes
d’équivalence de G× E pour la relation

(g, x) ∼ (g′, x′) ⇐⇒ ∃n ∈ N tel que x′ = n · x et g−1g′n ∈ Kx.

On munit X de la topologie quotient induite par la topologie discrète de G et celle
d’espace vectoriel réel de E. Par construction, E se plonge dans X ; on l’identifie à
son image. Le groupe G agit sur X par

g′ · (g, x) = (g′g , x),

où (g, x) désigne l’image de (g, x) ∈ G×E dans X. Cette action est propre, avec un
domaine fondamental compact. Par construction, le stabilisateur d’un point x ∈ E
est Kx. Les appartements de X sont les ensembles de la forme g · E, où g ∈ G ;
les murs de X sont les ensembles de la forme g · Hu, où g ∈ G et u ∈ Uα pour un
certain α ∈ Φ. Une chambre de X (ou alcôve) est une composante connexe de X
privé de ses murs. L’espace X possède la propriété suivante : pour tout couple (x, x′)
de points de X, il existe un appartement contenant à la fois x et x′, et la distance
euclidienne entre x et x′ est la même dans tout appartement. On peut donc munir X
de la distance d dont la restriction à tout appartement est la distance euclidienne.
Le groupe G agit sur X par isométries pour cette distance.

Lorsque rangk(G) = 1, l’immeuble de Bruhat-Tits X de G est un arbre simplicial
biparti appelé arbre de Bruhat-Tits de G. Il est de valence ≥ 3 si G est de k-rang
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semi-simple un ; sinon c’est une droite. Toutes les arêtes de X ont la même longueur
pour la distance d. Les chambres sont les sommets et les appartements les droites
géodésiques de X. Nous renvoyons à [Se3], § II.1, pour plus de détails sur l’arbre de
Bruhat-Tits de G = SL2(k), par exemple.

1.3 Décompositions et projections de Cartan

1.3.1 Cas réel

Lorsque k = R ou C, il existe un sous-groupe compact maximal K de G tel
qu’on ait la décomposition de Cartan G = KA+K : tout élément g ∈ G s’écrit
g = k1ak2, où k1, k2 ∈ K et a ∈ A+, et l’élément a ∈ A+ est déterminé de manière
unique ([Hel], ch. 9, th. 1.1). En posant µ(g) = log a on définit une application
µ : G→ E+ ' logA+ qui est continue, propre et surjective. On l’appelle la projection
de Cartan associée à la décomposition de Cartan G = KA+K.

Par exemple, pour G = SLn(R) (resp. pour G = SLn(C)), on peut prendre
K = SO(n) (resp. K = SU(n)) et

A+ =
{

diag(a1, . . . , an) ∈ G, ai ∈ ]0,+∞[ ∀i et a1 ≥ . . . ≥ an
}
.

La décomposition de Cartan G = KA+K résulte dans ce cas de la décomposition
polaire de SLn(R) (resp. de SLn(C)) et de la théorie de la réduction des matrices
symétriques (resp. hermitiennes). La projection de Cartan associée est l’application µ,
à valeurs dans

E+ =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn,

n∑
i=1

xi = 0 et x1 ≥ . . . ≥ xn

}
,

qui à g ∈ G associe les demi-logarithmes des valeurs propres de tgg, comptées avec
multiplicité et classées par ordre décroissant.

1.3.2 Cas ultramétrique

Supposons à présent k ultramétrique. Notons x0 le sommet du cône fermé E+,
défini par 〈α, x0〉 = 0 pour tout α ∈ ∆, et posons K = Kx0 . Notons Z+ ⊂ Z l’image
réciproque de E+ par ν. D’après [BT1], le groupeG agit transitivement sur l’ensemble
des couples (A, C), où A est un appartement de X et C une chambre de X contenue
dans A. Ceci se traduit en termes algébriques par l’existence d’une décomposition de
Cartan G = KZ+K : pour tout g ∈ G il existe des éléments k1, k2 ∈ K et z ∈ Z+

tels que g = k1zk2, et ν(z) est déterminé de manière unique. En posant µ(g) = ν(z)
on définit une application µ : G → E+ qui est continue et propre ; son image µ(G)
est l’intersection de E+ avec un réseau de E. L’application µ s’appelle la projection
de Cartan associée à la décomposition de Cartan G = KZ+K. Contrairement au cas
des groupes réels, on n’a pas de décomposition de la forme G = KA+K en général,
sauf par exemple lorsque G est déployé sur k.
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Pour G = SLn sur k, on peut prendre K = SLn(O) et

A+ =
{

diag(a1, . . . , an) ∈ G, |a1| ≥ . . . ≥ |an|
}
.

La décomposition de Cartan G = KA+K est dans ce cas équivalente au théorème
de la base adaptée pour les sous-O-modules libres de rang n de On. La projection
de Cartan associée est l’application µ, à valeurs dans

E+ =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn,

n∑
i=1

xi = 0 et x1 ≥ . . . ≥ xn

}
,

définie de la manière suivante. Soit π une uniformisante de k. Pour tout g ∈ G il
existe un entierm ∈ N tel que πmg ∈ Mn(O) ; l’élément µ(g) ∈ E+ est égal au n-uplet
formé des valuations des facteurs invariants de πmg auxquelles on a retranché m.

1.4 Interprétation géométrique

Rappelons une interprétation géométrique de la projection de Cartan µ en termes
de distances sur l’espace riemannien symétrique ou l’immeuble de Bruhat-Tits de G.

1.4.1 Cas réel

Supposons k = R ou C. Notons g l’algèbre de Lie de G et soit g = k + p la
décomposition de Cartan de g associée à la décomposition de Cartan G = KA+K.
Si z(g) (resp. d(g)) désigne l’algèbre de Lie du centre (resp. du groupe dérivé) de G,
alors l’espace vectoriel p admet la décomposition en somme directe p = z(g)+p∩d(g).
La forme de Killing κ de g est définie positive sur p∩ d(g), nulle sur z(g), et p∩ d(g)
et z(g) sont orthogonaux pour κ. Soit ‖ · ‖ une norme euclidienne sur p dont la
restriction à p∩d(g) coïncide avec κ et pour laquelle p∩d(g) et z(g) sont orthogonaux.
Notons π la surjection canonique de G sur X = G/K, et posons x0 = π(1) ∈ X.
L’application dπ1 réalise un isomorphisme entre p et l’espace tangent à X en x0 ;
par conséquent ‖ · ‖ induit une métrique riemannienne G-invariante sur X. Notons d
la distance correspondante sur X. Le résultat suivant est probablement bien connu ;
nous en donnons une démonstration pour la commodité du lecteur.

Lemme 1.4.1 (k = R ou C). L’application ρ : X → E+ qui à x = g · x0 ∈ X
associe µ(g) est 1-lipschitzienne, i.e. pour tous x, x′ ∈ X on a

‖ρ(x)− ρ(x′)‖ ≤ d(x, x′).

De plus, la restriction de ρ à A+ · x0 est une isométrie.

Démonstration. On identifie E+ à logA+ ⊂ a. Notons Exp : p→ X l’exponentielle
de X, qui à Y ∈ p associe γY (1), où γY désigne l’unique géodésique de X telle
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que γY (0) = x0 et γ′Y (0) = dπ1(Y ). Pour tout x ∈ X, il existe k ∈ K tel que
x = k exp(ρ(x)) · x0 ; d’après [Hel], ch. 4, th. 3.3, on a

x = Exp
(
(Ad k)(ρ(x))

)
. (1.4.1)

Fixons deux points x, x′ ∈ X et soit γ = (yt)t∈[0,1] le segment géodésique de y0 = x
à y1 = x′. D’après [Hel], p. 295, et (1.4.1), l’application t 7→ ρ(yt) est C∞ et il existe
une application C∞ t 7→ kt de [0, 1] dans K telle que yt = Exp((Ad kt)(ρ(yt))) pour
tout t ∈ [0, 1]. Comme la variété riemannienne X est de courbure sectionnelle néga-
tive ([Hel], ch. 5, th. 3.1), la longueur de γ dans X est supérieure à celle de Exp−1(γ)
dans p ([Hel], ch. 1, th. 13.1). Autrement dit, on a

d(x, x′) ≥
∫ 1

0

∥∥∥∥d
(
(Ad kt)(ρ(yt))

)
dt

(t′)

∥∥∥∥ dt′. (1.4.2)

Or, pour tout t′ ∈ [0, 1] on a

d
(
(Ad kt)(ρ(yt))

)
dt

(t′) = (Ad kt′)
(d(ρ(yt))

dt
(t′)
)

+
(d(Ad kt)

dt
(t′)
)(
ρ(yt′)

)
,

où

(Ad kt′)
(d(ρ(yt))

dt
(t′)
)
∈ (Ad kt′)(a)

et (d(Ad kt)

dt
(t′)
)(
ρ(yt′)

)
= (Ad kt′)

(
ad
(d(k−1

t′ kt′+t)

dt
(0)
)(
ρ(yt′)

))
∈ (Ad kt′)

(
[k, a]

)
.

De plus, les sous-espaces vectoriels a et [k, a] de p sont orthogonaux pour ‖ · ‖. En
effet, comme p est la somme directe orthogonale de z(g) et p∩d(g), il suffit de voir que
a∩ d(g) est orthogonal à [k, a], ce qui résulte du fait que la décomposition de d(g) en
sous-espaces propres sous l’action adjointe de a∩ d(g) est orthogonale pour κ ([Hel],
ch. 3, th. 4.2). Or, la norme ‖ · ‖ est invariante par AdG, car κ l’est ([Hel], p. 131) et
l’action adjointe de G sur g préserve globalement p∩d(g) et est triviale sur z(g). Par
conséquent, les sous-espaces (Ad kt′)(a) et (Ad kt′)([k, a]) sont orthogonaux pour ‖ · ‖
et l’on a ∥∥∥∥d

(
(Ad kt)(ρ(yt))

)
dt

(t′)

∥∥∥∥ ≥ ∥∥∥(Ad kt′)
(d(ρ(yt))

dt
(t′)
)∥∥∥ (1.4.3)

=
∥∥∥d(ρ(yt))

dt
(t′)
∥∥∥.

Ainsi, on a

d(x, x′) ≥
∫ 1

0

∥∥∥d(ρ(yt))

dt
(t′)
∥∥∥ dt′ = ‖ρ(x)− ρ(x′)‖.
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Si x, x′ ∈ A+ · x0, alors kt = 1 pour tout t ∈ [0, 1], et l’inégalité (1.4.3) est une
égalité. De plus, dans ce cas l’inégalité (1.4.2) est elle aussi une égalité puisque la
sous-variété totalement géodésique A ·x0 = Exp(a) est de courbure sectionnelle nulle
([Hel], ch. 5, § 3, rem. 2). On en déduit d(x, x′) = ‖ρ(x)− ρ(x′)‖.

Comme K fixe x0 et comme G agit sur X par isométries, le lemme 1.4.1 implique
que pour tout a ∈ A+ et tout g ∈ KaK on a

d(x0, g · x0) = d(x0, a · x0) = ‖ρ(x0)− ρ(a · x0)‖ = ‖µ(g)‖. (1.4.4)

1.4.2 Cas ultramétrique

Supposons à présent k ultramétrique, et notons X l’immeuble de Bruhat-Tits
de G, muni de la distance d définie dans la partie 1.2. Rappelons que K = Kx0 est le
stabilisateur dans G du point x0 ∈ E défini par 〈α, x0〉 = 0 pour tout α ∈ ∆. Comme
G agit sur X par isométries et comme E se plonge isométriquement dans X, pour
tout z ∈ Z+ et tout g ∈ KzK on a

d(x0, g · x0) = d(x0, z · x0) = d(x0, µ(g)) = ‖µ(g)‖, (1.4.5)

où ‖ · ‖ est la norme euclidienne de E. Le lemme 1.4.1 est également valable dans ce
cadre.

Lemme 1.4.2 (k ultramétrique). L’application ρ : X → E+ qui à x = g · x0 ∈ X
associe µ(g) est 1-lipschitzienne, i.e. pour tous x, x′ ∈ X on a

‖ρ(x)− ρ(x′)‖ ≤ d(x, x′).

Démonstration. Soit C l’unique chambre de E+ contenant x0. Commençons par
rappeler la construction de la rétraction ρE,C : X → E définie dans [BT1], § 2.3.
Pour tout x ∈ X, il existe un appartement A contenant à la fois x et C ([BT1],
prop. 2.3.1), et il existe un élément k ∈ K fixant C (point par point) et envoyant A
sur E ([BT1], prop. 2.3.2). Le point k ·x ∈ E ne dépend pas des choix de A et k. En
posant ρE,C(x) = k·x on définit une application ρE,C : X → E qui est 1-lipschitzienne,
i.e. telle que pour tous x, x′ ∈ X on ait

‖ρE,C(x)− ρE,C(x′)‖ ≤ d(x, x′)

([BT1], prop. 2.5.3). Montrons que pour tous x, x′ ∈ X on a

‖ρ(x)− ρ(x′)‖ ≤ ‖ρE,C(x)− ρE,C(x′)‖. (1.4.6)

Il résulte des définitions de ρ et ρE,C que ρE,C(x) ∈ W ·ρ(x) pour tout x ∈ X. Comme
la norme ‖ · ‖ est invariante par W , il suffit de montrer que

‖y − y′‖ ≤ ‖y − w · y′‖ (1.4.7)

pour tous y, y′ ∈ E+ et tout w ∈ W . Rappelons queW est engendré par l’ensemble S
des réflexions orthogonales sα par rapport aux hyperplans de E d’équation 〈α, ·〉 = 0,
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où α ∈ ∆. Écrivons w = sm . . . s1, où sj ∈ S pour tout j. On raisonne par récurrence
sur m. Si (sm . . . s1) · y′ appartient à l’hyperplan H fixé par sm, alors (sm . . . s1) · y′ =
(sm−1 . . . s1) · y′ et l’hypothèse de récurrence permet de conclure. Supposons donc
(sm . . . s1)·y′ /∈ H. Si (sm . . . s1)·y′ ∈ E+, alors sm . . . s1 ·y′ = y′ et (1.4.7) est évident.
Sinon les points y et (sm . . . s1) · y′ appartiennent à deux composantes connexes
distinctes de E \H. Soit y′′ le point d’intersection de H avec le segment d’extrémités
y et (sm . . . s1) · y′. Comme sm est une réflexion orthogonale, on a

‖y − (sm . . . s1) · y′‖ = ‖y − y′′‖+ ‖y′′ − (sm . . . s1) · y′‖
= ‖y − y′′‖+ ‖y′′ − (sm−1 . . . s1) · y′‖
≥ ‖y − (sm−1 . . . s1) · y′‖.

Par hypothèse de récurrence, on a ‖y− (sm . . . s1) ·y′‖ ≥ ‖y−y′‖. Ceci prouve (1.4.6)
et achève la démonstration du lemme 1.4.2.

1.4.3 Égalité et inégalités

Si k = R ou C, notons X l’espace symétrique G/K, muni de la distance d définie
au paragraphe 1.4.1, et x0 l’image de K dans X. Si k est ultramétrique, notons X
l’immeuble de Bruhat-Tits de G, muni de la distance d définie dans la partie 1.2, et
x0 l’image dans X du sommet du cône E+ défini au paragraphe 1.3.2. Nous avons
vu que pour tout g ∈ G on a

‖µ(g)‖ = d(x0, g · x0).

En particulier, comme G agit sur X par isométries on a

‖µ(g−1)‖ = ‖µ(g)‖ (1.4.8)

et
‖µ(gg′)‖ ≤ ‖µ(g)‖+ ‖µ(g′)‖ (1.4.9)

pour tous g, g′ ∈ G. Le lemme suivant raffine l’inégalité (1.4.9) ; il nous sera utile
pour démontrer les théorèmes 2.1.1 et 6.1.4.

Lemme 1.4.3. Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique semi-simple connexe et µ : G → E+ une projection de Cartan. Pour
tous g, g′ ∈ G on a les deux inégalités suivantes :

‖µ(gg′)− µ(g)‖ ≤ ‖µ(g′)‖, (1.4.10)
‖µ(gg′)− µ(g′)‖ ≤ ‖µ(g)‖. (1.4.11)

Démonstration. Comme G agit sur X par isométries, l’inégalité (1.4.10) résulte
immédiatement des lemmes 1.4.1 et 1.4.2, en utilisant les formules (1.4.4) et (1.4.5).
Montrons que (1.4.10) implique (1.4.11). Si w ∈ W désigne l’élément “le plus long”
de W , défini par w · z−1 ∈ Z+ pour tout z ∈ Z+, on a µ(g−1) = w · (−µ(g)) pour
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tout g ∈ G. Comme la norme ‖·‖ de E est invariante parW , l’involution d’opposition
ι : µ(G) → µ(G), qui à µ(g) associe µ(g−1) pour tout g ∈ G, est une isométrie. En
utilisant (1.4.10) on en déduit

‖µ(gg′)− µ(g′)‖ = ‖µ(g′
−1
g−1)− µ(g′

−1
)‖ ≤ ‖µ(g−1)‖ = ‖µ(g)‖.

On en déduit qu’à une constante additive près, l’application µ ne dépend pas du
choix de A.

Remarque 1.4.4. Si µ′ : G→ E ′+ est une autre projection de Cartan de G, il existe
un isomorphisme d’espaces vectoriels i : E ′ → E vérifiant i(E ′+) = E+, ainsi qu’une
constante C > 0, tels que

‖i ◦ µ′(g)− µ(g)‖ ≤ C

pour tout g ∈ G.

En effet, soit µ′ : G→ E ′+ une projection de Cartan associée à une décomposition de
Cartan G = K ′A′+K ′ ou G = K ′Z ′+K ′, où K ′ est un sous-groupe compact maximal
de G et A′ un k-tore k-déployé maximal de G, de centralisateur Z′. D’après [BoT],
th. 4.21, il existe un élément g0 ∈ G tel que A′ = g0Ag

−1
0 . Quitte à multiplier g0

à droite par un élément du groupe de Weyl W , on peut supposer A′+ = g0A
+g−1

0 .
L’application de X(A′) dans X(A) qui à χ associe χ(g−1

0 · g0) identifie l’ensemble Φ′

des racines restreintes de A′ dans G à Φ ; l’image réciproque de ∆ est la base ∆′ de Φ′

définissant A′+. L’application de Y (A′) dans Y (A) qui à ψ associe g−1
0 ψg0 induit un

isomorphisme i entre les espaces vectoriels E ′ = Y (A′)⊗Z R et E = Y (A)⊗Z R, tel
que i(E ′+) = E+. Par construction, on a

i ◦ µ′
(
k′(g0zg

−1
0 )`′

)
= i ◦ µ′(g0zg

−1
0 ) = µ(z)

pour tous k′, `′ ∈ K ′ et z ∈ Z. D’après le lemme 1.4.3, ceci implique

‖i ◦ µ′(g)− µ(g)‖ ≤ ‖µ(g0)‖+ ‖µ(g−1
0 )‖+ 2 max

k′∈K′
‖µ(k′)‖

pour tout g ∈ G.
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Chapitre 2

Actions propres sur les espaces
homogènes réductifs de corang un

2.1 Introduction

Soit k un corps local. Dans ce chapitre, nous étudions les groupes discrets qui
agissent proprement sur G/H, où G est l’ensemble des k-points d’un k-groupe algé-
brique semi-simple connexe et H l’ensemble des k-points d’un k-sous-groupe algé-
brique réductif connexe de corang un sur k. Notre résultat principal concerne l’image
de ces groupes discrets par une projection de Cartan de G. Nous en déduisons no-
tamment une description des sous-groupes discrets sans torsion de G×G qui agissent
proprement sur G par multiplication à gauche et à droite en k-rang un.

2.1.1 Actions propres et projection de Cartan

Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe algébrique semi-
simple connexe G de k-rang un et H l’ensemble des k-points d’un k-sous-groupe
algébrique réductif connexe H de G tel que rangk(H) = rangk(G)−1. On sait que G
contient un sous-groupe discret infini qui agit proprement sur G/H si et seulement si
rangk(H) < rangk(G) : c’est le phénomène de Calabi-Markus ([Ko1], cor. 4.4). Dans
ce chapitre nous considérons le cas où rangk(H) = rangk(G)− 1.

Soient µ : G → E+ une projection de Cartan de G et ι : µ(G) → µ(G) l’in-
volution d’opposition, qui à µ(g) associe µ(g−1). Notons CH le cône asymptote
à µ(H), c’est-à-dire le sous-cône vectoriel de E+ engendré par les limites de suites
(µ(hn)/‖µ(hn)‖)n∈N, où (hn) ∈ HN et où ‖µ(hn)‖ → +∞. Si k = R ou C, on a
µ(G) = E+, et d’après l’hypothèse sur les rangs l’ensemble µ(H) (tout comme CH)
sépare E+ en un nombre fini de composantes connexes permutées par ι. Si k est
ultramétrique, l’ensemble µ(H) est discret, mais CH sépare E+ en un nombre fini de
composantes connexes et ι se prolonge en une involution de E+, encore notée ι, qui
préserve CH et permute les composantes connexes de E+rCH (cf. paragraphe 2.2.1).

Nous démontrons le résultat suivant.
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Théorème 2.1.1. Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique semi-simple connexe G et H l’ensemble des k-points d’un k-sous-groupe
algébrique réductif connexe H de G tel que rangk(H) = rangk(G) − 1. Soient
µ : G → E+ une projection de Cartan de G et ι : E+ → E+ l’involution d’op-
position. Pour tout sous-groupe discret Γ de G agissant proprement sur G/H et qui
n’est pas un groupe de torsion, il existe une composante connexe C de E+ rCH telle
que µ(γ) ∈ C ∪ ι(C) pour presque tout γ ∈ Γ et telle que ι(C) = C si Γ n’est pas
virtuellement monogène.

Selon la terminologie usuelle, on dit qu’un groupe Γ satisfait virtuellement une
propriété s’il contient un sous-groupe d’indice fini satisfaisant la propriété. On dit
qu’une propriété est vraie pour presque tout γ ∈ Γ si elle est vraie pour tout γ ∈ Γ
en dehors d’un ensemble fini.

Lorsque k est de caractéristique nulle, le théorème 2.1.1 reste vrai en suppri-
mant l’hypothèse que Γ n’est pas un groupe de torsion : en effet, dans ce cas tout
sous-groupe discret de torsion de G est fini (lemme 2.2.1). En revanche, lorsque
k = Fq((t)) pour un certain corps fini Fq, il existe des sous-groupes de torsion infinis
qui sont discrets dans G et agissent proprement sur G/H, mais qui ne satisfont pas
les conclusions du théorème 2.1.1. Nous en donnons un exemple au paragraphe 2.4.2.

Enfin, notons que le théorème 2.1.1 reste valable dans le cadre des groupes de
Lie linéaires réels. En effet, d’après Chevalley ([Che], ch. 2, th. 14 et 15), si G est un
groupe de Lie linéaire semi-simple réel connexe et H un sous-groupe fermé réductif
connexe de G, alors G (resp. H) est la composante neutre (pour la topologie réelle)
de l’ensemble des R-points d’un R-groupe algébrique semi-simple connexe G (resp.
d’un R-sous-groupe algébrique réductif connexe H de G).

2.1.2 Une application à (G×G)/∆G

Citons deux applications du théorème 2.1.1. La première, qui en constitue la
motivation principale, concerne les espaces homogènes de la forme (G × G)/∆G où
G est l’ensemble des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-
rang un et ∆G la diagonale de G × G. Dans cette situation, si µ est une projection
de Cartan de G, alors µ× µ est une projection de Cartan de G×G ; on identifie E+

à R+ × R+ et CH = C∆G
à la diagonale de R+ × R+.

Théorème 2.1.2. Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique semi-simple connexe G de k-rang un, ∆G la diagonale de G × G et
µ : G→ R+ une projection de Cartan de G.

1. À la permutation près des deux facteurs de G × G, les sous-groupes discrets
sans torsion de G × G agissant proprement sur (G × G)/∆G sont les graphes
de la forme

Γρ0 =
{

(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
,

où Γ0 est un sous-groupe discret de G et ρ : Γ0 → G un morphisme de groupes
admissible, au sens où pour tout R > 0 on a µ(ρ(γ)) ≤ µ(γ)−R pour presque
tout γ ∈ Γ0.
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2. Soit Γ un sous-groupe discret résiduellement fini de G × G qui n’est pas un
groupe de torsion. Alors Γ agit proprement sur (G × G)/∆G si et seulement
s’il admet un sous-groupe d’indice fini Γ′ qui est un graphe de la forme Γρ0
précédente, à la permutation près des deux facteurs de G×G.

Notons que l’application (g, h)∆G 7→ gh−1 définit un isomorphisme (G × G)-
équivariant entre (G × G)/∆G et G, où G × G agit sur G par multiplication à
gauche et à droite : (g1, g2)·g = g1gg

−1
2 . Ainsi, le théorème 2.1.2 décrit les sous-groupes

discrets sans torsion de G × G qui agissent proprement sur G par multiplication à
gauche et à droite.

Rappelons qu’un groupe est dit résiduellement fini si l’intersection de ses sous-
groupes distingués d’indice fini est triviale. On sait que tout sous-groupe Γ de type fini
de G×G est résiduellement fini (cf. [Alp], cor. 1) ; si de plus k est de caractéristique
nulle, Γ admet un sous-groupe d’indice fini sans torsion d’après le lemme de Selberg
([Sel], lem. 8).

Pour G = SL2(R), le point 1 du théorème 2.1.2 avait déjà été démontré par
Kulkarni et Raymond ([KR], th. 5.2), mais sans la condition sur ρ, qui est due à
Salein dans ce cas ([Sa2], lem. 3.4.1). Dans [Ko3], Kobayashi a considéré le cas plus
général où G est un groupe de Lie linéaire semi-simple réel connexe de rang réel un :
il a montré dans ce cas que tout sous-groupe discret sans torsion de G×G agissant
proprement sur (G×G)/∆G est un graphe, et a posé la question de savoir si l’une des
deux projections de ce graphe était toujours discrète dans G. Le théorème 2.1.2 ci-
dessus répond affirmativement à cette question et généralise le résultat de Kobayashi
à tous les corps locaux.

Pour G = SL2(R), le théorème 2.1.2 s’applique aux variétés anti-de Sitter com-
pactes de dimension 3, c’est-à-dire aux variétés lorentziennes compactes de dimen-
sion 3 de courbure constante strictement négative. En effet, à la renormalisation près
de leur métrique, ces variétés sont modelées sur

AdS3 = H2,1 =
{

(x1, x2, x3, x4) ∈ R4, x2
1 + x2

2 − x2
3 − x2

4 = 1
}

muni de la métrique lorentzienne induite par x2
1 + x2

2 − x2
3 − x2

4, qui s’identifie à
(SL2(R)× SL2(R))/∆SL2(R) (cf. paragraphe 2.4.3). Comme les variétés anti-de Sitter
compactes de dimension 3 sont complètes [Kli], ce sont des quotients d’un revêtement
universel de AdS3. D’après [KR], on peut se contenter d’un revêtement fini de AdS3

au lieu d’un revêtement universel. Ainsi, à une isométrie, à la renormalisation de la
métrique, à un quotient fini et à un revêtement fini près, les variétés anti-de Sitter
compactes de dimension 3 sont les quotients de la forme

Γ\(SL2(R)× SL2(R))/∆SL2(R),

où Γ est un sous-groupe discret sans torsion de SL2(R)×SL2(R) agissant proprement
sur (SL2(R)×SL2(R))/∆SL2(R). Nous renvoyons à l’introduction et au chapitre 5 pour
plus de détails.

Plus généralement, pour un corps local k quelconque et pour une forme quadra-
tique Q d’indice de Witt deux sur k4, la quadrique

S(Q) = {x ∈ k4, Q(x) = 1}
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s’identifie à (SL2(k)×SL2(k))/∆SL2(k) (cf. paragraphe 2.4.3). Le théorème 2.1.2 s’ap-
plique donc aux sous-groupes discrets de SL2(k) × SL2(k) qui agissent proprement
sur S(Q). Au paragraphe 2.4.3 nous décrivons les quotients des quadriques de di-
mension 3 sur k en général.

Notons que le théorème 2.1.2 ne se transpose pas en rang supérieur. En effet, si
rangk(G) ≥ 2, il existe toujours des sous-groupes discrets infinis Γ1 et Γ2 de G tels
que Γ1 × Γ2 agisse proprement sur (G×G)/∆G. En prenant par exemple pour G le
groupe SO(2, 2n) et pour Γ1 (resp. Γ2) un réseau cocompact sans torsion de SO(1, 2n)
(resp. de U(1, n)), vu comme sous-groupe de G, on obtient même une action libre,
propre et cocompacte de Γ1 × Γ2 sur (G×G)/∆G (cf. paragraphes 0.1.3 et 6.1.1).

2.1.3 Une application à SLn(k)/SLn−1(k)

Comme seconde application du théorème 2.1.1, nous donnons une démonstration
plus simple du résultat suivant, dû à Benoist [Be1].

Corollaire 2.1.3. Soit k un corps local de caractéristique nulle. Pour n impair ≥ 3,
tout sous-groupe discret de SLn(k) agissant proprement sur SLn(k)/SLn−1(k) est
virtuellement abélien.

En fait, le théorème 2.1.1 implique une version légèrement plus forte du corol-
laire 2.1.3 : on peut remplacer “virtuellement abélien” par “virtuellement monogène”.

On déduit du corollaire 2.1.3 qu’en caractéristique nulle, pour n impair ≥ 3,
l’espace homogène SLn(k)/SLn−1(k) n’admet pas de quotient compact par un sous-
groupe discret de SLn(k) agissant proprement sur SLn(k)/SLn−1(k) (cf. [Be1]).

Pour terminer, quelques mots sur le plan du chapitre. La partie 2.2 est consacrée
à la démonstration du théorème 2.1.1 et à la question des groupes de torsion en
caractéristique nulle. Dans la partie 2.3 nous montrons comment le théorème 2.1.1
implique le corollaire 2.1.3. Enfin, dans la partie 2.4 nous prouvons le théorème 2.1.2,
montrons que l’hypothèse que Γ n’est pas de torsion est indispensable en caractéris-
tique non nulle, et appliquons le théorème 2.1.2 aux quadriques de dimension 3.

2.2 Actions propres en corang un
Reprenons les notations des préliminaires ; en particulier, on note tout groupe

algébrique par une lettre majuscule grasse (par exemple G) et l’ensemble de ses
k-points par la même lettre majuscule non grasse (par exemple G).

2.2.1 Démonstration du théorème 2.1.1

Soit G = KA+K ou G = KZ+K la décomposition de Cartan associée à µ,
où K est un sous-groupe compact maximal de G, où A est un k-tore k-déployé
maximal de G et où Z est le centralisateur de A dans G. Rappelons que pour
tout g ∈ G les ensembles µ(H) et µ(gHg−1) sont à distance de Hausdorff finie
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d’après le lemme 1.4.3 ; ils ont en particulier le même cône asymptote dans E+, ce
qui permet de remplacer H par l’un de ses conjugués par G. On peut ainsi supposer
que H admet un k-tore k-déployé maximal AH inclus dans A. Soit H = KHA

+
HKH

ou H = KHZ
+
HKH une décomposition de Cartan de H, où KH est un sous-groupe

compact maximal de H et ZH le centralisateur de AH dans H. Quitte à conjuguer H
par un élément de G, on peut supposer KH ⊂ K : ce résultat est dû à Mostow [Mos]
et Karpelevich [Kar] dans le cas réel, à Landvogt [Lan] dans le cas ultramétrique.
On a alors µ(H) = µ(ZH), et µ(H) est inclus dans son cône asymptote CH , qui est
l’intersection de E+ avec une union finie d’hyperplans vectoriels de E paramétrés par
le groupe de Weyl W . Munissons E d’une norme ‖ · ‖ invariante par W comme dans
la partie 1.1. L’involution d’opposition ι : µ(G) → µ(G), qui à µ(g) associe µ(g−1)
pour tout g ∈ G, se prolonge en une isométrie de E+, encore notée ι. Cette isométrie
préserve µ(H) et CH , et permute les composantes connexes de E+ r CH .

Notre démonstration du théorème 2.1.1 s’appuie sur le critère de propreté de
Benoist ([Be1], cor. 5.2 ; cf. aussi [Ko5], th. 1.1), qui affirme qu’un sous-groupe Γ
de G agit proprement sur G/H si et seulement si l’ensemble µ(Γ) ∩ (µ(H) + C)
est borné pour tout compact C de E. Cette condition est équivalente au fait que
l’ensemble µ(Γ) ∩ (CH + C) soit borné pour tout compact C de E. Autrement dit, Γ
agit proprement sur G/H si et seulement si µ(Γ) “s’éloigne de CH à l’infini”.

Notre démonstration s’appuie également sur l’observation (∗) suivante : si (xn)n∈N
est une suite de points de E+ dont la distance à CH est strictement plus grande
qu’un certain R > 0, et si ‖xn+1 − xn‖ ≤ R pour tout n ∈ N, alors les points xn
appartiennent tous à une même composante connexe de E+ r CH .

Démontrons à présent le théorème 2.1.1. Notons C1, . . . , Cs les composantes
connexes de E+ r CH et soit Γ un sous-groupe discret de G agissant proprement
sur G/H. L’ensemble µ(Γ) est globalement stable par l’involution d’opposition ι.

Supposons que Γ n’est pas un groupe de torsion et fixons un élément γ ∈ Γ
d’ordre infini. Comme le groupe Γ est discret et comme l’application µ est propre,
la suite (‖µ(γn)‖)n∈Z tend vers l’infini quand n tend vers ±∞. D’après le critère de
propreté, comme Γ est discret et µ propre, l’ensemble F des éléments γ′ ∈ Γ tels que
µ(γ′) soit situé à distance ≤ ‖µ(γ)‖ de CH est fini. De plus, d’après le lemme 1.4.3
on a ∥∥µ(γn+1)− µ(γn)

∥∥ ≤ ‖µ(γ)‖
pour tout n ∈ Z. D’après l’observation (∗) ci-dessus, il existe des entiers 1 ≤ i, j ≤ s
tels que µ(γn) ∈ Ci (resp. µ(γ−n) ∈ Cj) pour presque tout n ∈ N. L’involution
d’opposition ι échange Ci et Cj.

Notons que pour tout γ′ ∈ Γ, le lemme 1.4.3 implique∥∥µ(γ′γn)− µ(γn)
∥∥ ≤ ‖µ(γ′)‖

pour tout n ∈ Z. D’après le critère de propreté, on a µ(γ′γn) ∈ Ci et µ(γ′γ−n) ∈ Cj
pour presque tout n ∈ N.

Considérons tout d’abord le cas où i = j, et montrons que l’ensemble F ′ des
éléments γ′ ∈ Γ tels que µ(γ′) /∈ Ci est fini. Soit γ′ ∈ F ′. D’après le lemme 1.4.3 on a∥∥µ(γ′γn+1)− µ(γ′γn)

∥∥ ≤ ‖µ(γ)‖
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pour tout n ∈ Z. De plus, on a µ(γ′) /∈ Ci, et l’on vient de voir que µ(γ′γn) ∈ Ci
pour presque tout n ∈ Z. D’après l’observation (∗) ci-dessus, il existe n ∈ Z tel
que γ′γn ∈ F . Ainsi on a F ′ ⊂ FγZ. Comme F est fini et comme pour tout f ∈ F
on a fγn ∈ Ci pour presque tout n ∈ Z, l’ensemble F ′ est fini.

Considérons à présent le cas où i 6= j, et montrons que le sous-groupe engendré
par γ est d’indice fini dans Γ. Soit γ′ ∈ Γ. D’après le lemme 1.4.3 on a∥∥µ(γ′γn+1)− µ(γ′γn)

∥∥ ≤ ‖µ(γ)‖

pour tout n ∈ Z. De plus, on a vu que µ(γ′γn) ∈ Ci et µ(γ′γ−n) ∈ Cj pour presque
tout n ∈ N. D’après l’observation (∗) ci-dessus, il existe n ∈ Z tel que γ′γn ∈ F . On
en déduit que Γ = FγZ. Comme F est fini, γZ est d’indice fini dans Γ. Ceci achève
la démonstration du théorème 2.1.1.

2.2.2 Sous-groupes discrets de torsion en caractéristique nulle

Dans ce paragraphe, nous montrons que lorsque k est de caractéristique nulle
on peut supprimer l’hypothèse que Γ n’est pas de torsion dans le théorème 2.1.1.
Lorsque l’on sait que Γ est de type fini, cela résulte du lemme de Selberg ([Sel],
lem. 8). C’est également vrai en général d’après le lemme facile suivant.

Lemme 2.2.1. Soient k un corps local de caractéristique nulle et G un k-groupe
algébrique linéaire. Si k est un corps p-adique, tout sous-groupe de torsion de G est
fini. Si k = R ou C, tout sous-groupe discret de torsion de G est fini.

Démonstration. Plongeons G dans un groupe linéaire GLn, où n ≥ 1. Soit Γ un
sous-groupe de torsion deG. D’après un résultat de Schur ([CR], th. 36.14), Γ contient
un sous-groupe abélien Γ′ d’indice fini dont tous les éléments sont semi-simples. Pour
montrer que Γ est fini, il suffit de montrer que Γ′ l’est.

Supposons que k est un corps p-adique. Les éléments de Γ′ sont diagonalisables
dans une base commune sur une clôture algébrique de k. Pour tout γ ∈ Γ′, les
valeurs propres de γ sont des racines de l’unité ; elles engendrent une extension cy-
clotomique kγ de k, et [kγ : k] ≤ n puisque le polynôme caractéristique de γ est
de degré n. Or il n’existe qu’un nombre fini d’extensions cyclotomiques de k de de-
gré ≤ n ([Neu], ch. 2, th. 7.12 et prop. 7.13). Par conséquent, le corps k′ engendré par
les extensions kγ, où γ ∈ Γ′, est de degré fini sur k, donc ne contient qu’un nombre
fini de racines de l’unité ([Neu], ch. 2, prop. 5.7). On en déduit que Γ′ est fini.

Supposons k = R ou C, et Γ discret dans G. Les éléments de Γ′ sont diagona-
lisables dans une base commune sur C, et leurs valeurs propres sont des racines de
l’unité. Comme le groupe U des nombres complexes de module un est compact, tout
sous-groupe discret de Un est fini. On en déduit que Γ′ est fini.

Lorsque k est de caractéristique non nulle, il existe des sous-groupes discrets de
torsion de G qui sont infinis. Ils sont tous virtuellement unipotents (cela résulte de
[Ti3], prop. 2.8, par exemple). Certains d’entre eux ne satisfont pas les conclusions
du théorème 2.1.1 ; nous en donnons un exemple au paragraphe 2.4.2.
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2.3 Application à SLn(k)/SLn−1(k)

Dans ce paragraphe nous considérons le cas où G = SLn(k) et H = SLn−1(k).
Nous montrons comment le théorème 2.1.1 implique le corollaire 2.1.3.

Soient k un corps local et n ≥ 2 un entier. Notons G le groupe SLn sur k. Le
groupe A des matrices diagonales de déterminant un est un k-tore k-déployé maximal
de G ; il est égal à son propre centralisateur, i.e. Z = A. Les racines associées sont
les formes linéaires εi − εj, 1 ≤ i 6= j ≤ n, où l’on a posé

εi
(
diag(a1, . . . , an)

)
= ai.

Une base du système de racines de A dans G est formée des racines εi − εi+1, où
1 ≤ i ≤ n − 1. Si k = R ou C (resp. si k est ultramétrique), la chambre de Weyl
positive associée est

A+ =
{

diag(a1, . . . , an) ∈ A, ai ∈ ]0,+∞[ ∀i et a1 ≥ . . . ≥ an
}(

resp. A+ =
{

diag(a1, . . . , an) ∈ A, |a1| ≥ . . . ≥ |an|
})
.

Posons K = SO(n) (resp. K = SU(n), resp. K = SLn(O)) si k = R (resp. si k = C,
resp. si k est ultramétrique). On a la décomposition de Cartan G = KA+K (cf.
partie 1.3). L’espace vectoriel réel

E =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1 + . . .+ xn = 0
}
' Rn−1

et son cône convexe fermé

E+ =
{

(x1, . . . , xn) ∈ E, x1 ≥ . . . ≥ xn
}

ne dépendent pas de k. Notons µ : G → E+ la projection de Cartan associée à la
décomposition de Cartan G = KA+K.

Posons H = SLn−1, vu comme sous-groupe de G en plongeant les matrices de
taille (n − 1) × (n − 1) dans le coin supérieur gauche des matrices de taille n × n.
On a

CH =
⋃

1≤i≤n

{
(x1, . . . , xn) ∈ E+, xi = 0

}
,

et les composantes connexes de E+ r CH sont les ensembles

Ci =
{

(x1, . . . , xn) ∈ E+, xi > 0 > xi+1

}
,

où 1 ≤ i ≤ n− 1. L’involution d’opposition ι : E+ → E+ est donnée par

ι(x1, . . . , xn) = (−xn, . . . ,−x1) ;

elle envoie Ci sur Cn−i pour tout 1 ≤ i ≤ n − 1. Voici une reformulation du théo-
rème 2.1.1 dans ce cas.
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Proposition 2.3.1. Soit Γ un sous-groupe discret de SLn(k) agissant proprement sur
SLn(k)/SLn−1(k) et qui n’est pas un groupe de torsion. Il existe un entier
1 ≤ i ≤ n− 1 tel que µ(γ) ∈ Ci ∪ Cn−i pour presque tout γ ∈ Γ et tel que Ci = Cn−i
si Γ n’est pas virtuellement monogène.

Notons que si n est impair, on a Ci 6= Cn−i pour tout 1 ≤ i ≤ n−1, ce qui implique
le corollaire 2.1.3. Une autre conséquence de la proposition 2.3.1 est la suivante.

Corollaire 2.3.2. Supposons n pair ≥ 4. Soit Γ un sous-groupe discret de SLn(k)
agissant proprement sur SLn(k)/SLn−1(k) et qui n’est pas virtuellement monogène.
Tout élément γ ∈ Γ d’ordre infini admet n/2 valeurs propres de module strictement
supérieur à 1 et n/2 valeurs propres de module strictement inférieur à 1, comptées
avec multiplicité.

Pour tout g ∈ SLn(k), les valeurs propres de g appartiennent à une extension
finie kg de k ; dans le corollaire 2.3.2 on note encore | · | l’unique valeur absolue
de kg prolongeant la valeur absolue de k. En remplaçant k par kg, on obtient comme
ci-dessus une décomposition de Cartan SLn(kg) = KgA

+
g Kg où K = Kg ∩ SLn(k)

et A+ = A+
g ∩ SLn(k). La projection de Cartan µg : SLn(kg) → E+ correspondante

prolonge µ.

Démonstration du corollaire 2.3.2. On peut supposer que Γ n’est pas un groupe
de torsion. L’unique composante connexe de E+ rCH stable par ι est Cn/2 ; d’après
la proposition 2.3.1, on a donc µ(γ) ∈ Cn/2 pour presque tout γ ∈ Γ. Soit γ ∈ Γ un
élément d’ordre infini. Comme Γ est discret et comme l’application µ est propre, on
a ‖µ(γm)‖ → +∞ quand m→ +∞. On en déduit

1

m
µ(γm) ∈ Cn/2

pour presque tout m ≥ 1. Soit λ : SLn(k) → E+ la projection de Lyapounov
de SLn(k) ; par définition, pour tout g ∈ SLn(k) on a λ(g) = µg(ag), où ag ∈ SLn(kg)
est une matrice diagonale dont les coefficients sont les valeurs propres de g, comptées
avec multiplicité. D’après [Be2], cor. 2.5, on a

λ(γ) = lim
m→+∞

1

m
µ(γm).

Par conséquent, λ(γ) appartient à l’adhérence de Cn/2 dans E+. Montrons que
λ(γ) /∈ CH . D’après [Be2], lem. 4.6, il existe une constante Cγ > 0 telle que pour
tout m ≥ 1 on ait ∥∥λ(γm)− µ(γm)

∥∥ ≤ Cγ. (2.3.1)

Si l’on avait λ(γ) ∈ CH , on aurait λ(γm) = mλ(γ) ∈ CH pour tout m ≥ 1, et
(2.3.1) contredirait le critère de propreté (cf. paragraphe 2.2.1). Par conséquent, on a
λ(γ) ∈ Cn/2, ce qui signifie que γ admet n/2 valeurs propres de module strictement
supérieur à 1 et n/2 valeurs propres de module strictement inférieur à 1, comptées
avec multiplicité.
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2.4 Actions bilatérales en rang un
Dans cette partie, nous prouvons le théorème 2.1.2, montrons que l’hypothèse que

Γ n’est pas de torsion est indispensable dans le cas d’un corps local de caractéristique
non nulle, et décrivons une application aux quadriques de dimension 3 sur un corps
local.

2.4.1 Démonstration du théorème 2.1.2

Supposons G de k-rang un et notons ∆G la diagonale de G×G. Soit µ : G→ E+

une projection de Cartan deG ; comme G est semi-simple de k-rang un, E+ s’identifie
à R+. L’application µ• = µ × µ, à valeurs dans R+ × R+, est une projection de
Cartan de G×G. Le cône C∆G

asymptote à µ•(∆G) est la diagonale de R+×R+. Le
complémentaire E+rC∆G

admet deux composantes connexes ; notons C+ (resp. C−)
celle formée des points de R+ × R+ situés strictement au-dessus (resp. strictement
en-dessous) de la diagonale. L’involution d’opposition ι est l’identité de R+ × R+.

Démontrons à présent le théorème 2.1.2. Soit Γ un sous-groupe discret de G×G
agissant proprement sur (G×G)/∆G et qui n’est pas un groupe de torsion. D’après le
théorème 2.1.1, comme ι est l’identité, on a soit µ•(γ) ∈ C+ pour presque tout γ ∈ Γ,
soit µ•(γ) ∈ C− pour presque tout γ ∈ Γ. Quitte à échanger les deux facteurs
de G×G, on peut supposer que µ•(γ) ∈ C− pour presque tout γ ∈ Γ.

Notons pr1 (resp. pr2) la projection de Γ sur le premier (resp. second) facteur
de G×G. Le noyau F de pr1 est fini. Si Γ est résiduellement fini, il admet un sous-
groupe distingué Γ′ d’indice fini tel que Γ′ ∩ F soit trivial. Si Γ est sans torsion,
F est déjà trivial et l’on pose Γ′ = Γ. Dans les deux cas, si l’on pose Γ0 = pr1(Γ′),
alors ρ = pr2 ◦ pr−1

1 : Γ0 → G est un morphisme de groupes et

Γ′ = Γρ0 = {(g, ρ(g)), g ∈ Γ0}.

Le groupe Γ0 est discret dans G. En effet, sinon il existerait une suite (gn)n∈N de
points deux à deux distincts de Γ0 tendant vers 1. Comme Γ est discret dans G×G
et comme µ est propre, la suite (µ(ρ(gn)))n∈N tendrait vers l’infini avec n. On aurait
donc une infinité d’éléments (g, ρ(g)) ∈ Γ tels que µ(ρ(g)) ≥ µ(g), ce qui contredirait
l’hypothèse que µ•(γ) ∈ C− pour presque tout γ ∈ Γ. Ainsi, Γ0 est bien discret
dans G. Comme µ(ρ(g)) < µ(g) pour presque tout g ∈ Γ0, le critère de propreté (cf.
paragraphe 2.2.1) assure que pour tout R > 0, on a µ(ρ(g)) ≤ µ(g)−R pour presque
tout g ∈ Γ0.

Réciproquement, s’il existe un sous-groupe discret Γ0 de G et un morphisme de
groupes ρ : Γ0 → G vérifiant les conditions du théorème 2.1.2, alors Γ agit proprement
sur (G×G)/∆G d’après le critère de propreté.

2.4.2 Groupes de torsion infinis en caractéristique non nulle

Soit G = SL2 sur k = Fq((t)), où Fq est un corps fini de caractéristique p. Don-
nons un exemple de sous-groupe de torsion discret infini de G×G qui agit proprement
sur (G×G)/∆G sans satisfaire les conclusions des théorèmes 2.1.1 et 2.1.2.
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On a la décomposition de Cartan G = KA+K, où K = SL2(O) = SL2(Fq[[t]]) et
où A+ est l’ensemble des matrices diagonales diag(a1, a2) de G telles que |a1| ≥ |a2|
(cf. partie 2.3). Notons µ : G → R+ la projection de Cartan correspondante. Pour
tout n ∈ N, posons

gn =

(
1 t−n

0 1

)
.

Notons que pour 1 ≤ r ≤ p− 1 on a

µ(grn) = 2n,

comme on le voit par exemple en écrivant

grn =

(
1 rt−n

0 1

)
=

(
r 0
tn r−1

)(
t−n 0
0 tn

)(
r−1tn 1
−1 0

)
.

Notons Γ le sous-groupe de G × G engendré par les éléments (gn, g2n) et (g2n, gn),
où n ∈ N. C’est un sous-groupe discret infini de G, résiduellement fini, de torsion
(tous ses éléments non triviaux sont d’ordre p), qui agit proprement sur (G×G)/∆G

d’après le critère de propreté (cf. paragraphe 2.2.1). Il n’est pas virtuellement mono-
gène, pourtant les composantes connexes de E+ rC∆G

contiennent toutes deux une
infinité de points de la forme µ(γ), où γ ∈ Γ.

2.4.3 Quadriques de dimension trois sur un corps local

Comme nous l’avons indiqué au paragraphe 2.1.2, l’une des motivations pour
notre étude de (G×G)/∆G en rang un est son application aux quadriques de dimen-
sion 3 sur un corps local. Précisons ce point.

Soient k un corps local et Q une forme quadratique sur k4. D’après le théorème
de Witt, la sphère unité

S(Q) = {x ∈ k4, Q(x) = 1}

s’identifie à l’espace homogène SO(Q)/H, où SO(Q) est le groupe spécial orthogonal
de Q et H un k-sous-groupe algébrique de SO(Q) défini comme le stabilisateur d’un
certain point x ∈ S(Q).

Si Q est anisotrope sur k, le groupe SO(Q) est compact ([BoT], § 4.24) et tout
sous-groupe discret de SO(Q) est fini et agit proprement sur S(Q).

Supposons Q d’indice de Witt un, c’est-à-dire SO(Q) de k-rang un. Si H est
anisotrope sur k, alors H est compact et tout sous-groupe discret de SO(Q) agit
proprement sur S(Q). En revanche, si H est de k-rang un, les seuls sous-groupes
discrets de SO(Q) qui agissent proprement sur S(Q) sont les groupes finis : c’est le
phénomène de Calabi-Markus ([Ko1], cor. 4.4). Par exemple, si k = R, toute forme
quadratique Q d’indice de Witt un sur k4 est équivalente à x2

1 − x2
2 − x2

3 − x2
4 ou à

x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

4. Dans le premier cas, SO(Q) (resp. H) est isomorphe à SO(1, 3)
(resp. à SO(3)), et tout sous-groupe discret de SO(Q) agit proprement sur S(Q).
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Dans le second cas, SO(Q) (resp. H) est isomorphe à SO(3, 1) (resp. à SO(2, 1)), et
les seuls sous-groupes discrets de SO(Q) qui agissent proprement sur S(Q) sont les
groupes finis.

Supposons maintenant Q d’indice de Witt deux, c’est-à-dire SO(Q) de k-rang
deux. Par exemple, si k = R, alors SO(Q) (resp. H) est isomorphe à SO(2, 2) (resp.
à SO(1, 2)). On peut supposer que Q est donnée par

Q(x1, x2, x3, x4) = x1x4 − x2x3

et que H est le stabilisateur de x = (1, 0, 0, 1) ∈ S(Q). Notons que S(Q) est na-
turellement munie d’une action transitive du groupe SL2(k) × SL2(k). En effet,
SL2(k) × SL2(k) agit sur M2(k) par multiplication à gauche et à droite, c’est-à-
dire par (g1, g2) ·u = g1u g

−1
2 pour tout (g1, g2) ∈ SL2(k)×SL2(k) et tout u ∈ M2(k).

En identifiant M2(k) à k4, on obtient une action linéaire de SL2(k)× SL2(k) sur k4

qui préserve Q et est transitive sur S(Q). Le stabilisateur de x = (1, 0, 0, 1) dans
SL2(k)× SL2(k) est ∆SL2(k), donc la quadrique S(Q) s’identifie à l’espace homogène
(SL2(k)×SL2(k))/∆SL2(k). D’après le théorème 2.1.2, à la permutation près des deux
facteurs de SL2(k)×SL2(k), les sous-groupes discrets sans torsion de SL2(k)×SL2(k)
qui agissent proprement sur S(Q) sont les graphes de la forme

Γρ0 = {(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0},

où Γ0 est un sous-groupe discret de SL2(k) et ρ : Γ0 → SL2(k) un morphisme de
groupes tel que pour tout R > 0, on ait µ(ρ(γ)) ≤ µ(γ)−R pour presque tout γ ∈ Γ0.
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Chapitre 3

Une condition nécessaire et suffisante
de cocompacité

3.1 Introduction

Soient k un corps local et G l’ensemble des k-points d’un k-groupe algébrique
semi-simple connexe de k-rang un. Au chapitre 2, nous avons décrit les sous-groupes
discrets sans torsion Γ de G × G qui agissent proprement sur G par multiplication
à gauche et à droite ou, de manière équivalente, sur (G×G)/∆G. Dans ce chapitre,
nous supposons k ultramétrique et considérons, parmi ces sous-groupes Γ, ceux pour
lesquels le quotient Γ\(G × G)/∆G est compact. Dans un premier temps, nous en
donnons une description ; pour G = SL2(Qp) par exemple, cela revient à décrire les
quotients compacts de la quadrique de Q4

p d’équation x2
1 + x2

2 − x2
3 − x2

4 = 1, comme
on l’a vu au paragraphe 2.4.3. Dans un second temps, nous établissons l’existence
de quotients compacts Γ\(G × G)/∆G tels que Γ soit Zariski-dense dans G × G.
Précisons un peu ces deux points.

Supposons k ultramétrique et soit µ : G → E+ une projection de Cartan de G,
où E est muni d’une norme euclidienne ‖ · ‖ comme dans les préliminaires. Comme
G est semi-simple de k-rang un, E est une droite réelle et la norme ‖ · ‖ permet
d’identifier E+ à R+ ; on note encore µ l’application de G dans R+ ainsi obtenue. Par
exemple, siG = SL2(k), on aG = KZ+K oùK = SL2(O) est l’ensemble des matrices
de déterminant un à coefficients dans l’anneau des entiers de k et Z+ l’ensemble des
matrices diagonales diag(a, a−1) ∈ SL2(k) telles que a soit de valeur absolue ≥ 1 ; la
projection de Cartan associée µ : G→ R+ envoie la matrice diag(a, a−1) sur 2 |ω(a)|,
où ω désigne une valuation (additive) fixée de k.

Le résultat principal de ce chapitre est que pour tout sous-groupe discret de type
fini sans torsion Γ0 de G et pour tout morphisme de groupes ρ : Γ0 → G admissible
au sens du chapitre 2, le quotient Γ\(G × G)/∆G est compact si et seulement si le
quotient Γ0\G l’est (théorème 3.3.1). Combiné au théorème 2.1.2, ceci nous donne
une description des quotients compacts de (G × G)/∆G par un sous-groupe discret
de type fini sans torsion.
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Théorème 3.1.1. Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un, ∆G la diagonale de
G × G et µ : G → R+ une projection de Cartan de G. À la permutation près des
deux facteurs de G×G, les sous-groupes discrets de type fini sans torsion de G×G
agissant proprement et cocompactement sur (G×G)/∆G sont les graphes de la forme

Γρ0 =
{

(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
,

où Γ0 est un réseau cocompact sans torsion de G et ρ : Γ0 → G un morphisme de
groupes admissible, i.e. tel que pour tout R > 0 on ait µ(ρ(γ)) ≤ µ(γ) − R pour
presque tout γ ∈ Γ0.

Cette description est spécifique au rang un : nous donnons au paragraphe 3.3.4
un exemple de quotient compact Γ\(G × G)/∆G où rangk(G) ≥ 2 et où Γ est le
produit de deux sous-groupes infinis de G.

Le fait que Γ\(G×G)/∆G soit compact si et seulement si Γ0 est un réseau cocom-
pact de G est également valable pour k = R ou C, par un argument de dimension
cohomologique ([Ko1], cor. 5.5). Un tel argument ne convient pas lorsque k est ultra-
métrique, car dans ce cas tout sous-groupe discret sans torsion de G est libre, donc
de dimension cohomologique un.

Dans le cas ultramétrique, nous remplaçons l’argument cohomologique par un
raisonnement géométrique sur l’arbre de Bruhat-Tits de G. Plus précisément, soit
G = KZ+K la décomposition de Cartan de G associée à µ. Nous associons à tout
élément g ∈ G rK un point ζ−g du bord de l’arbre de Bruhat-Tits de G, obtenu à
partir d’une décomposition de Cartan de g. L’étude des points ζ−g nous permet de
montrer que pour tout sous-groupe discret de type fini sans torsion Γ0 de G et tout
morphisme de groupes admissible ρ : Γ0 → G, si le groupe Γρ0 = {(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0}
agit proprement et cocompactement sur (G×G)/∆G, alors Γ0 est un réseau cocom-
pact de G. Il s’agit du point le plus délicat de la démonstration du théorème 3.1.1.

Pour tout réseau cocompact sans torsion Γ0, les groupes Γ0 × {1} et {1} × Γ0

agissent bien sûr librement, proprement et cocompactement sur (G × G)/∆G : les
quotients compacts correspondants sont dits standard. Le théorème 3.1.1 permet de
donner des exemples de quotients compacts non standard de (G×G)/∆G. Concernant
leur adhérence de Zariski, nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 3.1.2. Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et ∆G la diagonale de
G×G. Il existe des sous-groupes discrets Γ de G×G agissant librement, proprement
et cocompactement sur (G×G)/∆G et qui sont Zariski-denses dans G×G. On peut
de plus choisir Γ de telle sorte qu’aucune de ses deux projections naturelles sur G ne
soit bornée.

La partie 3.2 est consacrée à des rappels sur les isométries d’arbres réels simpli-
ciaux ; ces rappels nous seront également utiles au chapitre 4. Dans la partie 3.3, nous
démontrons le théorème 3.1.1 en étudiant les points ζ−g du bord de l’arbre de Bruhat-
Tits de G mentionnés ci-dessus. Enfin, la partie 3.4 est consacrée à la démonstration
de la proposition 3.1.2.
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Figure 1 – Action d’un élément hyperbolique

3.2 Rappels : isométries d’un arbre réel simplicial
Nous considérons ici des arbres simpliciaux au sens de [Se3], déf. 6. Rappelons

qu’un arbre réel simplicial, ou R-arbre simplicial, est un arbre simplicial muni d’une
distance pour laquelle l’image de tout chemin injectif est isométrique à un segment
réel. Toutes les arêtes n’ont pas nécessairement la même longueur pour cette distance.

Fixons un arbre réel simplicial X de valence ≥ 2, notons d la distance sur X
et Isom(X) le groupe des isométries bijectives de X envoyant sommet sur sommet et
arête sur arête. Cette dernière condition est toujours vérifiée si X est de valence ≥ 3.
On munit Isom(X) de la topologie pour laquelle les fixateurs (point par point) des
parties compactes deX forment une base de voisinages compacts ouverts de l’identité.
Le groupe Isom(X) est localement compact pour cette topologie.

3.2.1 Isométries hyperboliques et elliptiques

Un élément g ∈ Isom(X) est sans point fixe dans X si et seulement s’il existe
une droite géodésique Ag, stable par g, sur laquelle g agit par une translation non
triviale ([Ti1], prop. 3.2, ou [Se3], prop. 25) ; on note alors λ(g) > 0 la longueur
de cette translation et l’on dit que g est hyperbolique, d’axe de translation Ag. La
figure 1 illustre l’action de g sur X dans ce cas. Pour tout n ∈ Z on a bien sûr

λ(gn) = |n|λ(g). (3.2.1)

Comme X est un arbre, pour tout x ∈ X, le projeté prg(x) de x sur Ag est bien
défini : c’est l’unique point de Ag dont la distance à x est minimale. On a

prg(g · x) = g · prg(x) et d
(
g · x,Ag

)
= d
(
x,Ag

)
.

Les points x, prg(x), g ·prg(x) et g ·x sont alignés dans cet ordre sur une même droite
géodésique de X, d’où

d(x, g · x) = d
(
x, prg(x)

)
+ d
(

prg(x), g · prg(x)
)

+ d
(
g · prg(x), g · x

)
= λ(g) + 2 d(x,Ag). (3.2.2)

En particulier on a
λ(g) = min

x∈X
d(x, g · x) > 0.

Un élément g ∈ Isom(X) qui admet un point fixe dans X est dit elliptique ; l’en-
semble Xg de ses points fixes est alors un sous-arbre de X. La figure 2 illustre
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Figure 2 – Action d’un élément elliptique

l’action de g sur X dans ce cas. Si pour tout x ∈ X on note prg(x) le projeté
de x sur Xg, alors d(prg(x), x) = d(prg(x), g · x). De plus, l’intersection des segments
géodésiques [prg(x), x] et [prg(x), g · x] est réduite à {prg(x)}, d’où

d(x, g · x) = d(x, prg(x)) + d(prg(x), g · x) = 2 d(x,Xg). (3.2.3)

Par analogie avec le cas hyperbolique, on pose

λ(g) = min
x∈X

d(x, g · x) = 0.

3.2.2 Bord de l’arbre

Comme tout espace hyperbolique au sens de Gromov, l’arbreX admet un bord ∂X,
défini comme l’ensemble des classes d’équivalence de demi-droites géodésiques de X
pour la relation “être à distance de Hausdorff finie” ou, de manière équivalente ici,
“être égales en dehors d’un compact”. Si ξ ∈ ∂X désigne la classe d’une demi-
droite géodésique D, nous dirons que ξ est l’extrémité à l’infini de D. Fixons un
point x0 ∈ X et un réel q > 1. Comme X est un arbre, pour tout ξ ∈ ∂X il existe
une unique demi-droite géodésique Dx0(ξ) d’extrémités x0 ∈ X et ξ ∈ ∂X. Pour
tous ξ, ξ′ ∈ ∂X on pose d(ξ, ξ′) = q−r, où

r = sup
{
d(x0, x), x ∈ Dx0(ξ) ∩Dx0(ξ′)

}
∈ [0,+∞].

Ceci définit une distance d sur ∂X. L’action naturelle de Isom(X) sur ∂X est conti-
nue pour cette distance. Le fixateur de x0 agit sur ∂X par isométries. Un élément
g ∈ Isom(X) est hyperbolique si et seulement s’il agit sur ∂X avec exactement deux
points fixes, l’un attractif, noté ξ+

g , et l’autre répulsif, noté ξ−g ; ces points fixes sont
les deux extrémités de l’axe de translation Ag. Si g ∈ Isom(X) est elliptique et
fixe ξ ∈ ∂X, alors g fixe (point par point) toute une demi-droite de X d’extrémité ξ.

3.2.3 Groupes discrets sans torsion d’isométries

Un sous-groupe discret Γ0 de Isom(X) agit librement sur X si et seulement s’il
est sans torsion. Dans ce cas Γ0 est un groupe libre ([Se3], th. 4) et tous ses éléments
non triviaux sont hyperboliques. Plus précisément, pour tout domaine fondamental
connexe D de X pour l’action de Γ0, si l’on pose

F =
{
γ ∈ Γ0, γ · D ∩ D 6= ∅

}
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et si F ′ désigne une partie de F telle que F soit l’union disjointe de {1}, de F ′ et
de F ′−1, alors F ′ est une partie génératrice libre de Γ0 ([Se3], th. 4′). Si Γ0 est de
type fini, c’est un groupe de Schottky au sens de [Lub], déf. 1.4.

L’union XΓ0 des axes de translations Aγ, où γ ∈ Γ0 r {1}, est un sous-arbre
fermé de X, globalement stable par l’action de Γ0. On dit que l’action de Γ0 sur X
estminimale siXΓ0 = X. Lorsque Γ0 est de type fini, son action surX est minimale si
et seulement si le quotient Γ0\X est un graphe fini ([Bas], prop. 7.9, et [BaL], th. 9.7).
Dans cette thèse, on appellera XΓ0 le sous-arbre Γ0-minimal de X. Rappelons que
l’ensemble limite de Γ0 dans ∂X est par définition l’adhérence dans ∂X de l’ensemble
des points fixes ξ+

γ , où γ ∈ Γ0 r {1}. Si l’action de Γ0 sur X n’est pas minimale,
l’ensemble limite de Γ0 dans ∂X est un fermé strict de ∂X ; ceci nous sera utile dans
la démonstration du lemme 3.3.5.

3.3 La condition de cocompacité
Cette partie est consacrée à la démonstration du théorème 3.1.1. Dans toute la

partie, nous notons k un corps local ultramétrique, G l’ensemble des k-points d’un
k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et ∆G la diagonale de G×G.
Nous fixons une décomposition de Cartan G = KZ+K et notons µ : G → R+ la
projection de Cartan associée.

D’après le théorème 2.1.2, les sous-groupes discrets sans torsion de G×G agissant
proprement sur (G×G)/∆G sont, à la permutation près des deux facteurs de G×G,
les graphes de la forme

Γρ0 =
{

(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
,

où Γ0 est un sous-groupe discret sans torsion de G et ρ : Γ0 → G un morphisme de
groupes admissible (au sens du théorème 3.1.1). Pour démontrer le théorème 3.1.1,
il suffit donc d’établir le résultat suivant.

Théorème 3.3.1. Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et ∆G la diagonale
de G×G. Soient Γ0 un sous-groupe discret de type fini sans torsion de G et ρ : Γ0 → G
un morphisme de groupes admissible. Notons

Γρ0 =
{

(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
le graphe de ρ. Le quotient Γρ0\(G × G)/∆G est compact si et seulement si le quo-
tient Γ0\G l’est.

Pour établir le théorème 3.3.1, nous utilisons l’existence d’un isomorphisme

(G×G)/∆G −→ G

(g, h) ∆G 7−→ gh−1

de (G×G)-variétés algébriques sur k, où G×G agit sur (G×G)/∆G par multi-
plication à gauche et sur G par

(g1, g2) · g = g1 g g
−1
2 .
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Cet isomorphisme induit un isomorphisme de (G×G)-ensembles sur les k-points.
Notons X l’arbre de Bruhat-Tits de G, muni de la distance d définie au para-

graphe 1.2, et x0 ∈ X le point donné par (1.4.5). Notons également ∂X le bord de X,
muni de la distance d définie au paragraphe 3.2.2. Pour démontrer l’implication di-
recte du théorème 3.3.1, nous introduisons certains points ζ−g ∈ ∂X obtenus à partir
de la décomposition de Cartan G = KZ+K.

3.3.1 Points de ∂X associés à la décomposition de Cartan
G = KZ+K

Pour tout élément hyperbolique g ∈ G, notons ξ+
g (resp. ξ−g ) son point fixe at-

tractif (resp. répulsif) dans ∂X. Notons ξ−Z+ le point fixe répulsif commun à tous les
éléments hyperboliques de Z+.

Pour tout g ∈ G, nous choisissons une décomposition de Cartan g = kgzg`g, où
kg, `g ∈ K et zg ∈ Z+, et posons

ζ−g = `−1
g · ξ−Z+ ∈ ∂X. (3.3.1)

Le lemme suivant montre que lorsque g est hyperbolique et µ(g) grand, le point ζ−g
est proche du point fixe répulsif ξ−g .

Lemme 3.3.2. Pour tout élément hyperbolique g ∈ G, on a

d(ξ−g , ζ
−
g ) ≤ q−µ(g)/2.

Démonstration. Soit g ∈ G un élément hyperbolique. Les points x0, prg−1(x0),
g−1 · prg−1(x0) et g−1 · x0 sont alignés dans cet ordre, donc g−1 · prg−1(x0) ∈ Dx0(ξ−g ).
D’autre part, comme K fixe x0, on a

g−1 · x0 = `−1
g z−1

g · x0 ∈ `−1
g ·Dx0(ξ−Z+) = Dx0(ζ−g ),

donc g−1 · prg−1(x0) ∈ Dx0(ζ−g ) car X est un arbre. On en déduit

d(ξ−g , ζ
−
g ) ≤ q−d(x0,g−1·prg−1 (x0)).

Or, d’après (1.4.5), (1.4.8) et (3.2.2) on a

d
(
x0, g

−1 · prg−1(x0)
)

= d(x0, g
−1 · x0)− d

(
g−1 · x0, g

−1 · prg−1(x0)
)

= µ(g)− d(x0,Ag) ≥
µ(g)

2
,

d’où le résultat.

L’intérêt d’introduire les points ζ−g est de contrôler la projection de Cartan de
certains éléments de G, comme dans le lemme suivant.
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Figure 3 – Illustration du lemme 3.3.3

Lemme 3.3.3. Pour tout élément hyperbolique g ∈ G et tout réel ε > 0, il existe des
constantes C,N ≥ 0 telles que pour tout γ ∈ G vérifiant d(ξ+

g , ζ
−
γ ) ≥ ε on ait

µ(γgn) ≥ µ(γ) + µ(gn)− C

pour tout entier n > N .

Démonstration. Soient ε ∈]0, 1] un réel et g ∈ G un élément hyperbolique. Posons

s = − logq ε ≥ 0

et montrons que C = 2s et N = s/λ(g) conviennent. La figure 3 illustre notre
raisonnement. Pour tout n ≥ 1, les points x0, prg(x0) et gn ·prg(x0) sont alignés dans
cet ordre sur la demi-droite géodésique Dx0(ξ+

g ), d’où

d
(
x0, g

n · prg(x0)
)
≥ d

(
prg(x0), gn · prg(x0)

)
= nλ(g). (3.3.2)

Soit γ ∈ G tel que d(ξ+
g , ζ

−
γ ) ≥ ε. L’intersection Dx0(ξ+

g ) ∩ Dx0(ζ−γ ) est un segment
géodésique dont l’une des extrémités est x0 ; notons x ∈ X son autre extrémité. On a
d(x0, x) ≤ s par hypothèse. Soit n > s/λ(g) un entier. D’après (3.3.2) on a

d(x0, g
n · prg(x0)) > d(x0, x),

donc les points x0, x et gn · x0 sont alignés dans cet ordre et par (1.4.5) on a

d(x, gn · x0) = µ(gn)− d(x0, x). (3.3.3)

Comme K fixe x0, on a γ−1 ·x0 = `−1
γ z−1

γ ·x0, et ce point appartient à `−1
γ ·Dx0(ξ−Z+) =

Dx0(ζ−γ ). Le point x appartient lui aussi à Dx0(ζ−γ ), donc

d(γ−1 · x0, x) =
∣∣d(x0, γ

−1 · x0)− d(x0, x)
∣∣.
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En utilisant (1.4.5) et (1.4.8), on obtient

d(γ−1 · x0, x) ≥ µ(γ)− d(x0, x). (3.3.4)

Or, x est le projeté de gn · x0 sur Dx0(ζ−γ ), donc les points γ−1 · x0, x et gn · x0 sont
alignés dans cet ordre, d’où

d(γ−1 · x0, g
n · x0) = d(γ−1 · x0, x) + d(x, gn · x0). (3.3.5)

En utilisant (1.4.5), (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) et le fait que G agit sur X par isométries,
on trouve

µ(γgn) = d(x0, γg
n · x0)

= d(γ−1 · x0, g
n · x0)

≥ µ(γ) + µ(gn)− 2 d(x0, x),

d’où le résultat puisque d(x0, x) ≤ s.

3.3.2 Démonstration de l’implication directe du théorème 3.3.1

Pour obtenir l’implication directe du théorème 3.3.1, nous raisonnons par contra-
position : il suffit de démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.3.4. Soient Γ0 un sous-groupe discret de type fini sans torsion de G
et ρ : Γ0 → G un morphisme de groupes admissible. Si Γ0 n’est pas cocompact dans G,
alors pour tout R > 0 il existe un élément gR ∈ G tel que µ(γ gR ρ(γ)−1) ≥ R pour
tout γ ∈ Γ0.

Pour démontrer la proposition 3.3.4, nous établissons l’existence d’un élément
hyperbolique g ∈ G tel que pour presque tout γ ∈ Γ0 r {1}, le point ζ−γ ∈ ∂X donné
par (3.3.1) soit suffisamment éloigné du point fixe attractif ξ+

g (lemme 3.3.5). Nous
utilisons ensuite le lemme 3.3.3.

Lemme 3.3.5. Soit Γ0 un sous-groupe discret de type fini sans torsion de G, non
cocompact dans G. Il existe un élément hyperbolique g ∈ G et un réel ε > 0 tels que
d(ξ+

g , ζ
−
γ ) ≥ ε pour presque tout γ ∈ Γ0 r {1}.

Démonstration. Comme Γ0 est discret, sans torsion, de type fini et non cocompact
dans G, son ensemble limite dans ∂X est un fermé strict de ∂X (cf. paragraphe 3.2.3).
Notons U le complémentaire dans ∂X de cet ensemble limite. Soit g ∈ G un élément
hyperbolique tel que ξ+

g ∈ U . Il existe un réel ε > 0 tel que{
ξ ∈ ∂X, d

(
ξ+
g , ξ
)
< 2ε

}
⊂ U .

Par définition on a alors d(ξ+
g , ξ

−
γ ) ≥ 2ε pour tout γ ∈ Γ0 r {1}. Le lemme 3.3.2

implique
d
(
ξ+
g , ζ

−
γ

)
≥ d

(
ξ+
g , ξ

−
γ

)
− d
(
ξ−γ , ζ

−
γ

)
≥ 2ε− q−µ(γ)/2
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pour tout γ ∈ Γ0r{1}. Or, l’application µ est propre et le groupe Γ0 discret dans G,
donc q−µ(γ)/2 ≤ ε pour presque tout γ ∈ Γ0 r {1}.

Nous pouvons à présent démontrer la proposition 3.3.4.

Démonstration de la proposition 3.3.4. Supposons Γ0 non cocompact dans G.
D’après les lemmes 3.3.3 et 3.3.5, il existe un élément hyperbolique g ∈ G et des
réels C,N ≥ 0 tels que pour tout γ ∈ Γ0 en dehors d’un certain ensemble fini F ,
on ait

µ(γgn) ≥ µ(γ) + µ(gn)− C (3.3.6)

pour tout entier n > N . Soit R > 0. Comme ρ est admissible, on a

µ(ρ(γ)) ≤ µ(γ)−R− C (3.3.7)

pour tout γ ∈ Γ0 en dehors d’un certain ensemble fini F ′. Posons

R′ = max
γ∈F∪F ′

(
µ(γ−1) + µ(ρ(γ))

)
.

Comme g est hyperbolique, la suite (µ(gn))n∈N tend vers l’infini avec n d’après (1.4.5),
(3.2.1) et (3.2.2). En particulier, il existe un entier n > N tel que µ(gn) ≥ R + R′.
Fixons un tel n > N et montrons que l’élément gR = gn convient. D’après (1.4.9),
(3.3.6) et (3.3.7), pour tout γ /∈ (F ∪ F ′) on a

µ
(
γgnρ(γ)−1

)
≥ µ(γgn)− µ(ρ(γ))

≥
(
µ(γ) + µ(gn)− C

)
−
(
µ(γ)−R− C

)
≥ R

et pour tout γ ∈ F ∪ F ′ on a

µ
(
γgnρ(γ)−1

)
≥ µ(gn)− µ(γ−1)− µ(ρ(γ))

≥ µ(gn)−R′ ≥ R.

Ceci achève la démonstration de la proposition 3.3.4.

3.3.3 Démonstration de l’implication réciproque du théorème 3.3.1

Pour terminer la démonstration du théorème 3.3.1 (et donc du théorème 3.1.1),
il suffit d’établir le résultat suivant.

Proposition 3.3.6. Soient Γ0 un réseau cocompact sans torsion de G et ρ : Γ0 → G
un morphisme de groupes admissible. Il existe une partie compacte C de G telle que

G =
{
γgρ(γ)−1, γ ∈ Γ0, g ∈ C

}
.
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Démonstration. Par cocompacité de Γ0 dans G et continuité de µ, il existe un
réel R > 0 tel que

G = Γ0 ·
{
g ∈ G, µ(g) ≤ R

}
.

Comme ρ est admissible, on a

µ(ρ(γ)) ≤ µ(γ)− 2R− 1

pour tout γ ∈ Γ0 en dehors d’un certain ensemble fini F . Posons R′ = maxγ∈F µ(γ)
et montrons que la partie

C =
{
g ∈ G, µ(g) ≤ R +R′

}
(qui est compacte par propreté de µ) convient. Pour cela, il suffit d’établir que pour
tout g ∈ G vérifiant µ(g) > R + R′ il existe γ ∈ Γ0 tel que µ(γgρ(γ)−1) ≤ µ(g)− 1 ;
on peut alors conclure par récurrence.

Soit g ∈ G tel que µ(g) > R+R′. D’après ce qui précède, il existe γ ∈ Γ0 tel que
µ(γg) ≤ R. Montrons que µ(γgρ(γ)−1) ≤ µ(g)− 1. D’après (1.4.9) on a

µ(γ−1) ≥ µ(g)− µ(γg) > R′,

donc γ−1 /∈ F , ce qui implique µ(ρ(γ)−1) ≤ µ(γ−1) − 2R − 1. En utilisant (1.4.8)
et (1.4.9), on trouve

µ(γ−1) ≤ µ(g) + µ(g−1γ−1) ≤ µ(g) +R

et
µ
(
γgρ(γ)−1

)
≤ µ(γg) + µ

(
ρ(γ)−1

)
≤ µ(γ−1)−R− 1 ≤ µ(g)− 1.

Ceci achève la démonstration de la proposition 3.3.6.

3.3.4 Le cas de rang supérieur

La description donnée par le théorème 3.1.1 est spécifique au rang un. En effet,
voici un exemple de quotient compact Γ\(G×G)/∆G où rang(G) ≥ 2 et où Γ est le
produit de deux sous-groupes infinis de G. Fixons un élément non carré β ∈ k r k2.
Soient Q la forme quadratique sur k4 donnée par

Q(x1, y1, x2, y2) = (x2
1 − β y2

1)− (x2
2 − β y2

2)

et G = SO(Q) le groupe spécial orthogonal de Q. Notons Q1 la restriction de Q
à k3 × {0} et soit H1 = SO(Q1) le groupe spécial orthogonal de Q1, vu comme
sous-groupe de G. Choisissons une racine carrée

√
β de β dans une clôture algé-

brique de k et notons σ l’élément non trivial du groupe de Galois de l’extension
quadratique k(

√
β)/k. Soient h la forme hermitienne sur k(

√
β)2 donnée par

h(z1, z2) = z1 σ(z1)− z2 σ(z2)
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et H2 = U(h) le groupe unitaire de h. En identifiant k(
√
β) à k2 par l’application qui

à tout x+
√
βy associe (x, y), on voit H2 comme un sous-groupe de G. Par un analogue

ultramétrique de [Ko1], prop. 4.9, le groupe H1 agit proprement et cocompactement
sur G/H2, donc H1 ×H2 agit proprement et cocompactement sur (G×G)/∆G. Or,
pour i ∈ {1, 2} le groupe Hi admet un réseau cocompact sans torsion Γi ([Lub],
th. A, et [Sel], lem. 8). Le groupe Γ = Γ1 × Γ2 agit alors librement, proprement et
cocompactement sur (G×G)/∆G.

3.4 Existence de quotients compacts par des sous-
groupes discrets Zariski-denses

Soient k un corps local ultramétrique et G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique semi-simple connexe de k-rang un. Dans cette partie, nous démontrons la
proposition 3.1.2, qui affirme l’existence de sous-groupes discrets de G×G agissant
librement, proprement et cocompactement sur (G×G)/∆G et qui sont Zariski-denses
dans G×G.

3.4.1 Un voisinage formé de morphismes admissibles

Soient X et X ′ deux arbres réels simpliciaux de valence ≥ 2 et Γ0 un sous-
groupe de Isom(X). Fixons des points x0 ∈ X et x′0 ∈ X ′. Nous dirons qu’un
morphisme de groupes ρ : Γ0 → Isom(X ′) est admissible si pour tout R > 0 on a
d(x′0, ρ(γ) · x′0) ≤ d(x0, γ · x0) − R pour presque tout γ ∈ Γ0. Cette condition ne
dépend pas du choix de x0 et x′0.

Pour démontrer la proposition 3.1.2, nous utilisons le résultat suivant en prenant
pour X et X ′ l’arbre de Bruhat-Tits de G.

Lemme 3.4.1. Soient X et X ′ deux arbres réels simpliciaux de valence ≥ 2 et Γ0

un sous-groupe discret de type fini sans torsion de Isom(X). Fixons un domaine
fondamental connexe D de X pour l’action de Γ0, posons

F =
{
γ ∈ Γ0, γ · D ∩ D 6= ∅

}
et notons δ > 0 la distance de D au complémentaire de

⋃
γ∈F γ·D dans X. Pour qu’un

morphisme de groupes ρ : Γ0 → Isom(X ′) soit admissible, il suffit qu’il existe x′0 ∈ X ′
tel que d(x′0, ρ(γ) · x′0) < δ pour tout γ ∈ F .

Le lemme 3.4.1 transpose dans le cadre des arbres réels simpliciaux un raison-
nement de Kobayashi sur les espaces riemanniens symétriques ([Ko5], th. 2.4), que
nous reproduisons ici pour la commodité du lecteur.

Démonstration. Fixons un point x0 dans l’intérieur de D. Soit γ ∈ Γ0. Notons n
la partie entière de d(x0, γ · x0)/δ et choisissons une suite (xi)i=1,...,n+1 de points du
segment géodésique [x0, γ ·x0] telle que xn+1 = γ ·x0 et telle que pour tout 0 ≤ i ≤ n
on ait d(xi, xi+1) < δ. Par récurrence, on construit une suite (γi)i=0,...,n d’éléments
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de Γ0 telle que xi+1 ∈ γ0 . . . γi · D pour tout 0 ≤ i ≤ n ; par définition de δ et comme
d(xi, xi+1) < δ, on a γi ∈ F pour tout i. D’autre part, on a xn+1 = γ ·x0 ∈ γ0 . . . γn ·D,
donc x0 appartient à la fois à l’intérieur de D et à (γ−1γ0 . . . γn) · D. Comme D est
un domaine fondamental de X pour Γ0, on a γ−1γ0 . . . γn = 1, i.e. γ = γ0 . . . γn. Si
`F : Γ0 → N désigne la longueur des mots associée à F , on a

`F(γ) ≤ n+ 1 ≤ d(x0, γ · x0)

δ
+ 1. (3.4.1)

Soit ρ : Γ0 → Isom(X ′) un morphisme de groupes. Supposons qu’il existe x′0 ∈ X ′
tel que

M := max
{
d(x′0, ρ(γ) · x′0), γ ∈ F

}
< δ

et montrons que ρ est admissible. Pour tout γ ∈ Γ0r{1}, on peut écrire γ = γ0 . . . γn,
où γi ∈ F pour tout i et où `F(γ) = n+ 1 ; on a alors

d(x′0, ρ(γ) · x′0) = d(x′0, ρ(γ0 . . . γn) · x′0)

≤
n∑
i=0

d
(
ρ(γ0 . . . γi−1) · x′0 , ρ(γ0 . . . γi) · x′0

)
=

n∑
i=0

d
(
x′0, ρ(γi) · x′0

)
,

où l’on a posé γ−1 = 1 et utilisé le fait que les éléments de ρ(Γ0) sont des isométries
de X ′. Avec (3.4.1), on obtient

d
(
x′0, ρ(γ) · x′0

)
≤ M · `F(γ) ≤ M

δ
d(x0, γ · x0) +M

pour tout γ ∈ Γ0. Or, pour tout R > 0 on a M
δ
d(x0, γ · x0) +M > d(x0, γ · x0)−R si

et seulement si d(x0, γ · x0) < M+R
1−M/δ

. L’ensemble des éléments γ ∈ Γ0 vérifiant cette
inégalité est fini car Γ0 est discret dans Isom(X) et l’action de Isom(X) sur X est
propre par définition de la topologie sur Isom(X). Ainsi, ρ est admissible.

3.4.2 Déformation de groupes discrets d’isométries d’arbres

Soient k un corps local ultramétrique et G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique semi-simple connexe de k-rang un. Il est bien connu que pour tout réseau
cocompact sans torsion Γ0 de G, il existe un voisinage V0 ⊂ Hom(Γ0, G) de l’inclusion
naturelle tel que pour tout σ ∈ V0, le groupe σ(Γ0) soit un réseau cocompact sans
torsion de G ([Lub], prop. 1.7 et th. 2.1). De plus, comme les applications λ et µ sont
continues à valeurs discrètes, pour toute partie finie F de Γ0 il existe un voisinage
VF ⊂ Hom(Γ0, G) de l’inclusion naturelle tel que pour tout σ ∈ VF on ait λ(σ(γ)) =
λ(γ) et µ(σ(γ)) = µ(γ) pour tout γ ∈ F .

Dans ce paragraphe, nous remarquons qu’il existe un voisinage V ⊂ Hom(Γ0, G)
de l’inclusion naturelle tel que pour tout σ ∈ V on ait λ(σ(γ)) = λ(γ) et µ(σ(γ)) =
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µ(γ) pour tout γ ∈ Γ0, sans restriction à une partie finie F . Nous nous plaçons dans le
cadre plus général des groupes discrets de type fini sans torsion d’isométries d’arbres
réels simpliciaux ; pour démontrer la proposition 3.1.2 nous prendrons pour X l’arbre
de Bruhat-Tits de G.

Lemme 3.4.2. Soit X un arbre réel simplicial de valence ≥ 2, soit Γ0 un sous-groupe
discret de type fini sans torsion de Isom(X) et soit XΓ0 le sous-arbre Γ0-minimal
de X. Pour tout domaine fondamental connexe D de XΓ0 pour l’action de Γ0, et pour
tout point x0 ∈ D, il existe un voisinage V ⊂ Hom(Γ0, G) de l’inclusion naturelle tel
que pour tout σ ∈ V,

– le morphisme σ soit injectif,
– le groupe σ(Γ0) soit discret dans Isom(X),
– l’action de σ(Γ0) sur X soit cocompacte si celle de Γ0 l’est, avec D comme
domaine fondamental,

– on ait λ(σ(γ)) = λ(γ) et d(x0, σ(γ) · x0) = d(x0, γ · x0) pour tout γ ∈ Γ0.

Rappelons que le sous-arbre Γ0-minimal XΓ0 est l’union des axes de translation
des éléments non triviaux de Γ0. Il est stable par Γ0, et l’action de Γ0 sur XΓ0 est
libre, propre et cocompacte. On a XΓ0 = X si et seulement si l’action de Γ0 sur X
est cocompacte (cf. paragraphe 3.2.3).

Démonstration. Soit D un domaine fondamental connexe (donc compact) de XΓ0

pour l’action de Γ0 et soit x0 ∈ D. L’ensemble F des éléments γ ∈ Γ0 tels que
γ · D ∩ D 6= ∅ est fini, donc

D1 =
⋃
γ∈F

γ · D

est un compact de X. Le fixateur (point par point) KD1 de D1 dans Isom(X) est
un voisinage de l’identité dans Isom(X), en tant qu’intersection des fixateurs des
extrémités des arêtes de X rencontrant D1. Par conséquent, l’ensemble

V =
{
σ ∈ Hom(Γ0, Isom(X)), σ(γ) ∈ γ KD1 ∀γ ∈ F

}
est un voisinage de l’inclusion naturelle dans Hom(Γ0, Isom(X)).

Pour voir que V vérifie les propriétés du lemme 3.4.2, il suffit de montrer que
pour tout σ ∈ V il existe une isométrie σ-équivariante fσ : XΓ0 → X fixant x0, qui
soit de plus surjective si l’action de Γ0 sur X est cocompacte. En effet, si une telle
isométrie fσ existe, alors σ est injectif, et σ(Γ0) est discret dans Isom(X) et agit
librement, proprement et cocompactement sur fσ(XΓ0), avec fσ(D) comme domaine
fondamental. Pour tout γ ∈ Γ0 r {1}, l’image par fσ de l’axe de translation Aγ de γ
est l’axe de translation Aσ(γ) de σ(γ), et λ(σ(γ)) = λ(γ). En particulier, le sous-
arbre σ(Γ0)-minimal Xσ(Γ0) de X est fσ(XΓ0). Enfin, comme fσ est une isométrie
σ-équivariante fixant x0, on a

d(x0, σ(γ) · x0) = d
(
fσ(x0), fσ(γ · x0)

)
= d(x0, γ · x0)

pour tout γ ∈ Γ0. Si l’action de Γ0 sur X est cocompacte, on a XΓ0 = X, et si de
plus fσ est surjective, on a Xσ(Γ0) = fσ(XΓ0) = X, donc l’action de σ(Γ0) sur X est
cocompacte.
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Fixons donc un morphisme σ ∈ V et établissons l’existence d’une isométrie
σ-équivariante fσ : XΓ0 → X fixant x0, qui soit de plus surjective si l’action de Γ0

sur X est cocompacte. Pour tout x ∈ D et tout γ ∈ Γ0 tels que γ · x ∈ D, on a
σ(γ) · x = γ · x ; on peut donc définir une application fσ : XΓ0 → X en posant
fσ(γ · x) = σ(γ) · x pour tout γ ∈ Γ0 et tout x ∈ D. Par construction, fσ est
σ-équivariante et fixe x0. Montrons que c’est une isométrie. Comme la restriction
de fσ à D1 est l’identité, comme fσ est σ-équivariante et comme Γ0 et σ(Γ0) sont des
groupes d’isométries, la restriction de fσ à tout translaté γ · D1, où γ ∈ Γ0, est une
isométrie. Comme les translatés par Γ0 de l’intérieur de D1 recouvrent XΓ0 , on en
déduit que fσ est une isométrie locale. Comme XΓ0 est un arbre, c’est une isométrie
globale (cf. remarque 4.2.7). Supposons l’action de Γ0 sur X cocompacte, c’est-à-dire
XΓ0 = X, et montrons que fσ est surjective. La réunion XD des translatés par σ(Γ0)
de D est ouverte dans X, en tant que réunion des translatés par σ(Γ0) de l’inté-
rieur de D1. Elle est également fermée car toute suite de points de XD qui converge
dans X est contenue à partir d’un certain rang dans une boule de X de diamètre ≤ r,
où r > 0 désigne la distance de D à X rD1, donc dans un translaté par σ(Γ0) de D1

(car σ(Γ0) est un groupe d’isométries). Par connexité de X, on a XD = X, et donc

fσ(X) =
⋃
γ∈Γ0

fσ(γ · D) =
⋃
γ∈Γ0

σ(γ) · fσ(D) = XD = X.

Ainsi, fσ : X → X est bien surjective dans ce cas. Ceci termine la démonstration.

Soient k un corps local et G l’ensemble des k-points d’un k-groupe algébrique
semi-simple connexe G. Si rangk(G) = 1, le lemme 3.4.2 s’applique aux déformations
des réseaux cocompacts sans torsion de G en prenant pour X l’arbre de Bruhat-Tits
de G. Notons que pour k de caractéristique nulle, l’existence de telles déformations
non triviales est spécifique au rang un : si rangk(G) ≥ 2, le théorème de super-
rigidité de Margulis implique la rigidité locale des réseaux cocompacts irréductibles
de G ([Ma3], th. VII.5.25.A).

3.4.3 Démonstration de la proposition 3.1.2

Soient X l’arbre de Bruhat-Tits de G et ` > 0 la longueur commune des arêtes
de X. En s’inspirant de la démonstration du théorème 2.1 de [Lub], par exemple,
on construit facilement un réseau cocompact sans torsion Γ0 de G admettant un
domaine fondamental connexe D dans X qui contient dans son intérieur le point x0

donné par (1.4.5) et tel que, en posant

F =
{
γ ∈ Γ0, γ · D ∩ D 6= ∅

}
,

la distance δ de D au complémentaire de
⋃
γ∈F γ · D dans X soit supérieure à 2`.

Soit F ′ une partie de F telle que F soit l’union disjointe de {1}, de F ′ et de F ′−1. Le
groupe Γ0 est libre, librement engendré par F ′, donc tout morphisme de Γ0 dans G
est entièrement déterminé par son image sur F ′.
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Soient γ1 6= γ2 deux éléments de F ′. Rappelons qu’un élément de G est dit
régulier si la composante neutre de son centralisateur dans G est un tore maximal
de G. L’ensemble des éléments réguliers de G est un ouvert de Zariski de G ([Bo2],
th. 12.3). Par conséquent, si l’on note V ⊂ Hom(Γ0, G) le voisinage de l’inclusion
naturelle donné par le lemme 3.4.2, alors V · γ1 contient un élément régulier γ′1.
Comme δ ≥ 2`, l’ensemble des éléments g ∈ G tels que 0 < λ(g) ≤ µ(g) < δ est un
ouvert non vide de G ; il contient donc un élément régulier γ′′1 . Par un résultat de Tits
([Ti3], prop. 4.4), la réunion des sous-groupes stricts de G×G qui contiennent (γ′1, γ

′′
1 )

et qui sont Zariski-fermés et Zariski-connexes est incluse dans un fermé de Zariski
strict F1 de G×G. Comme précédemment, l’ouvert de Zariski (G×G)rF1 contient
un élément régulier (γ′2, γ

′′
2 ) tel que γ′2 ∈ V · γ2 et 0 < λ(γ′′2 ) ≤ µ(γ′′2 ) < δ. Par

construction, le groupe engendré par (γ′1, γ
′′
1 ) et (γ′2, γ

′′
2 ) est Zariski-dense dans G×G

et sa projection sur chacun des facteurs de G×G est non bornée.
Soit σ : Γ0 → G le morphisme de groupes défini par σ(γi) = γ′i pour i ∈ {1, 2}

et σ(γ) = γ pour γ ∈ F ′ r {γ1, γ2}. Par construction, on a σ ∈ V . Pour tout
γ ∈ F ′ r {γ1, γ2}, choisissons un élément gγ ∈ G tel que µ(gγ) < δ. Soit ρ : Γ0 → G
le morphisme de groupes défini par ρ(γi) = γ′′i pour i ∈ {1, 2} et ρ(γ) = gγ pour
γ ∈ F ′ r {γ1, γ2}. Le groupe

Γ =
{

(σ(γ), ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
est Zariski-dense dans G×G et sa projection sur chacun des facteurs de G×G est
non bornée. Comme σ ∈ V , le morphisme σ est injectif, le groupe σ(Γ0) est un réseau
cocompact sans torsion de G de domaine fondamental D dans X et δ est la distance
de D au complémentaire de

⋃
γ∈F σ(γ) ·D dans X. Par construction on a µ(ρ(γ)) < δ

pour tout γ ∈ F ′, donc le morphisme ρ ◦ σ−1 : σ(Γ0) → G est admissible d’après le
lemme 3.4.1 et les égalités (1.4.5) et (1.4.8). Le théorème 3.1.1 assure que le groupe Γ
agit librement, proprement et cocompactement sur (G × G)/∆G, ce qui termine la
démonstration de la proposition 3.1.2.
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Chapitre 4

Déformation de quotients compacts
ultramétriques

4.1 Introduction

Soit k un corps local ultramétrique. Dans ce chapitre, nous nous intéressons en-
core une fois aux quotients compacts des espaces homogènes de la forme (G×G)/∆G

où G est l’ensemble des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de
k-rang un. Au chapitre 3 nous avons donné une description de ces quotients compacts.
De plus, en établissant l’existence de sous-groupes discrets Zariski-denses de G×G
agissant librement, proprement et cocompactement sur (G×G)/∆G, nous avons vu
qu’en déformant légèrement dans G×G un sous-groupe discret de type fini sans tor-
sion de la forme Γ0×{1}, son action restait libre, propre et cocompacte (lemmes 3.4.1
et 3.4.2). Dans ce chapitre, nous généralisons ce résultat aux déformations de tous
les sous-groupes discrets de type fini sans torsion de G×G agissant proprement sur
(G×G)/∆G.

Théorème 4.1.1. Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et Γ un sous-groupe
discret de type fini sans torsion de G × G agissant proprement sur (G × G)/∆G. Il
existe un voisinage U ⊂ Hom(Γ, G×G) de l’inclusion naturelle formé de morphismes
injectifs et tel que pour tout ϕ ∈ U , le groupe ϕ(Γ) soit discret dans G×G et agisse
proprement sur (G×G)/∆G.

On note ici Hom(Γ, G×G) l’ensemble des morphismes de groupes de Γ dansG×G,
muni de la topologie compacte-ouverte. Pour toute partie génératrice finie F de Γ,
une suite (ϕn) ∈ Hom(Γ, G × G)N converge vers un élément ϕ ∈ Hom(Γ, G × G) si
et seulement si ϕn(γ)→ ϕ(γ) pour tout γ ∈ F .

En utilisant la condition nécessaire et suffisante de cocompacité donnée par le
théorème 3.3.1 et le fait qu’en déformant légèrement un réseau cocompact sans torsion
de G on obtient encore un réseau cocompact sans torsion (lemme 3.4.2), on en déduit
le résultat suivant.
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Corollaire 4.1.2. Sous les hypothèses du théorème 4.1.1, si Γ agit proprement et
cocompactement sur (G × G)/∆G, il existe un voisinage U ⊂ Hom(Γ, G × G) de
l’inclusion naturelle formé de morphismes injectifs et tel que pour tout ϕ ∈ U , le
groupe ϕ(Γ) soit discret dans G × G et agisse proprement et cocompactement sur
(G×G)/∆G.

Rappelons qu’en caractéristique nulle, tout sous-groupe de type fini de G × G
est virtuellement sans torsion d’après le lemme de Selberg ([Sel], lem. 8) ; l’hypo-
thèse “ ‘sans torsion” dans le théorème 4.1.1 et le corollaire 4.1.2 n’est donc pas très
contraignante lorsque k est un corps p-adique.

Le corollaire 4.1.2 est un analogue ultramétrique d’un résultat connu pour SL2(R),
dont nous donnons une nouvelle démonstration au chapitre 5. Notons que pour
SL2(C), ou plus généralement pour un groupe réel semi-simple G de rang réel un
non localement isomorphe à SL2(R), le corollaire 4.1.2 n’est connu que dans le cas
très particulier où Γ est contenu dans l’un des deux facteurs de G × G. Ceci est
dû à Ghys ([Ghy], lem. 2.1) pour G = SL2(C), à Kobayashi ([Ko5], th. 2.4) pour
G réel semi-simple quelconque de rang réel un ; c’est également une conséquence du
théorème 6.1.1 que nous démontrons au chapitre 6.

4.1.1 Stratégie de démonstration

Le théorème 4.1.1 découle d’un résultat général sur les groupes d’isométries
d’arbres réels simpliciaux (proposition 4.2.1). Plus précisément, pour tout arbre réel
simplicial X et toute isométrie g ∈ Isom(X), notons

λ(g) = inf
x∈X

d(x, g · x) ≥ 0 (4.1.1)

la longueur de translation de g, où d désigne la distance de X. L’application
λ : Isom(X)→ R+ ainsi définie est continue pour la topologie compacte-ouverte. Par
exemple, si X est l’arbre de Bruhat-Tits de G = SL2(k), on a λ(g) = |ω(ag)−ω(a′g)|
pour tout g ∈ G, où ag et a′g désignent les deux valeurs propres de g et ω une va-
luation (additive) fixée sur k. Pour tout arbre réel simplicial X et tout sous-groupe
discret sans torsion Γ0 de Isom(X), on a λ(γ) > 0 pour tout γ ∈ Γ0 r {1}. Quitte
à remplacer X par le sous-arbre formé des axes de translation des éléments non tri-
viaux de Γ0, on peut supposer que le quotient Γ0\X est compact. Dans la partie 4.2,
nous montrons que dans ce cas, pour tout arbre réel simplicial X ′ et tout morphisme
de groupes ρ : Γ0 → Isom(X ′), la borne supérieure des quotients λ(ρ(γ))/λ(γ),
où γ ∈ Γ0 r {1}, est égale à la plus petite constante de Lipschitz d’une application
f : X → X ′ qui est ρ-équivariante, au sens où

f(γ · x) = ρ(γ) · f(x)

pour tout γ ∈ Γ0 et tout x ∈ X. Nous montrons que cette borne supérieure est
atteinte sur une partie finie F de Γ0 r {1} indépendante de X ′ et de ρ, ce qui
généralise un résultat non publié de T. White sur l’outre-espace, dont une preuve a
été donnée par Francaviglia et Martino [FM]. Nous en déduisons le résultat suivant.
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Théorème 4.1.3. Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et Γ0 un sous-groupe
discret de type fini sans torsion de G. Pour tout morphisme de groupes ρ : Γ0 → G,
notons Cµ

ρ ≥ 0 la borne inférieure des réels C ≥ 0 tels que l’ensemble
{µ(ρ(γ))− Cµ(γ), γ ∈ Γ0} ⊂ R soit majoré.

1. Il existe une partie finie F de Γ0r{1} telle que pour tout morphisme ρ : Γ0 → G
on ait

Cµ
ρ = sup

γ∈Γ0r{1}

λ(ρ(γ))

λ(γ)
= max

γ∈F

λ(ρ(γ))

λ(γ)
,

où λ : G→ R+ désigne l’application définie par (4.1.1) pour l’action de G sur
son arbre de Bruhat-Tits.

2. Un morphisme ρ : Γ0 → G est admissible si et seulement si Cµ
ρ < 1.

Ainsi, le caractère admissible d’un morphisme ρ : Γ0 → G dépend d’un nombre
fini de conditions ouvertes, ce qui prouve que l’ensemble des morphismes admissibles
est ouvert dans Hom(Γ0, G). Ceci implique le théorème 4.1.1 grâce à une propriété
des déformations des sous-groupes discrets de type fini sans torsion de G déjà vue
au chapitre 3 (lemme 3.4.2).

Notons que la condition suffisante du point 2 est immédiate sachant que µ est
propre et Γ0 discret : le morphisme ρ est admissible dès que Cµ

ρ < 1. Réciproquement,
si ρ est admissible on a l’inégalité large Cµ

ρ ≤ 1. Toute la difficulté du point 2 tient
au fait que nous voulons obtenir une inégalité stricte.

4.1.2 Un résultat complémentaire

Une autre application du théorème 4.1.3 est la suivante.

Corollaire 4.1.4. Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et Γ0 un réseau cocompact
sans torsion de G. Il n’existe pas de morphisme de groupes admissible ρ : Γ0 → G
qui soit injectif d’image discrète.

Le corollaire 4.1.4 est également valable pour k = R et G = SL2(R) comme consé-
quence de l’existence, due à Thurston [Thu], d’une “distance asymétrique” sur l’espace
de Teichmüller de Γ0\H2 (cf. chapitre 5). Pour démontrer le corollaire 4.1.4 pour un
corps local k ultramétrique, nous remplaçons l’espace de Teichmüller de Γ0\H2 par
l’outre-espace OSn de rang n égal au rang du groupe libre Γ0 (cf. partie 4.4).

Voici le plan du chapitre. La partie 4.2 établit le résultat général sur les groupes
d’isométries d’arbres réels simpliciaux que nous avons évoqué ci-dessus (proposi-
tion 4.2.1). Nous en déduisons les théorèmes 4.1.3 puis 4.1.1 dans la partie 4.3. Enfin,
dans la partie 4.4 nous décrivons le lien entre la proposition 4.2.1 et l’outre-espace
et démontrons le corollaire 4.1.4.
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4.2 Longueurs de translation et constantes de Lip-
schitz

Reprenons les notations du paragraphe 3.2. Le but de cette partie est de démon-
trer le résultat suivant.

Proposition 4.2.1. Soient X et X ′ deux arbres réels simpliciaux de valence ≥ 2,
soit Γ0 un sous-groupe discret sans torsion de Isom(X) tel que le quotient Γ0\X soit
un graphe fini, et soit ρ : Γ0 → Isom(X ′) un morphisme de groupes.

1. Il existe une application ρ-équivariante et lipschitzienne de X dans X ′.

2. La borne inférieure Cρ ≥ 0 des constantes de Lipschitz de telles applications
est atteinte.

3. Fixons un point x0 ∈ X et soit F le sous-ensemble fini de Γ0 r {1} formé des
éléments γ tels que d(x0, γ · x0) ≤ 4L0, où L0 désigne la somme des longueurs
des arêtes de Γ0\X. On a

sup
γ∈Γ0r{1}

λ
(
ρ(γ)

)
λ(γ)

= max
γ∈F

λ
(
ρ(γ)

)
λ(γ)

= Cρ.

On dit ici que f : X → X ′ est ρ-équivariante si f(γ · x) = ρ(γ) · f(x) pour tout
γ ∈ Γ0 et tout x ∈ X. On note d la distance sur X ou X ′.

Remarquons que l’hypothèse que Γ0 est un sous-groupe discret sans torsion
de Isom(X) tel que Γ0\X soit un graphe fini est équivalente à l’hypothèse que Γ0 est
un groupe libre de type fini agissant sur X librement, minimalement, par isométries
(cf. paragraphe 3.2.3).

Notons que pour tout élément γ ∈ Γ0 r {1}, tout point x ∈ X sur l’axe de
translation Aγ et toute application ρ-équivariante et C-lipschitzienne f : X → X ′,
on a

λ(ρ(γ)) ≤ d
(
f(x), ρ(γ) · f(x)

)
= d

(
f(x), f(γ · x)

)
≤ C d(x, γ · x) = C λ(γ).

L’inégalité

sup
γ∈Γ0r{1}

λ
(
ρ(γ)

)
λ(γ)

≤ Cρ (4.2.1)

en résulte immédiatement. Le point 3 de la proposition 4.2.1 affirme que cette inéga-
lité est une égalité et que la borne supérieure dans le terme de gauche est atteinte
sur un sous-ensemble fini F indépendant de ρ.

Dans le cas particulier où ρ est injectif d’image discrète et cocompacte, ce résultat
est équivalent à un résultat de T. White obtenu en étudiant une certaine “distance
asymétrique” sur l’outre-espace ([FM], prop. 3.15) : nous renvoyons à la partie 4.4
pour plus de détails. Nous nous inspirons de la preuve de White, qui nous a été
aimablement communiquée par Mladen Bestvina.
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4.2.1 Applications équivariantes affines par morceaux

Pour démontrer la proposition 4.2.1, il nous suffira de considérer des applications
ρ-équivariantes f : X → X ′ qui sont affines par morceaux, au sens où pour toute
arête e de X il existe une constante Ce ≥ 0 telle que

d
(
f(x1), f(x2)

)
= Ce d(x1, x2) (4.2.2)

pour tous x1, x2 ∈ e.

Remarque 4.2.2. Une application f : X → X ′ affine par morceaux est entièrement
déterminée par les images par f des sommets de X.

Le point 1 de la proposition 4.2.1 est facile.

Démonstration du point 1 de la proposition 4.2.1. Montrons qu’il existe une
application ρ-équivariante et affine par morceaux de X dans X ′. Comme Γ0\X est
un graphe fini, il existe un système fini S de représentants de l’ensemble des sommets
de X modulo l’action de Γ0. Pour tout s ∈ S, choisissons un point x′s ∈ X ′. D’après
la remarque 4.2.2, il existe une unique application affine par morceaux f : X → X ′

telle que f(γ · s) = ρ(γ) · x′s pour tout γ ∈ Γ0 et tout s ∈ S. Cette application est
ρ-équivariante.

D’autre part, toute application ρ-équivariante et affine par morceaux f : X → X ′

est lipschitzienne. En effet, comme Γ0\X est un graphe fini, il existe un système fini E
de représentants de l’ensemble des arêtes de X modulo l’action de Γ0. L’application
f est lipschitzienne de constante maxe∈E Ce, où Ce est donnée par (4.2.2).

4.2.2 Une constante de Lipschitz minimale

Dans le cas particulier où ρ est injectif d’image discrète et cocompacte, le quo-
tient ρ(Γ0)\X ′ est un graphe fini. Toute application ρ-équivariante et lipschitzienne
de X dans X ′ induit une application lipschitzienne de Γ0\X dans ρ(Γ0)\X ′, et ré-
ciproquement toute application lipschitzienne de Γ0\X dans ρ(Γ0)\X ′ se relève en
une application ρ-équivariante et lipschitzienne de X dans X ′ ; les constantes de Lip-
schitz sont préservées. Le point 2 de la proposition 4.2.1 est alors une conséquence
immédiate du théorème d’Ascoli.

Le cas général est plus compliqué : un argument supplémentaire est nécessaire
pour montrer que l’on peut se ramener à des applications à valeurs dans un compact
de X ′ et appliquer le théorème d’Ascoli. Nous allons distinguer plusieurs cas selon le
nombre de points fixes du groupe ρ(Γ0) dans ∂X ′. Commençons par un lemme.

Lemme 4.2.3. Soient X ′ un arbre réel simplicial, g1, . . . , gn ∈ Isom(X ′) des isomé-
tries sans point fixe commun dans X ′ et R′ ≥ 0 un réel. Posons

C =
{
x′ ∈ X ′, d(x′, gi · x′) ≤ R′ ∀i

}
.

– Si les gi n’admettent pas de point fixe commun dans ∂X ′, alors C est compact.
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– Si les gi admettent un unique point fixe commun ξ′ dans ∂X ′, il existe un entier
1 ≤ i0 ≤ n tel que gi0 soit hyperbolique ainsi qu’une sous-demi-droite géodé-
sique D de l’axe de translation Agi0 , d’extrémité ξ′, telle que d(x′, D) ≤ R′/2
pour tout x′ ∈ C.

– Si les gi admettent deux points fixes communs dans ∂X ′, il existe un entier
1 ≤ i0 ≤ n tel que gi0 soit hyperbolique et l’on a d(x′,Agi0 ) ≤ R′/2 pour
tout x′ ∈ C.

Démonstration. Pour tout i, si gi est hyperbolique, notons X ′i l’axe de translation
de gi dans X ′. Si gi est elliptique, notons X ′i l’ensemble des points fixes de gi dans X ′ ;
c’est un sous-arbre de X ′ et les points fixes de gi dans ∂X ′ sont exactement les
extrémités à l’infini des demi-droites géodésiques incluses dans X ′i. D’après (3.2.2)
et (3.2.3), on a d(x′, X ′i) ≤ R′/2 pour tout x′ ∈ C et tout 1 ≤ i ≤ n.

Supposons que les gi n’admettent pas de point fixe commun dans ∂X ′ et qu’ils
soient tous elliptiques. Alors l’intersection des X ′i est vide car les gi n’admettent pas
de point fixe commun dans X ′ par hypothèse. Comme X ′ est un arbre, il existe
deux entiers i1 et i2 tels que X ′i1 ∩ X

′
i2

= ∅. Pour tout x′ ∈ C, nous avons vu que
d(x′, X ′i) ≤ R′/2 pour tout i. On en déduit facilement que d(x′, x′′) ≤ R′/2 pour
tout x′ ∈ C, où x′′ désigne le projeté de X ′i1 sur X ′i2 . Ainsi, le fermé C est borné, donc
compact.

Supposons que les gi n’admettent pas de point fixe commun dans ∂X ′ et qu’il
existe un entier 1 ≤ i0 ≤ n tel que gi0 soit hyperbolique. Alors l’intersection des X ′i
est un sous-ensemble convexe fermé de la droite géodésique X ′i0 . Il ne contient pas
de demi-droite géodésique par hypothèse, donc c’est un segment géodésique I, dé-
fini comme l’intersection de deux sous-demi-droites géodésiques D1 et D2 de X ′i0 .
Comme X ′ est un arbre, il existe deux entiers i1 et i2 tels que X ′i0 ∩ X

′
i1
⊂ D1

et X ′i0 ∩ X
′
i2
⊂ D2. Pour tout x′ ∈ C, nous avons vu que d(x′, X ′i) ≤ R′/2 pour

tout i. Si l’on avait d(x′, D1) > R′/2, le projeté de x′ sur X ′i1 serait l’extrémité
dans X ′ de la demi-droite D1 et l’on aurait d(x′, X ′i1) = d(x′, D1) > R′/2, d’où
une contradiction. Par conséquent, on a d(x′, D1) ≤ R′/2 pour tout x′ ∈ C, et de
même d(x′, D2) ≤ R′/2 pour tout x′ ∈ C. Comme X ′ est un arbre, on en déduit
d(x′, I) ≤ R′/2 pour tout x′ ∈ C. Ainsi, le fermé C est borné, donc compact.

Supposons que les gi admettent un unique point fixe commun ξ′ dans ∂X ′. Si
tous les gi étaient elliptiques, il existerait une demi-droite géodésique d’extrémité ξ′
fixée (point par point) par tous les gi, ce qui contredirait le fait que les gi n’ont
pas de point fixe commun dans X ′. Par conséquent, il existe un entier 1 ≤ i0 ≤ n
tel que gi0 soit hyperbolique. L’intersection des X ′i est un sous-ensemble convexe
de la droite géodésique X ′i0 ; comme les gi admettent ξ′ comme unique point fixe
commun dans ∂X ′, cette intersection est une sous-demi-droite géodésique D de X ′i0
d’extrémité ξ′. Considérons un entier 1 ≤ i1 ≤ n tel que X ′i0 ∩ X

′
i1

= D. Pour tout
x′ ∈ C, nous avons vu que d(x′, X ′i) ≤ R′/2 pour tout i. Si l’on avait d(x′, D) > R′/2,
le projeté de x′ sur X ′i1 serait l’extrémité dans X ′ de la demi-droite D et l’on aurait
d(x′, X ′i1) = d(x′, D) > R′/2, d’où une contradiction. Ainsi, on a d(x′, D) ≤ R′/2
pour tout x′ ∈ C.

68



Supposons que les gi admettent deux points fixes communs dans ∂X ′. Par le même
argument que ci-dessus, il existe un entier 1 ≤ i0 ≤ n tel que gi0 soit hyperbolique.
D’après ce qui précède, on a d(x′, X ′i0) ≤ R′/2 pour tout x′ ∈ C.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le point 2 de la proposi-
tion 4.2.1.

Démonstration du point 2 de la proposition 4.2.1. Si le groupe ρ(Γ0) admet
un point fixe x′ dans X ′, alors l’application constante f : X → X ′ d’image {x′} est
ρ-équivariante, de constante de Lipschitz nulle donc minimale. Dans tout le reste de
la démonstration, nous supposerons donc ρ(Γ0) sans point fixe dans X ′. Soit D un
domaine fondamental connexe pour l’action de Γ0 sur X. L’ensemble

F =
{
γ ∈ Γ0, γ · D ∩ D 6= ∅

}
est un système générateur fini de Γ0. Comme X est un arbre, pour tout γ ∈ F r {1}
il existe un unique couple (xγ, yγ) de points de D tels que γ · xγ = yγ. Fixons un
réel C > Cρ. La restriction de X à D induit une bijection entre l’ensemble S des
applications ρ-équivariantes et C-lipschitziennes f : X → X ′ et l’ensemble SD des
applications C-lipschitziennes f ′ : D → X ′ telles que f ′(yγ) = ρ(γ) · f ′(xγ) pour tout
γ ∈ F r {1}. Cette bijection préserve les constantes de Lipschitz. Notons que SD
est fermé dans l’ensemble des applications continues de D dans X ′ et uniformément
équicontinu pour la topologie de la convergence uniforme. Pour pouvoir appliquer
le théorème d’Ascoli, nous allons nous ramener à un sous-ensemble de SD formé
d’applications à valeurs dans un compact fixé de X ′, en distinguant plusieurs cas
selon le nombre de points fixes de ρ(Γ0) dans ∂X ′. Commençons par remarquer que
si l’on pose

R = max
{
d(x, γ · x), x ∈ D, γ ∈ F

}
> 0,

alors pour tout f ′ ∈ SD l’image f ′(D) est incluse dans le fermé

C = {x′ ∈ X ′, d(x′, ρ(γ) · x′) ≤ CR ∀γ ∈ F}.

Si ρ(Γ0) n’a pas de point fixe dans ∂X ′, alors C est compact d’après le lemme 4.2.3.
On peut donc appliquer directement le théorème d’Ascoli, qui affirme que l’en-
semble SD est compact pour la topologie de la convergence uniforme. On en déduit
l’existence d’un élément f ′ ∈ SD, et donc d’un élément f ∈ S, de constante de
Lipschitz Cρ minimale.

Supposons que ρ(Γ0) admette un unique point fixe ξ′ dans ∂X ′. D’après le
lemme 4.2.3, il existe une isométrie hyperbolique g ∈ ρ(F) et une sous-demi-droite
géodésique D de l’axe de translation Ag, d’extrémité ξ′, telle que d(f ′(x), D) ≤ CR/2
pour tout f ′ ∈ SD et tout x ∈ D. Quitte à remplacer g par g−1, on peut supposer que
ξ′ est le point fixe répulsif de g dans ∂X ′. Soit (f ′n)n∈N une suite d’éléments de SD
dont la constante de Lipschitz tend vers Cρ. Si l’on note x′0 l’extrémité de D dans X ′,
alors pour tout n ∈ N il existe un entier mn ∈ N tel que gmn · f ′n(D) soit inclus dans
le compact

C ′ =
{
x′ ∈ X ′, d(x′, x′0) ≤ λ(g) +

CR

2

}
.
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Pour tout γ ∈ Γ0, la suite (gmnρ(γ)g−mn)n∈N est bornée : en effet, comme ρ(γ)
fixe ξ′ ∈ ∂X ′ par hypothèse, il existe une demi-droite Dγ incluse dans D telle
que ρ(γ)·Dγ ⊂ D ; pour tout x′ ∈ Dγ on a gmnρ(γ)g−mn ·x′ = ρ(γ)·x′ pour tout n ∈ N,
donc (gmnρ(γ)g−mn)n∈N est bornée par définition de la topologie sur Isom(X ′) (cf.
partie 3.2). Quitte à extraire une sous-suite, on peut donc supposer que pour tout
γ ∈ F la suite (gmnρ(γ)g−mn)n∈N converge. En particulier, il existe un entier N ∈ N
tel que pour tout n ≥ N et tout γ ∈ F , les isométries gmnρ(γ)g−mn et gmNρ(γ)g−mN

coïncident sur le compact C ′. Pour tout n ≥ N et tout γ ∈ F r {1} on a alors(
gmn−mN · f ′n

)
(yγ) = gmn−mNρ(γ) · f ′n(xγ)

= g−mN
(
gmnρ(γ)g−mn

)
·
(
gmn · f ′n(xγ)

)
= g−mN

(
gmNρ(γ)g−mN

)
·
(
gmn · f ′n(xγ)

)
= ρ(γ) ·

(
gmn−mN · f ′n

)
(xγ).

Comme de plus g est une isométrie de X ′, l’application gmn−mN ·f ′n a même constante
de Lipschitz que f ′n ; elle appartient donc à SD pour tout n ≥ N . L’image de
gmn−mN · f ′n étant incluse dans le compact g−mN · C ′, on peut appliquer le théo-
rème d’Ascoli, qui affirme que la suite (gmn−mN · f ′n)n∈N est d’adhérence compacte
dans le fermé SD pour la topologie de la convergence uniforme. En particulier, cette
suite admet une sous-suite qui converge vers un certain f ′ ∈ SD. Comme la constante
de Lipschitz de f ′n tend vers Cρ, celle de gmn−mN · f ′n aussi, et f ′ est de constante de
Lipschitz Cρ minimale.

Le cas où ρ(Γ0) admet deux points fixes ξ′1 et ξ′2 dans ∂X ′ se traite de manière
analogue. Plus précisément, d’après le lemme 4.2.3, il existe une isométrie hyperbo-
lique g ∈ ρ(F) telle que d(f ′(x),Ag) ≤ CR/2 pour tout f ′ ∈ SD et tout x ∈ D.
Soit (f ′n)n∈N une suite d’éléments de SD dont la constante de Lipschitz tend vers Cρ.
Si x′0 désigne un point quelconque fixé de Ag, alors pour tout n ∈ N il existe un
entier mn ∈ Z tel que gmn · f ′n(D) soit inclus dans le compact

C ′ =
{
x′ ∈ X ′, d(x′, x′0) ≤ λ(g) +

CR

2

}
.

Pour tout γ ∈ Γ0, la suite (gmnρ(γ)g−mn)n∈N est bornée : en effet, la droite Ag
est (globalement) stable par ρ(γ) car ρ(γ) fixe ses extrémités ξ′1, ξ′2 ∈ ∂X ′ par hy-
pothèse ; pour tout x′ ∈ Ag on a gmnρ(γ)g−mn · x′ = ρ(γ) · x′ pour tout n ∈ N,
donc (gmnρ(γ)g−mn)n∈N est bornée par définition de la topologie sur Isom(X ′) (cf.
partie 3.2). On conclut comme dans le cas où ρ(Γ0) n’admet qu’un seul point fixe
dans ∂X ′.

Remarque 4.2.4. La constante de Lipschitz minimale Cρ est atteinte par une ap-
plication affine par morceaux.

En effet, si f : X → X ′ est une application ρ-équivariante et Cρ-lipschitzienne,
alors l’application affine par morceaux fa : X → X ′ telle que fa(s) = f(s) pour
tout sommet s de X (donnée par la remarque 4.2.2) est encore ρ-équivariante et
Cρ-lipschitzienne.
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4.2.3 Arêtes f-maximales

Fixons désormais deux arbres réels simpliciaux X et X ′ de valence ≥ 2, un sous-
groupe discret sans torsion Γ0 de Isom(X) tel que le quotient Γ0\X soit un graphe
fini, et un morphisme de groupes ρ : Γ0 → Isom(X ′). Soit Cρ ≥ 0 la constante
de Lipschitz minimale donnée par le point 2 de la proposition 4.2.1. Fixons une
application ρ-équivariante, affine par morceaux et Cρ-lipschitzienne f : X → X ′.

Nous dirons qu’une arête e de X est f -maximale si la restriction de f à e est
affine de constante Cρ. Comme f est ρ-équivariante et comme Γ0 et ρ(Γ0) sont des
groupes d’isométries, une arête e de X est f -maximale si et seulement si l’arête γ · e
est f -maximale pour tout γ ∈ Γ0. En particulier, la notion d’arête f -maximale passe
au quotient Γ0\X.

Pour toutes arêtes e1 et e2 de X incidentes en un sommet s, notons e1 ∼f e2

si f(e1) ∩ f(e2) est d’intérieur non vide dans X ′. Ceci définit une relation d’équi-
valence ∼f sur l’ensemble des arêtes de X d’extrémité s. Comme précédemment,
cette relation induit une relation d’équivalence ∼f sur l’ensemble des arêtes de Γ0\X
incidentes en s, où s désigne l’image de s dans Γ0\X.

Pour démontrer le point 3 de la proposition 4.2.1, nous aimerions prouver l’exis-
tence d’un élément γ ∈ F tel que f soit affine de constante Cρ sur l’axe de transla-
tion Aγ. Pour cela, nous verrons qu’il suffit de prouver l’existence d’un lacet de Γ0\X
passant au plus deux fois par chaque sommet de Γ0\X, entièrement formé d’arêtes
f -maximales et dont deux arêtes consécutives appartiennent toujours à des classes
d’équivalence différentes pour la relation ∼f . L’existence d’un tel lacet sera assurée
si f vérifie une certaine condition de minimalité : il suffira que le nombre d’arêtes
f -maximales dans le graphe fini Γ0\X soit minimal (au sens où pour toute applica-
tion ρ-équivariante, affine par morceaux et Cρ-lipschitzienne g : X → X ′, le nombre
d’arêtes g-maximales de Γ0\X est supérieur au nombre d’arêtes f -maximales). Avant
de démontrer l’existence d’un tel lacet (lemme 4.2.6), commençons par établir qu’une
condition nécessaire est vérifiée.

Lemme 4.2.5. Supposons que le nombre d’arêtes f -maximales de Γ0\X est minimal.
En tout sommet de X qui est extrémité d’une arête f -maximale, il existe au moins
deux classes d’équivalence d’arêtes f -maximales pour la relation ∼f .

Démonstration. Soit s0 un sommet de X. Supposons par l’absurde que toutes
les arêtes f -maximales d’extrémité s0 appartiennent à la même classe d’équivalence
pour la relation ∼f : cela signifie qu’il existe un segment géodésique I d’intérieur
non vide dans X ′, d’extrémité f(s0), qui est contenu dans l’image f(e) de toute arête
f -maximale e d’extrémité s0. D’après la remarque 4.2.2, pour tout x′ ∈ I il existe une
unique application affine par morceaux fx′ : X → X ′ telle que fx′(γ · s0) = ρ(γ) · x′
pour tout γ ∈ Γ0 et fx′(s) = f(s) pour tout sommet s /∈ Γ0·s0 ; elle est ρ-équivariante.
Montrons que pour x′ ∈ I r {f(s0)} suffisamment proche de f(s0), l’application fx′
est Cρ-lipschitzienne et l’ensemble des arêtes fx′-maximales est strictement inclus
dans l’ensemble des arêtes f -maximales, ce qui contredira la minimalité de Cρ et du
nombre d’arêtes f -maximales de Γ0\X.
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Si e est une arête de X dont les extrémités n’appartiennent pas à l’orbite Γ0 · s0,
alors la restriction de fx′ à e est égale à la restriction de f à e. En particulier, e est
fx′-maximale si et seulement si elle est f -maximale.

Soit e une arête de X d’extrémités s0 et s /∈ Γ0 · s0. La restriction de f (resp.
de fx′) à e est affine de constante

d(f(s0), f(s))

d(s0, s)

(
resp.

d(x′, f(s))

d(s0, s)

)
.

Si e n’est pas f -maximale, alors e n’est pas fx′-maximale pour x′ suffisamment proche
de f(s0), par continuité de l’application x′ 7→ d(x′, f(s)). Si e est f -maximale, alors
pour x′ ∈ Ir{f(s0)} on a d(x′, f(s)) < d(f(s0), f(s)) donc e n’est pas fx′-maximale.

Soit e une arête de X d’extrémités s0 et γ · s0, où γ ∈ Γ0 r {1}. La restriction
de f (resp. de fx′) à e est affine de constante

d(f(s0), ρ(γ) · f(s0))

d(s0, γ · s0)

(
resp.

d(x′, ρ(γ) · x′)
d(s0, γ · s0)

)
.

Si e n’est pas f -maximale, alors e n’est pas fx′-maximale pour x′ suffisamment proche
de f(s0), par continuité de l’application x′ 7→ d(x′, ρ(γ) · x′). Supposons que e est
f -maximale et montrons que e n’est pas fx′-maximale pour x′ ∈ Ir{f(s0)}. Comme e
est f -maximale, γ−1 · e l’est aussi, donc l’intersection f(γ−1 · e)∩ f(e) contient I. Or,

f(γ−1 · e) ∩ f(e) = [ρ(γ)−1 · f(s0), f(s0)] ∩ [f(s0), ρ(γ) · f(s0)]

est le plus court chemin entre f(s0) et X ′ρ(γ), où X ′ρ(γ) désigne soit l’axe de trans-
lation, soit l’ensemble des points fixes de ρ(γ) dans X ′, selon que ρ(γ) est hyper-
bolique ou elliptique (cf. paragraphe 3.2.1). Pour tout x′ ∈ I r {f(s0)} on a donc
d(x′, X ′ρ(γ)) < d(f(s0), X ′ρ(γ)). D’après (3.2.2) et (3.2.3), ceci implique

d(x′, ρ(γ) · x′) = λ(ρ(γ)) + 2 d(x′, X ′ρ(γ))

< λ(ρ(γ)) + 2 d(f(s0), X ′ρ(γ))

= d(f(s0), ρ(γ) · f(s0)).

Ainsi, e n’est pas fx′-maximale, ce qui termine la démonstration du lemme 4.2.5.

4.2.4 Un lacet d’étirement maximal

Démontrons à présent, sous l’hypothèse de minimalité précédente, l’existence d’un
élément γ ∈ Γ0r{1} tel que f soit affine de constante Cρ sur l’axe de translation Aγ
et tel que le lacet image de Aγ dans Γ0\X passe au plus deux fois par chaque sommet.

Lemme 4.2.6. Supposons que le nombre d’arêtes f -maximales de Γ0\X est minimal.
Il existe un élément γ ∈ Γ0 r {1} dont l’image dans Γ0\X de l’axe de translation Aγ
est un lacet passant au plus deux fois par chaque sommet de Γ0\X, dont toutes les
arêtes sont f -maximales et dont deux arêtes consécutives appartiennent toujours à
des classes d’équivalence différentes pour la relation ∼f .
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Figure 4 – Illustration du lemme 4.2.6, dans Γ0\X

Démonstration. Notons Lf l’ensemble des lacets de Γ0\X dont toutes les arêtes
sont f -maximales et dont deux arêtes consécutives appartiennent toujours à des
classes d’équivalence différentes pour la relation ∼f . Pour toute arête e (resp. pour
tout sommet s) de X, notons e (resp. s) son image dans Γ0\X.

Commençons par montrer que Lf admet un élément non trivial. Soit e0 une
arête f -maximale de X, d’extrémités s0 et s1. Le lemme 4.2.5 permet de construire
par récurrence une suite (sn)n∈N de sommets de X telle que pour tout n ∈ N, les
sommets sn et sn+1 soient les deux extrémités d’une même arête f -maximale en, et
les arêtes en et en+1 appartiennent à des classes d’équivalence différentes pour la
relation ∼f . Comme Γ0\X est un graphe fini, il existe trois entiers n1 < n2 < n3 tels
que les sommets sn1 , sn2 et sn3 appartiennent à la même orbite de Γ0. La figure 4
illustre la situation. Si en1 6∼f en2−1, l’union pour n1 ≤ i ≤ n2 − 1 des arêtes ei
appartient à Lf . Si en2 6∼f en3−1, l’union pour n2 ≤ i ≤ n3−1 des arêtes ei appartient
à Lf . Si en1 ∼f en2−1 et en2 ∼f en3−1, alors en1 6∼f en3−1 car en2−1 6∼f en2 ; dans ce
cas l’union pour n1 ≤ i ≤ n3 − 1 des arêtes ei appartient à Lf .

Considérons un lacet C ∈ Lf qui est de longueur minimale parmi les éléments
de Lf (un tel lacet existe car l’ensemble des longueurs possibles de lacets de Γ0\X
est discret), et montrons que C passe au plus deux fois par chaque sommet de Γ0\X.
Soit s un sommet de Γ0\X par lequel passe C. Relevons C en un segment géo-
désique I de X, de même longueur que C, dont les extrémités ont pour image s
dans Γ0\X. Notons e0, . . . , eN les arêtes de I et s0, . . . , sN+1 ses sommets, numérotés
de telle sorte que l’arête ei soit adjacente aux sommets si et si+1 pour tout i. Soient
0 = n1 < . . . < nr < nr+1 = N + 1 les indices i tels que si = s. Si r ≥ 2, le raison-
nement ci-dessus montre que soit l’union pour n1 ≤ i ≤ n2 − 1 des ei, soit l’union
pour n2 ≤ i ≤ n3− 1 des ei, soit l’union pour n1 ≤ i ≤ n3− 1 des ei appartient à Lf .
Le lacet C étant de longueur minimale parmi les éléments de Lf , on en déduit que
r ≤ 2, ce qui signifie que C passe au plus deux fois par s.

Enfin, remarquons que tout lacet non trivial C ∈ Lf est l’image dans Γ0\X de
l’axe de translation Aγ d’un certain élément γ ∈ Γ0r{1}. En effet, on peut relever C
en un segment géodésique I de X dont les extrémités sont deux sommets s et γ · s,
où γ ∈ Γ0 r {1}. Notons e (resp. e′) l’arête de I adjacente à s (resp. à γ · s) ; comme
C ∈ Lf , on a γ−1 · e′ 6∼f e. Le projeté de s sur Aγ appartient à la fois au segment
géodésique [s, γ−1 · s] et au segment géodésique [s, γ · s]. Comme γ−1 · e′ 6∼f e, on a
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s ∈ Aγ, d’où I = [s, γ · s] ⊂ Aγ. Ceci achève la démonstration du lemme 4.2.6.

Remarque 4.2.7. Pour γ ∈ Γ0 r {1}, l’application f est affine de constante Cρ sur
l’axe de translation Aγ si et seulement si le lacet image de Aγ dans Γ0\X est entière-
ment formé d’arêtes f -maximales et deux arêtes successives de ce lacet appartiennent
toujours à des classes d’équivalence différentes pour la relation ∼f .

En effet, il suffit de voir que pour tous points x1, x2, x3 ∈ X alignés dans cet
ordre, si f est affine de constante Cρ sur chacun des segments géodésiques [x1, x2]
et [x2, x3] et si f([x1, x2]) ∩ f([x2, x3]) = {f(x2)}, alors f est affine de constante Cρ
sur le segment géodésique [x1, x3]. Ceci résulte du fait que pour tout x ∈ [x1, x2]
et tout x′ ∈ [x2, x3], le triangle géodésique de sommets f(x), f(x2), f(x′) est un
tripode, c’est-à-dire l’union de trois segments géodésiques d’extrémité commune.
La condition f([x1, x2]) ∩ f([x2, x3]) = {f(x2)} implique donc d(f(x), f(x′)) =
d(f(x), f(x2)) + d(f(x2), f(x′)). En particulier, si f est affine de constante Cρ sur
[x1, x2] et sur [x2, x3], alors d(f(x), f(x′)) = Cρ d(x, x′).

Le point 3 de la proposition 4.2.1 est une conséquence facile du lemme 4.2.6 et
de la remarque 4.2.7.

Démonstration du point 3 de la proposition 4.2.1. Fixons un domaine fonda-
mental connexe D de X pour l’action de Γ0, contenant x0. Notons que le diamètre
de D est inférieur à L0. Soit f : X → X ′ une application ρ-équivariante, affine par
morceaux et Cρ-lipschitzienne telle que le nombre d’arêtes f -maximales de Γ0\X soit
minimal. D’après le lemme 4.2.6 et la remarque 4.2.7, il existe un élément γ ∈ Γ0r{1}
tel que f soit affine de constante Cρ sur l’axe de translation Aγ et tel que le lacet
image de Aγ dans Γ0\X passe au plus deux fois par chaque sommet. Quitte à rempla-
cer γ par un conjugué dans Γ0, on peut supposer que Aγ rencontre D ; d’après (3.2.2)
on a alors

d(x0, γ · x0) = λ(γ) + 2 d(x0,Aγ) ≤ 4L0,

c’est-à-dire γ ∈ F . Montrons que

λ
(
ρ(γ)

)
λ(γ)

= Cρ,

ce qui suffira, d’après (4.2.1), à établir le point 3 de la proposition 4.2.1. Notons X ′ρ(γ)

l’axe de translation ou l’ensemble des points fixes de ρ(γ) dans X ′, selon que ρ(γ)
est hyperbolique ou elliptique. Soit s un sommet de Aγ. Le projeté de f(s) sur X ′ρ(γ)

appartient à la fois au segment géodésique [f(s), ρ(γ)−1 · f(s)] = [f(s), f(γ−1 · s)]
et au segment géodésique [f(s), ρ(γ) · f(s)] = [f(s), f(γ · s)]. Comme deux arêtes
consécutives deAγ appartiennent toujours à des classes d’équivalence différentes pour
la relation∼f , on en déduit f(s) ∈ X ′ρ(γ). En particulier, d(f(s), ρ(γ)·f(s)) = λ(ρ(γ)).
Ainsi,

λ(ρ(γ))

λ(γ)
=

d(f(s), ρ(γ) · f(s))

d(s, γ · s)
=

d(f(s), f(γ · s))
d(s, γ · s)

= Cρ,

ce qui termine la démonstration.
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4.3 Déformation de quotients compacts

Dans cette partie, nous déduisons le théorème 4.1.1, le corollaire 4.1.2 et le théo-
rème 4.1.3 de la proposition 4.2.1 et d’une propriété des déformations de sous-groupes
discrets de type fini sans torsion de G (lemme 3.4.2).

4.3.1 Démonstration du théorème 4.1.3

Soient X et X ′ deux arbres réels simpliciaux de valence ≥ 2 et Γ0 un sous-
groupe discret de Isom(X). Fixons des points x0 ∈ X et x′0 ∈ X ′. Nous dirons qu’un
morphisme de groupes ρ : Γ0 → Isom(X ′) est admissible si pour tout R > 0 on a
d(x′0, ρ(γ) · x′0) ≤ d(x0, γ · x0) − R pour presque tout γ ∈ Γ0. Cette condition ne
dépend pas du choix de x0 et x′0.

La proposition 4.2.1 implique le résultat suivant, dont le théorème 4.1.3 est un
cas particulier.

Théorème 4.3.1. Soient X et X ′ deux arbres réels simpliciaux de valence ≥ 2, soit
Γ0 un sous-groupe discret de type fini sans torsion de Isom(X) et soit XΓ0 le sous-
arbre Γ0-minimal de X. Fixons des points x0 ∈ XΓ0 et x′0 ∈ X ′. Pour tout morphisme
de groupes ρ : Γ0 → Isom(X ′), notons Cµ

ρ ≥ 0 la borne inférieure des réels C ≥ 0
tels que l’ensemble {d(x′0, ρ(γ) · x′0)− Cd(x0, γ · x0), γ ∈ Γ0} ⊂ R soit majoré.

1. Soit F le sous-ensemble fini de Γ0 r {1} formé des éléments γ tels que
d(x0, γ ·x0) ≤ 4L0, où L0 désigne la somme des longueurs des arêtes du graphe
fini Γ0\XΓ0. Pour tout morphisme ρ : Γ0 → Isom(X ′) on a

Cµ
ρ = sup

γ∈Γ0r{1}

λ(ρ(γ))

λ(γ)
= max

γ∈F

λ(ρ(γ))

λ(γ)
.

2. Un morphisme ρ : Γ0 → Isom(X ′) est admissible si et seulement si Cµ
ρ < 1.

Rappelons que le sous-arbre Γ0-minimal XΓ0 de X est l’union des axes de trans-
lation des éléments non triviaux de Γ0. Il est stable par Γ0, et l’action de Γ0 sur XΓ0

est libre, propre et cocompacte (cf. paragraphe 3.2.3).

Démonstration. Soit ρ : Γ0 → Isom(X ′) un morphisme de groupes. Commençons
par remarquer que pour tout γ ∈ Γ0 r {1} on a

λ(ρ(γ))

λ(γ)
≤ Cµ

ρ .

En effet, c’est évident si ρ(γ) est elliptique, et si ρ(γ) est hyperbolique cela résulte
du fait que la suite(

d(x′0, ρ(γ)n · x′0)− λ(ρ(γ))

λ(γ)
d(x0, γ

n · x0)
)
n≥1

(4.3.1)
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est constante d’après (3.2.1) et (3.2.2). D’après la proposition 4.2.1, il existe une
application ρ-équivariante f : XΓ0 → X ′ qui est lipschitzienne de constante Cρ
minimale. Pour tout γ ∈ Γ0 on a

d(x′0, ρ(γ) · x′0) ≤ d
(
x′0, f(x0)

)
+ d
(
f(x0), ρ(γ) · f(x0)

)
+ d
(
ρ(γ) · f(x0), ρ(γ) · x′0

)
= d

(
f(x0), f(γ · x0)

)
+ 2 d

(
x′0, f(x0)

)
≤ Cρ d(x0, γ · x0) + 2 d

(
x′0, f(x0)

)
,

donc Cµ
ρ ≤ Cρ. Ainsi, on a

sup
γ∈Γ0r{1}

λ(ρ(γ))

λ(γ)
≤ Cµ

ρ ≤ Cρ.

D’après la proposition 4.2.1, il existe un élément γ′ ∈ F tel que

λ(ρ(γ′))

λ(γ′)
= sup

γ∈Γ0r{1}

λ(ρ(γ))

λ(γ)
= Cµ

ρ = Cρ, (4.3.2)

ce qui prouve le point 1 du théorème 4.3.1. Comme l’application µ est propre et
le groupe Γ0 discret dans Isom(X), si Cµ

ρ < 1 alors ρ est admissible, et si ρ est
admissible alors Cµ

ρ ≤ 1. D’après (4.3.2), si Cµ
ρ = 1 alors λ(ρ(γ′)) = λ(γ′) ; comme

la suite donnée par (4.3.1) pour γ = γ′ est constante, le morphisme ρ n’est pas
admissible. Ceci achève la démonstration du point 2 du théorème 4.3.1.

Le théorème 4.1.3 s’obtient à partir du théorème 4.3.1 en prenant pour X et X ′
l’arbre de Bruhat-Tits de G et en utilisant (1.4.5).

4.3.2 Démonstration du théorème 4.1.1

Le théorème 4.1.1 est une conséquence facile du théorème 2.1.2, du théorème 4.3.1
et du lemme 3.4.2. Précisons ce point.

Démonstration du théorème 4.1.1. Soit Γ un sous-groupe discret de type fini
sans torsion de G×G agissant proprement sur (G×G)/∆G. D’après le théorème 2.1.2,
il existe un sous-groupe discret de type fini sans torsion Γ0 de G et un morphisme
admissible ρ : Γ0 → G tels que

Γ = Γρ0 =
{

(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
,

à la permutation près des deux facteurs de G×G. Soient X l’arbre de Bruhat-Tits
de G et XΓ0 le sous-arbre Γ0-minimal de X. Le groupe G admet une décomposition
de Cartan G = KZ+K telle que K soit le stabilisateur d’un sommet x0 de XΓ0 ;
notons µ : G→ R+ la projection de Cartan correspondante. Soient L0 la somme des
longueurs des arêtes du graphe fini Γ0\XΓ0 et F le sous-ensemble fini de Γ0 r {1}
formé des éléments γ tels que µ(γ) ≤ 4L0. Choisissons un domaine fondamental
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connexe D de XΓ0 pour l’action de Γ0, contenant x0 : on peut prendre par exemple
le domaine de Dirichlet

D =
{
x ∈ XΓ0 , d(x, x0) ≤ d(x, γ · x0) ∀γ ∈ Γ0

}
.

Soient V ⊂ Hom(Γ0, G) le voisinage de l’inclusion naturelle donné par le lemme 3.4.2
et W ⊂ Hom(Γ0, G) le voisinage du morphisme constant défini par

W =
{
τ ∈ Hom(Γ0, G), λ(τ(γ)) < λ(γ) ∀γ ∈ F

}
.

On a ρ ∈ W par le théorème 4.1.3, donc V ×W ⊂ Hom(Γ, G×G) est un voisinage
de l’inclusion naturelle de Γ dans G×G. Soit ϕ = (σ, τ) ∈ V ×W . Le groupe

ϕ(Γ) =
{

(σ(γ), τ(γ)), γ ∈ Γ0

}
est un graphe par injectivité de σ, et σ(Γ0) est un sous-groupe discret de type fini
sans torsion de G ; notons Xσ(Γ0) le sous-arbre σ(Γ0)-minimal de X. Par définition
de V et deW , la somme des longueurs des arêtes du graphe fini σ(Γ0)\Xσ(Γ0) est L0,
l’ensemble F est formé des éléments γ ∈ Γ0 r {1} tels que µ(σ(γ)) ≤ 4L0, et l’on
a λ(τ(γ)) < λ(σ(γ)) pour tout γ ∈ F . D’après le théorème 4.1.3, le morphisme
τ ◦ σ−1 : σ(Γ0) → G est admissible. D’après le théorème 2.1.2, le groupe ϕ(Γ) agit
proprement sur (G×G)/∆G.

Quant au corollaire 4.1.2, c’est une conséquence immédiate du théorème 4.1.1, de
la condition nécessaire et suffisante d’admissibilité donnée par le théorème 3.3.1, et
du fait que pour tout réseau cocompact sans torsion Γ0 de G et pour tout morphisme
σ : Γ0 → G suffisamment proche de l’inclusion naturelle de Γ0 dansG, le groupe σ(Γ0)
est un réseau cocompact sans torsion de G (lemme 3.4.2).

4.4 Lien avec l’outre-espace
Dans le cas particulier où ρ est injectif d’image discrète et cocompacte, la pro-

position 4.2.1 implique l’existence et l’équivalence entre deux définitions différentes
d’une même “distance asymétrique” sur l’outre-espace, comme nous le précisons dans
cette partie.

Cette distance asymétrique sur l’outre-espace est un analogue de la distance asy-
métrique de Thurston sur l’espace de Teichmüller, introduite et étudiée en détail
dans [Thu] : les classes d’équivalence de structures hyperboliques complètes sur une
surface compacte S de caractéristique d’Euler χ(S) < 0 sont remplacées par des
classes d’équivalence de graphes métriques finis munis d’un marquage par un groupe
libre de type fini fixé (cf. paragraphe 4.4.4).

Sur l’outre-espace, cette distance asymétrique a d’abord été étudiée par T. White
dans un texte non publié, puis récemment par Francaviglia et Martino [FM] qui se
sont intéressés à une symétrisation de cette distance et à la géométrie correspondante
sur l’outre-espace.
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4.4.1 Rappels

Soient n ≥ 2 un entier etRn un bouquet de n cercles d’intersection {c} ; le groupe
fondamental π1(Rn, c) est un groupe libre à n générateurs que nous noterons Fn.
Appelons graphe normalisé marqué de rang n tout couple (Y, ϕ) où Y est un graphe
métrique connexe fini de valence ≥ 2 dont la somme des longueurs des arêtes vaut
un, et où ϕ : Rn → Y est une équivalence d’homotopie. L’équivalence d’homotopie ϕ
induit un isomorphisme de groupes

ϕ∗ : Fn
∼−→ π1

(
Y, ϕ(c)

)
.

Pour tous graphes normalisés (Y, ϕ) et (Y ′, ϕ′) marqués de rang n, nous dirons qu’une
application continue f : Y → Y ′ respecte les marquages ϕ et ϕ′ si f ◦ϕ est homotope
à ϕ′. Notons (Y, ϕ) ∼ (Y ′, ϕ′) s’il existe une isométrie bijective i : Y → Y ′ respectant
les marquages ϕ et ϕ′. Ceci définit une relation d’équivalence ∼ sur l’ensemble des
graphes normalisés marqués de rang n. On appelle outre-espace de rang n l’ensemble
des classes d’équivalence pour cette relation. Cet ensemble a été introduit par Culler
et Vogtmann dans l’article fondateur [CV] ; nous le notons ici OSn. Pour tout graphe
normalisé (Y, ϕ) marqué de rang n, nous notons [Y, ϕ] la classe de (Y, ϕ) dans OSn.

4.4.2 Une distance asymétrique sur l’outre-espace

Soient (Y, ϕ) et (Y ′, ϕ′) deux graphes normalisés marqués de rang n. Notons X
(resp.X ′) un revêtement universel de Y (resp. de Y ′) : c’est un arbre réel simplicial de
valence ≥ 2. Le groupe fondamental π1(Y, ϕ(c)) (resp. π1(Y ′, ϕ′(c))) agit librement,
proprement et cocompactement sur X (resp. sur X ′), par isométries. Posons Γ0 =
π1(Y, ϕ(c)) et

ρ = ϕ′∗ ◦ ϕ−1
∗ : Γ0 −→ Isom(X ′).

Toute application continue f : Y → Y ′ respectant les marquages ϕ et ϕ′ se relève
en une application continue ρ-équivariante f : X → X ′, et réciproquement toute
application continue ρ-équivariante f : X → X ′ induit une application continue
f : Y → Y ′ respectant les marquages ϕ et ϕ′. De plus, f est lipschitzienne si et
seulement si f l’est, et dans ce cas les constantes de Lipschitz sont les mêmes.

D’après la proposition 4.2.1, il existe une application lipschitzienne f : Y → Y ′

respectant les marquages ϕ et ϕ′, et la borne inférieure des constantes de Lipschitz
de telles applications est atteinte. Cette borne inférieure ne dépend que des classes
[Y, ϕ] et [Y ′, ϕ′] dans OSn ; notons L([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]) son logarithme.

Lemme 4.4.1. L’application L : OSn × OSn → R est une distance asymétrique
sur OSn, au sens où

1. pour tous [Y, ϕ], [Y ′, ϕ′] ∈ OSn on a

L([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]) ≥ 0,

avec égalité si et seulement si [Y, ϕ] = [Y ′, ϕ′],
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2. pour tous [Y, ϕ], [Y ′, ϕ′], [Y ′′, ϕ′′] ∈ OSn on a

L([Y, ϕ], [Y ′′, ϕ′′]) ≤ L([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]) + L([Y ′, ϕ′], [Y ′′, ϕ′′]).

En général on a L([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]) 6= L([Y ′, ϕ′], [Y, ϕ]), comme nous le verrons
ci-dessous.

Démonstration du lemme 4.4.1. Le point 2 est clair. Prouvons le point 1. Soient
(Y, ϕ) et (Y ′, ϕ′) deux graphes normalisés marqués de rang n et f : Y → Y ′ une ap-
plication lipschitzienne respectant les marquages ϕ et ϕ′, de constante de Lipschitz C
minimale.

Remarquons que f est surjective. En effet, notons comme ci-dessus X (resp. X ′)
un revêtement universel de Y (resp. de Y ′) et soit f : X → X ′ un relevé de f ; mon-
trons que f est surjective. Fixons un sommet s de X. Pour tout γ ∈ Γ0, l’image par f
du segment géodésique [s, γ ·s] de X contient le segment géodésique [f(s), ρ(γ) ·f(s)]
de X ′. Il suffit donc de montrer que les segments géodésiques [f(s), ρ(γ) · f(s)], où
γ ∈ Γ0, recouvrent X ′. Mais s’il existait un point x′ ∈ X ′ n’appartenant à aucun seg-
ment géodésique [f(s), ρ(γ) · f(s)], alors toute composante connexe de X ′ r {x′}
ne contenant pas f(s) serait un sous-arbre infini de X ne rencontrant pas l’or-
bite ρ(Γ0) · f(s), ce qui contredirait le fait que ρ(Γ0) agit cocompactement sur X ′.

Notons E (resp. E ′) l’ensemble des arêtes de Y (resp. de Y ′). Pour toute arête
e ∈ E (resp. e′ ∈ E ′), notons `(e) ∈ [0, 1] (resp. `′(e′) ∈ [0, 1]) sa longueur dans Y
(resp. dans Y ′). Notons enfin Ce la constante de Lipschitz de la restriction de f à e
pour tout e ∈ E. Comme f est surjective on a

1 =
∑
e′∈E′

`′(e′) ≤
∑
e∈E

`′
(
f(e)

)
≤
∑
e∈E

Ce `(e) ≤ C
∑
e∈E

`(e) = C. (4.4.1)

On en déduit
L([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]) = logC ≥ 0. (4.4.2)

De plus, si L([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]) = 0, alors toutes les inégalités dans (4.4.1) sont des éga-
lités ; on en déduit aisément que f est une isométrie bijective, et donc que [Y, ϕ] =
[Y ′, ϕ′]. Enfin, en considérant l’identité de Y , on voit que L([Y, ϕ], [Y, ϕ]) ≤ 0,
donc L([Y, ϕ], [Y, ϕ]) = 0 par (4.4.2).

Montrons l’asymétrie sur un exemple pour n = 2. Comme précédemment, soit R2

un bouquet de deux cercles C et C ′ d’intersection {c}. Pour i ∈ {1, 2}, soit Yi le graphe
donné par la figure 5, où les deux boucles sont de longueur ai ∈]0, 1[ et où l’arête
du milieu est de longueur 1 − 2ai. Soit ϕi : R2 → Yi une équivalence d’homotopie
envoyant c sur yi, établissant un homéomorphisme entre C et le cercle de gauche
de Yi et envoyant C ′ sur l’union du segment transverse et du cercle de droite de Yi.
Pour a1 ≤ a2, un calcul donne

L
(
[Y1, ϕ1], [Y2, ϕ2]

)
= log

(a2

a1

)
et L

(
[Y2, ϕ2], [Y1, ϕ1]

)
= log

(
1− a1

1− a2

)
.

Ces réels sont différents dès que a2 /∈ {a1, 1− a1}.
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Figure 5 – Le graphe Yi

4.4.3 Quotients de longueurs de lacets

Pour tout graphe normalisé (Y, ϕ) marqué de rang n et tout γ ∈ Fn r {1}, la
longueur minimale d’un lacet dans la classe d’homotopie libre de ϕ∗(γ) ∈ π1(Y, ϕ(c))
ne dépend que de la classe [Y, ϕ] de (Y, ϕ) dans OSn ; notons-la long[Y,ϕ](γ). Si X
désigne comme précédemment un revêtement universel de Y , alors long[Y,ϕ](γ) =
λ(ϕ∗(γ)) est la longueur de translation de ϕ∗(γ) vu comme isométrie de X.

Pour tous [Y, ϕ], [Y ′, ϕ′] ∈ OSn, tout γ ∈ Fn r {1} et toute application continue
f : Y → Y ′ respectant les marquages ϕ et ϕ′, lipschitzienne de constante C minimale,
on a

long[Y ′,ϕ′](γ)

long[Y,ϕ](γ)
≤ C. (4.4.3)

Posons

K
(
[Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]

)
= log sup

γ∈Fnr{1}

(
long[Y ′,ϕ′](γ)

long[Y,ϕ](γ)

)
.

Les inégalités (4.4.3) impliquent

K
(
[Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]

)
≤ L

(
[Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]

)
.

D’après la proposition 4.2.1, cette inégalité est en fait une égalité et la borne supé-
rieure K([Y, ϕ], [Y ′, ϕ′]) est atteinte.

Corollaire 4.4.2. (T. White, cf. [FM], prop. 3.11)
Pour tous [Y, ϕ], [Y ′, ϕ′] ∈ OSn il existe un élément γ ∈ Fn r {1} tel que

eK([Y,ϕ],[Y ′,ϕ′]) =
long[Y ′,ϕ′](γ)

long[Y,ϕ](γ)
=

λ
(
ϕ′∗(γ)

)
λ
(
ϕ∗(γ)

) = eL([Y,ϕ],[Y ′,ϕ′]) ≥ 1.

En particulier on a K = L.

4.4.4 Lien avec la distance asymétrique de Thurston

On a une analogie très forte entre la distance asymétrique K = L sur l’outre-
espace et la distance asymétrique de Thurston sur l’espace de Teichmüller. En effet,
soit S une surface compacte de caractéristique d’Euler χ(S) < 0 et soit T (S) son
espace de Teichmüller, défini comme l’ensemble des classes d’équivalence de struc-
tures hyperboliques complètes sur S pour la relation “être tirée en arrière par un
homéomorphisme de S isotope à l’identité”.
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Pour toutes structures hyperboliques complètes g et h sur S, la borne inférieure
des constantes de Lipschitz d’homéomorphismes f : (S, g)→ (S, h) isotopes à l’iden-
tité ne dépend que des classes de g et h dans T (S). Notons L([g], [h]) le logarithme
de cette borne inférieure. D’après [Thu], prop. 2.1, l’application L est une distance
asymétrique sur T (S), au sens du lemme 4.4.1.

Soit x0 ∈ S un point-base. Pour toute structure hyperbolique complète g sur S
et tout élément γ ∈ π1(S, x0) non trivial, notons longg(γ) > 0 la plus petite lon-
gueur d’un lacet dans la classe d’homotopie libre de γ ; elle est atteinte par l’unique
géodésique fermée pour g dans cette classe d’homotopie libre. Ceci définit une appli-
cation longg qui ne dépend que de la classe de g dans T (S). D’après [Thu], th. 3.1,
l’application K : T (S)× T (S)→ R définie par

K([g], [h]) = log sup
γ∈π1(S,x0)r{1}

(
longh(γ)

longg(γ)

)
pour tous [g], [h] ∈ T (S) est une distance asymétrique sur T (S).

Comme sur l’outre-espace, on a K = L d’après [Thu], th. 8.5. En revanche, dans
le cas de l’espace de Teichmüller la borne supérieure K([g], [h]) n’est en général pas
atteinte par une géodésique fermée, mais par une lamination géodésique mesurée
(cf. chapitre 5).

4.4.5 Absence de morphisme admissible injectif d’image
discrète

Dans ce paragraphe, nous déduisons du corollaire 4.4.2 le résultat suivant, dont
le corollaire 4.1.4 est un cas particulier.

Corollaire 4.4.3. Soit X un arbre réel simplicial, biparti de valences n1 ≥ 2 et
n2 ≥ 2, dont toutes les arêtes ont même longueur, et soit Γ0 un sous-groupe discret
sans torsion de Isom(X) tel que le quotient Γ0\X soit un graphe fini. Il n’existe
pas de morphisme de groupes admissible ρ : Γ0 → Isom(X) qui soit injectif d’image
discrète.

Rappelons qu’un morphisme ρ : Γ0 → Isom(X) est dit admissible s’il existe
x0, x

′
0 ∈ X tels que pour tout R > 0 on ait d(x′0, ρ(γ) · x′0) ≤ d(x0, γ · x0) − R pour

presque tout γ ∈ Γ0 (cf. paragraphe 4.3.1). Cette condition ne dépend pas du choix
de x0 et x′0.

Notons que l’hypothèse de cocompacité sur Γ0 est indispensable dans les co-
rollaires 4.4.3 et 4.1.4. En effet, sans cette hypothèse on construit facilement des
exemples de morphismes admissibles injectifs d’image discrète à l’aide du lemme 3.4.1.

Pour démontrer le corollaire 4.4.3 nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 4.4.4. Le nombre d’arêtes d’un graphe connexe fini dont le groupe fon-
damental est libre de rang n ≥ 2 fixé est une fonction décroissante de la valence
moyenne des sommets.
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Démonstration. Soit Y un graphe connexe fini dont le groupe fondamental est
libre de rang n ≥ 2. Si a désigne le nombre d’arêtes, s le nombre de sommets et v la
valence moyenne des sommets de Y , alors 2a = vs. De plus, d’après [Die], th. 1.9.6,
on a n = a− s+ 1, d’où

a =
n− 1

1− 2
v

,

ce qui implique le lemme.

Nous pouvons à présent démontrer le corollaire 4.4.3.

Démonstration du corollaire 4.4.3. Soit ρ : Γ0 → Isom(X) un morphisme de
groupes injectif d’image discrète. Montrons que ρ n’est pas admissible.

Notons Xρ(Γ0) le sous-arbre ρ(Γ0)-minimal de X, c’est-à-dire l’union des axes de
translation des éléments non triviaux de ρ(Γ0). Les quotients Γ0\X et ρ(Γ0)\Xρ(Γ0)

sont des graphes finis connexes, de valence ≥ 2 (cf. paragraphe 3.2.3). Leurs groupes
fondamentaux, qui s’identifient respectivement à Γ0 et ρ(Γ0), sont libres de même
rang. Notons n1 et n2 les valences des sommets de l’arbre biparti X. La valence
moyenne des graphes Γ0\X et ρ(Γ0)\X est égale à (n1 + n2)/2. Celle du graphe
ρ(Γ0)\Xρ(Γ0) est inférieure à (n1 +n2)/2 : en effet, si l’on note Si l’ensemble des som-
mets de ρ(Γ0)\Xρ(Γ0) qui sont de valence ni dans ρ(Γ0)\X, alors S1 et S2 ont même
cardinal, et pour tout s ∈ Si la valence de s dans ρ(Γ0)\Xρ(Γ0) est inférieure à ni.

Notons m (resp. m′) le nombre d’arêtes de Γ0\X (resp. de ρ(Γ0)\Xρ(Γ0)). D’après
le lemme 4.4.4 on a m ≤ m′. Or, toutes les arêtes de X ont même longueur par hy-
pothèse. Si l’on note ` > 0 cette longueur et si l’on munit Γ0\X (resp. ρ(Γ0)\Xρ(Γ0))
de la distance induite par celle de X divisée par m` (resp. par m′`), alors la somme
des longueurs des arêtes de Γ0\X (resp. de ρ(Γ0)\Xρ(Γ0)) vaut un. D’après le corol-
laire 4.4.2, il existe un élément γ ∈ Γ0 non trivial tel que

1

m′`
λ(ρ(γ)) ≥ 1

m`
λ(γ).

Comme m ≤ m′, on en déduit λ(ρ(γ)) ≥ λ(γ). D’après le théorème 4.3.1, le mor-
phisme ρ n’est pas admissible.

Le corollaire 4.1.4 s’obtient à partir du corollaire 4.4.3 en prenant pour X l’arbre
de Bruhat-Tits de G.

Notons que la démonstration du corollaire 4.4.3 ne nécessite pas l’existence d’un
élément γ ∈ Γ0 r {1} tel que le quotient λ(ρ(γ))/λ(γ) soit maximal : il nous suffit
de connaître l’existence d’un élément γ ∈ Γ0 r {1} tel que λ(ρ(γ)) ≥ λ(γ), ce qui
résulte de la positivité de la distance asymétrique K = L sur l’outre-espace et de la
condition d’égalité. De même, la positivité de la distance asymétrique de Thurston sur
l’espace de Teichmüller et la condition d’égalité impliquent l’absence de morphisme
admissible injectif d’image discrète pour les réseaux cocompacts sans torsion Γ0 de
G = SL2(R) (cf. chapitre 5).

82



Chapitre 5

Variétés anti-de Sitter compactes de
dimension trois

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3,
c’est-à-dire aux variétés lorentziennes compactes de dimension 3 de courbure sec-
tionnelle constante strictement négative. Rappelons que de telles variétés n’existent
qu’en dimension impaire (cf. paragraphe 0.1.3). De plus, elles prennent des formes
très différentes selon qu’elles sont de dimension 3 ou ≥ 5, l’étude de la dimension 3
semblant de loin la plus riche.

Bien que l’analogue du théorème de Hopf-Rinow ne soit pas vrai en général pour
les variétés lorentziennes, Klingler [Kli] a montré qu’il l’est pour les variétés lorent-
ziennes de courbure constante. Ainsi, à une isométrie et à la renormalisation de la
métrique près, les variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 sont les quotients
d’un revêtement universel de l’espace anti-de Sitter AdS3 = H2,1 = O(2, 2)/O(2, 1)

par des sous-groupes discrets de Õ(2, 2) agissant librement, proprement et cocompac-
tement sur ce revêtement universel. De plus, Kulkarni et Raymond [KR] ont montré
que l’on peut se contenter d’un revêtement fini de AdS3 au lieu d’un revêtement
universel. Comme AdS3 s’identifie à l’espace homogène (SL2(R)× SL2(R))/∆SL2(R),
où ∆SL2(R) désigne la diagonale de SL2(R)×SL2(R) (cf. paragraphe 2.4.3), et comme
tout groupe linéaire de type fini est virtuellement sans torsion d’après le lemme de
Selberg ([Sel], lem. 8), l’étude des variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 se
ramène à celle des sous-groupes discrets sans torsion de SL2(R)×SL2(R) qui agissent
proprement et cocompactement sur SL2(R) par multiplication à gauche et à droite.

Soit µ : SL2(R) → R+ une projection de Cartan de SL2(R). D’après le théo-
rème 2.1.2 et par un argument de dimension cohomologique (cf. paragraphe 6.5.4),
un sous-groupe discret sans torsion de SL2(R) × SL2(R) agit proprement et cocom-
pactement sur SL2(R) par multiplication à gauche et à droite si et seulement, à
permutation des deux facteurs de SL2(R)× SL2(R) près, c’est un graphe de la forme

Γρ0 =
{

(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
,
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où Γ0 est un réseau cocompact sans torsion de SL2(R) et ρ : Γ0 → SL2(R) un
morphisme de groupes admissible, au sens où pour toutR > 0 on a µ(ρ(γ)) ≤ µ(γ)−R
pour presque tout γ ∈ Γ0. Ceci résulte également, dans ce cas particulier, des travaux
de Kulkarni et Raymond [KR], de la complétude de Klingler [Kli] et d’un résultat
complémentaire de Salein ([Sa2], lem. 3.4.1).

Dans ce chapitre nous démontrons le résultat suivant, qui précise cette description
et traite du cas plus général où Γ0 est convexe cocompact dans SL2(R).

Théorème 5.1.1. Soit Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de SL2(R). Un mor-
phisme de groupes ρ : Γ0 → SL2(R) est admissible si et seulement s’il existe des
constantes C < 1 et C ′ ≥ 0 telles que pour tout γ ∈ Γ0 on ait

µ(ρ(γ)) ≤ Cµ(γ) + C ′.

Rappelons qu’un sous-groupe de SL2(R) est dit convexe cocompact s’il est discret
dans SL2(R), infini, non élémentaire, et s’il agit cocompactement sur l’enveloppe
convexe H2

Γ0
dans H2 de son ensemble limite (cf. partie 5.4). Cette notion généralise

celle de réseau cocompact.
Dans le cas où Γ0 est un réseau cocompact de SL2(R), l’existence d’une constante

C < 1 comme dans le théorème 5.1.1 avait été conjecturée par Salein ([Sa2], § 3.5,
rem. 2). Dans ce cas, voici une reformulation du théorème 5.1.1 et de ce qui précède.

Corollaire 5.1.2. Les variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 sont, à une
isométrie, à la renormalisation de la métrique, à un quotient fini et à un revêtement
fini près, les quotients de SL2(R) par un sous-groupe discret de SL2(R)× SL2(R) de
la forme

Γρ0 =
{

(γ, ρ(γ)), γ ∈ Γ0

}
,

où Γ0 est un réseau cocompact sans torsion de SL2(R) et ρ : Γ0 → SL2(R) un
morphisme de groupes pour lequel il existe des constantes C < 1 et C ′ ≥ 0 telles que
pour tout γ ∈ Γ0 on ait

µ(ρ(γ)) ≤ Cµ(γ) + C ′.

5.1.1 Stratégie de démonstration

Soient Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de SL2(R) et ρ : Γ0 → SL2(R) un
morphisme de groupes. Nous allons comparer trois constantes Cρ, Cλ

ρ et Cµ
ρ naturel-

lement associées à ρ.
Tout d’abord, notons Cµ

ρ la borne inférieure des réels C ≥ 0 tels que l’ensemble
{µ(ρ(γ)) − Cµ(γ), γ ∈ Γ0} ⊂ R soit majoré. Si Cµ

ρ < 1, alors ρ est clairement
admissible. Pour démontrer l’implication réciproque, nous distinguons deux cas selon
le nombre de points fixes de ρ(Γ0) dans le bord ∂H2 ' S1 de H2. Le cas le plus
intéressant est celui où ρ(Γ0) admet zéro ou deux points fixes dans ∂H2, c’est-à-dire
où ρ(Γ0) est soit Zariski-dense dans SL2(R), soit borné, soit virtuellement abélien
mais non virtuellement unipotent. Dans la suite de ce paragraphe, nous nous plaçons
dans ce cas.
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Nous suivons une stratégie analogue à celle du chapitre 4, en remplaçant l’arbre de
Bruhat-Tits de SL2(Qp) par l’espace riemannien symétrique de SL2(R), c’est-à-dire le
plan hyperbolique H2. Plus précisément, nous considérons la borne inférieure Cρ ≥ 0
des constantes de Lipschitz d’applications lipschitziennes f : H2

Γ0
→ H2 qui sont

ρ-équivariantes, au sens où f(γ · x) = ρ(γ) · f(x) pour tout γ ∈ Γ0 et tout x ∈ H2
Γ0

;
cette borne inférieure est atteinte dans le cas que nous considérons (lemme 5.5.1).
Comme pour SL2(Qp), on voit facilement que Cµ

ρ ≤ Cρ (remarque 5.5.4). Nous
montrons que si Cρ ≥ 1 alors Cµ

ρ = Cρ (lemme 5.5.5). Pour cela nous établissons le
théorème suivant.

Théorème 5.1.3. Soit Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de SL2(R) ; notons H2
Γ0

l’enveloppe convexe dans H2 de l’ensemble limite de Γ0. Soient ρ : Γ0 → SL2(R)
un morphisme de groupes et f : H2

Γ0
→ H2 une application ρ-équivariante et lip-

schitzienne de constante de Lipschitz Cρ minimale. Si Cρ ≥ 1, il existe une droite
géodésique de H2

Γ0
sur laquelle f est affine de constante Cρ.

Rappelons que pour SL2(Qp) il existait toujours un élément hyperbolique γ ∈ Γ0

tel que f soit affine de constante C sur l’axe de translation de γ ; on pouvait même
choisir γ dans un ensemble fini indépendant de ρ (proposition 4.2.1). Pour SL2(R)
ce n’est pas le cas : en général la droite géodésique donnée par le théorème 5.1.3 ne
peut pas être choisie parmi les axes de translation des éléments hyperboliques de Γ0.

Pour démontrer le théorème 5.1.3 nous faisons appel à des techniques de pro-
longement d’applications lipschitziennes de H2. Nous affinons des résultats anciens
de Kirzbraun [Kir] et Valentine [Val] pour contrôler non seulement la constante de
Lipschitz de tels prolongements, mais également leur constante de Lipschitz locale
(théorème 5.3.2).

Le théorème 5.1.3 entraîne également que s’il existe une application lipschitzienne
ρ-équivariante f : H2

Γ0
→ H2 de constante de Lipschitz minimale Cρ ≥ 1, alors ρ

n’est pas admissible, ce qui implique le théorème 5.1.1. C’est le cas par exemple
si Γ0 est un réseau cocompact sans torsion de SL2(R) et si ρ est injectif d’image
discrète (cf. [Thu]) ; on retrouve ainsi le fait que pour Γ0 cocompact il n’existe pas
de morphisme admissible injectif d’image discrète, que nous avions déjà mentionné
au paragraphe 0.1.3.

5.1.2 Spectre des longueurs

Pour tout g ∈ SL2(R), notons λ(g) = infx∈H2 d(x, g ·x) la longueur de translation
de g dans H2 ; rappelons que c’est la valeur absolue du logarithme du quotient des
deux valeurs propres de g.

Soient Γ0 un sous-groupe convexe cocompact sans torsion de SL2(R) et
ρ : Γ0 → SL2(R) un morphisme de groupes. Si ρ est admissible, on voit facilement
que λ(ρ(γ)) < λ(γ) pour tout γ ∈ Γ0 r {1}. Le fait que Cµ

ρ < 1 donne l’information
plus précise suivante sur le spectre des longueurs du graphe de ρ.
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Corollaire 5.1.4. Soit Γ0 un sous-groupe convexe cocompact sans torsion de SL2(R).
Un morphisme de groupes ρ : Γ0 → SL2(R) est admissible si et seulement s’il existe
une constante C < 1 telle que λ(ρ(γ)) ≤ Cλ(γ) pour tout γ ∈ Γ0.

Plus précisément, le corollaire 5.1.4 résulte du théorème 5.1.1 et du fait que la
borne supérieure Cλ

ρ des quotients λ(ρ(γ))/λ(γ), où γ ∈ Γ0 r {1}, est égale à Cµ
ρ

(proposition 5.6.1).

5.1.3 Généralisation d’un résultat de Thurston

L’égalité Cλ
ρ = Cµ

ρ que nous venons de mentionner implique également le résultat
suivant.

Corollaire 5.1.5. Soient Γ0 un sous-groupe convexe cocompact sans torsion de
SL2(R) et ρ : Γ0 → SL2(R) un morphisme de groupes tel que ρ(Γ0) admette zéro ou
deux points fixes dans ∂H2. Notons H2

Γ0
l’enveloppe convexe dans H2 de l’ensemble

limite de Γ0. Si la borne inférieure Cρ des constantes de Lipschitz d’applications
lipschitziennes ρ-équivariantes de H2

Γ0
dans H2 est ≥ 1, elle est égale à la borne

supérieure Cλ
ρ des quotients λ(ρ(γ))/λ(γ), où γ ∈ Γ0 r {1}.

Lorsque Γ0 est cocompact dans SL2(R), ceci généralise un résultat de Thurston sur
l’espace de Teichmüller T (M) de la surface M = Γ0\H2, qui affirme que deux défini-
tions d’une distance asymétrique sur T (M) sont équivalentes (cf. paragraphe 5.6.2).
Plus précisément, le résultat de Thurston correspond à notre corollaire 5.1.5 dans le
cas particulier où Γ0 est cocompact et ρ injectif d’image discrète ; dans ce cas la borne
inférieure des constantes de Lipschitz d’applications lipschitziennes ρ-équivariantes
de H2

Γ0
= H2 dans H2 est toujours ≥ 1 ([Thu], prop. 2.1).

Comme on l’a vu au chapitre 4, le corollaire 5.1.5 est également valable pour
SL2(Qp) en remplaçant H2 par l’arbre de Bruhat-Tits de SL2(Qp), sans hypothèse
sur ρ(Γ0) ni sur la borne inférieure des constantes de Lipschitz. Dans le cas de SL2(Qp),
la borne supérieure des quotients λ(ρ(γ))/λ(γ), où γ ∈ Γ0 r {1}, est toujours at-
teinte ; elle est même atteinte sur une partie finie de Γ0r{1} indépendante de ρ. Ceci
est faux pour SL2(R) : en général, la borne supérieure des quotients λ(ρ(γ))/λ(γ),
où γ ∈ Γ0 r {1}, n’est pas atteinte. Pour Γ0 cocompact dans SL2(R) et ρ injec-
tif d’image discrète, c’est équivalent au fait qu’en général, la borne supérieure des
quotients de longueurs de géodésiques fermées de M = Γ0\H2 relativement à deux
métriques hyperboliques fixées n’est pas atteinte par une géodésique fermée mais par
une lamination géodésique mesurée (cf. [Thu]).

5.1.4 Déformation des variétés anti-de Sitter compactes de
dimension trois

Enfin, le théorème 5.1.3 implique le résultat suivant.

Corollaire 5.1.6. Soient Γ0 un sous-groupe convexe cocompact sans torsion de SL2(R)
et ρ : Γ0 → SL2(R) un morphisme de groupes admissible. Il existe des voisinages
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V ⊂ Hom(Γ0, SL2(R)) de l’inclusion naturelle et W ⊂ Hom(Γ0, SL2(R)) de ρ tels que
pour tout (σ, τ) ∈ V ×W,

– le morphisme σ soit injectif,
– le groupe σ(Γ0) soit discret dans SL2(R), et cocompact si Γ0 l’est,
– le morphisme τ ◦ σ−1 : σ(Γ0)→ SL2(R) soit admissible.

Comme précédemment, on note Hom(Γ0, SL2(R)) l’ensemble des morphismes de
groupes de Γ0 dans SL2(R), muni de la topologie compacte-ouverte. Pour toute partie
génératrice finie F de Γ0, une suite (ϕn) ∈ Hom(Γ0, SL2(R))N converge vers un
élément ϕ ∈ Hom(Γ0, SL2(R)) si et seulement si ϕn(γ)→ ϕ(γ) pour tout γ ∈ F .

Le corollaire 5.1.6 affirme en particulier que pour tout sous-groupe convexe co-
compact sans torsion Γ0 de SL2(R), l’ensemble des morphismes admissibles est ouvert
dans Hom(Γ0, SL2(R)). Ceci est vrai pour un sous-groupe convexe cocompact quel-
conque de SL2(R) d’après le lemme de Selberg ([Sel], lem. 8) et l’inégalité (1.4.9).

Dans le cas particulier où Γ0 est un réseau cocompact sans torsion de SL2(R), on
obtient ainsi une nouvelle démonstration du résultat suivant, analogue pour SL2(R)
du corollaire 4.1.2.

Corollaire 5.1.7. Soit Γ un sous-groupe discret sans torsion de SL2(R) × SL2(R)
agissant proprement et cocompactement sur SL2(R) par multiplication à gauche et à
droite. Il existe un voisinage U ⊂ Hom(Γ, SL2(R)× SL2(R)) de l’inclusion naturelle
formé de morphismes injectifs et tel que pour tout ϕ ∈ U , le groupe ϕ(Γ) soit discret
dans SL2(R)× SL2(R) et agisse proprement et cocompactement sur SL2(R).

Le corollaire 5.1.7 était déjà connu, comme conséquence de la complétude de
Klingler [Kli] et d’un principe, dû à Ehresmann, de déformation des holonomies de
(G,X)-structures sur des variétés compactes (cf. paragraphe 5.7.1). Cependant, la
démonstration que nous donnons ici a l’avantage de ne pas utiliser la complétude ;
elle est donc susceptible d’être adaptée à d’autres situations où l’on ne dispose pas
de résultat de complétude.

Notons que si l’on remplace SL2(R) par un autre groupe de Lie réel semi-simple G
de rang réel un, le corollaire 5.1.7 n’est connu que pour les sous-groupes Γ standard,
c’est-à-dire de la forme Γ0 × {1} ou {1} × Γ0, où Γ0 est un réseau cocompact sans
torsion de G. Pour G = SL2(C), c’est un résultat de Ghys ([Ghy], lem. 2.1) ; le
cas général, dû à Kobayashi ([Ko5], th. 2.4), résulte également du théorème 6.1.1
démontré au chapitre 6.

5.1.5 Plan du chapitre

Le point essentiel du chapitre est la démonstration du théorème 5.1.3 ; elle utilise
un résultat de prolongement d’applications lipschitziennes de H2 (théorème 5.3.2).
Dans la partie 5.2, nous rappelons la théorie classique du prolongement des applica-
tions lipschitziennes deH2, développée par Kirzbraun et Valentine. Dans la partie 5.3,
nous établissons le théorème 5.3.2, qui raffine la théorie de Kirzbraun et Valentine en
contrôlant non seulement la constante de Lipschitz mais également la constante de
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Lipschitz locale. Enfin, dans la partie 5.4 nous nous appuyons sur le résultat principal
de la partie 5.3 pour démontrer le théorème 5.1.3. Nous procédons en deux étapes.
Tout d’abord, nous montrons que si f : H2

Γ0
→ H2 est une application ρ-équivariante

et lipschitzienne de constante minimale Cρ ≥ 1 et s’il n’existe pas de droite géodé-
sique de H2

Γ0
sur laquelle f est affine de constante maximale, on peut remplacer f

par une autre application ρ-équivariante et Cρ-lipschitzienne g : H2
Γ0
→ H2 vérifiant

la propriété suivante : les segments géodésiques sur lesquels g est affine de constante
maximale sont inclus dans ceux sur lesquels f est affine de constante maximale, et
les plus longs pour g sont uniformément plus courts que les plus longs pour f . En-
suite, nous montrons que pour toute application ρ-équivariante et lipschitzienne de
constante minimale ≥ 1, la constante de Lipschitz est atteinte entre deux points
distincts. Ceci nous permet de raisonner par l’absurde : en itérant la première étape
un nombre fini de fois, nous obtenons une contradiction avec la seconde étape.

Au paragraphe 5.5.1 nous prouvons l’existence d’une application ρ-équivariante
et lipschitzienne de constante minimale lorsque le groupe ρ(Γ0) admet zéro ou deux
points fixes dans ∂H2. Ceci nous permet, dans la suite de la partie 5.5, de déduire
le théorème 5.1.1 du théorème 5.1.3. La partie 5.6 est consacrée aux corollaires 5.1.4
et 5.1.5, la partie 5.7 aux corollaires 5.1.6 et 5.1.7.

Enfin, la partie 5.8 est un appendice consacré à des rappels et calculs de géométrie
hyperbolique, ainsi qu’à quelques remarques sur les applications lipschitziennes.

5.2 Rappels sur la construction de Kirzbraun et Va-
lentine

Notre démonstration du théorème 5.1.3 utilise des techniques de prolongement
d’applications lipschitziennes de H2 dans lui-même. Cette théorie a été initiée en 1934
par Kirzbraun [Kir], qui a démontré que toute application lipschitzienne d’une partie
de Rn dans Rn admet un prolongement lipschitzien à Rn tout entier avec la même
constante de Lipschitz. Ce résultat a été transposé à l’espace hyperbolique Hn par
Valentine [Val] en 1944, et a donné lieu ensuite à de nombreux travaux de généra-
lisation. Citons par exemple l’article de Lang et Schröder [LS], où le théorème de
Kirzbraun est étendu aux applications lipschitziennes de constante ≥ 1 entre deux
espaces métriques géodésiques X et Y , l’espace de départ X étant de courbure ≥ κ
au sens d’Alexandrov pour un certain κ ∈ R et l’espace d’arrivée Y étant complet
et CAT(κ) pour ce même réel κ, avec une condition de diamètre si κ > 0.

Dans ce chapitre nous nous intéressons au prolongement d’applications lipschit-
ziennes définies sur un compact de H2. Dans ce cadre le théorème de Kirzbraun-
Valentine s’énonce ainsi.

Théorème 5.2.1 (Kirzbraun, Valentine). Soient S un compact de H2 et f : S → H2

une application lipschitzienne de constante C ≥ 1. Alors f admet un prolongement
C-lipschitzien à H2 tout entier.

Dans tout le chapitre, on dit qu’une application f est C-lipschitzienne si
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d(f(x), f(x′)) ≤ Cd(x, x′) pour tous x, x′ ; on dit qu’elle est lipschitzienne de
constante C si elle est C-lipschitzienne mais pas C ′-lipschitzienne pour C ′ < C.

Dans cette partie, pour la commodité du lecteur, nous redonnons une démons-
tration du théorème 5.2.1. Certains des résultats intermédiaires obtenus nous seront
utiles pour raffiner ce théorème dans la partie 5.3.

5.2.1 Prolongement “optimal” d’une application continue en
un point

L’essentiel de la démonstration du théorème 5.2.1 consiste à construire un prolon-
gement C-lipschitzien de f à S∪{x} pour un point x ∈ H2rS quelconque fixé. Ceci
se fait en deux temps : d’abord on établit l’existence d’un tel prolongement “optimal”
(lemme 5.2.2), ensuite on montre que ce prolongement “optimal” est C-lipschitzien
(lemme 5.2.3).

Commençons par l’existence. Dans tout le chapitre, pour toute partie T de H2,
on note Conv(T ) l’enveloppe convexe de T dans H2 ; pour tout triplet (x1, x2, x3) de
points deux à deux distincts de H2, on note ∠x1(x2, x3) l’angle entre les segments
géodésiques [x1, x2] et [x1, x3].

Lemme 5.2.2. Soient (X, dX) un espace métrique, S un compact de X et f : S → H2

une application continue. Pour tout x ∈ X r S, il existe un unique point y ∈ H2 tel
que

Cx = max
s∈S

d(y, f(s))

dX(x, s)

soit minimal. De plus, il existe trois points s1, s2, s3 ∈ S tels que d(y, f(si)) =
CxdX(x, si) pour tout i ∈ {1, 2, 3} et tels que y ∈ Conv({f(s1), f(s2), f(s3)}).

On dira que le quintuplet (y, Cx, s1, s2, s3) ∈ H2×R+×S3 donné par le lemme 5.2.2
est une donnée de Kirzbraun-Valentine associée à f , S et x. Dans un tel quintuplet,
y et Cx sont définis de manière unique, mais pas s1, s2 et s3.

Démonstration. Pour tout t ≥ 0, posons

Yt =
{
y ∈ H2, d(y, f(s)) ≤ t dX(x, s) ∀s ∈ S

}
.

Par compacité de S et par continuité de f , il existe t ≥ 0 tel que Yt 6= ∅. Posons

c = inf{t ≥ 0, Yt 6= ∅},

montrons que Yc = {y} pour un certain y ∈ Conv(f(S)) et prouvons l’existence de
points s1, s2, s3 ∈ S vérifiant les propriétés demandées. On procède en trois étapes.

Première étape : pour tout t > c on a Yt ∩ Conv(f(S)) 6= ∅.
En effet, soient t > c et y ∈ Yt. Notons y′ le projeté de y sur Conv(f(S)). Pour

tout s ∈ S on a ∠y′(y, f(s)) ≥ π
2
, donc d(y′, f(s)) ≤ d(y, f(s)) d’après (5.8.1). On en

déduit que y′ ∈ Yt ∩ Conv(f(S)).
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Un raisonnement analogue montre aussi que Yc ⊂ Conv(f(S)). En effet, suppo-
sons par l’absurde qu’il existe y ∈ Yc r Conv(f(S)), et notons y′ 6= y le projeté
de y sur Conv(f(S)). Pour tout s ∈ S on a ∠y′(y, f(s)) ≥ π

2
, donc d(y′, f(s)) <

d(y, f(s)) ≤ c dX(x, s) d’après (5.8.1). Comme S est compact, il existe un réel c′ < c
tel que d(y′, f(s)) ≤ c′dX(x, s) pour tout s ∈ S. Ceci contredit la minimalité de c.

Deuxième étape : on a Yc = {y} pour un certain y ∈ Conv(f(S)).
Montrons que le diamètre de Yt∩Conv(f(S)) tend vers 0 quand t tend vers c. Pour

cela, supposons par l’absurde qu’il existe un réel ε > 0, une suite (tn) ∈ (]c,+∞[)N

tendant vers c et, pour tout n ∈ N, des points pn, qn ∈ Ytn ∩ Conv(f(S)) tels que
d(pn, qn) ≥ ε. Comme Conv(f(S)) est compact, quitte à extraire une sous-suite on
peut supposer pn → p ∈ Conv(f(S)) et qn → q ∈ Conv(f(S)) ; on a p 6= q. Pour
tout t > c on a p, q ∈ Yt puisque Ytn ⊂ Yt pour tout n assez grand et que Yt est fermé
dans H2 ; on a donc p, q ∈

⋂
t>c Yt = Yc. Si m désigne le milieu de [p, q], alors pour

tout s ∈ S on a
∠m(p, f(s)) + ∠m(q, f(s)) = π,

donc soit ∠m(p, f(s)) ≥ π
2
, soit ∠m(q, f(s)) ≥ π

2
. En utilisant (5.8.1) on en déduit

d(m, f(s)) < max(d(p, f(s)), d(q, f(s))) ≤ c dX(x, s) pour tout s ∈ S. Comme S est
compact, il existe un réel c′ < c tel que d(m, f(s)) ≤ c′dX(x, s) pour tout s ∈ S,
ce qui contredit la minimalité de c. Ainsi, le diamètre de Yt ∩ Conv(f(S)) tend bien
vers 0 quand t tend vers c.

D’après le théorème des compacts emboîtés, on a Yc∩Conv(f(S)) = {y} pour un
certain y ∈ Conv(f(S)). Or, on a vu dans la première étape que Yc ⊂ Conv(f(S)),
donc Yc = {y}.

Troisième étape : existence des points s1, s2, s3.
Il reste à démontrer l’existence de trois points s1, s2, s3 ∈ S tels que d(y, f(si)) =

CxdX(x, si) pour tout i ∈ {1, 2, 3} et tels que y ∈ Conv({f(s1), f(s2), f(s3)}). Pour
cela, il suffit de montrer que y ∈ Conv(f(S ′)), où

S ′ = {s ∈ S, d(y, f(s)) = Cx dX(x, s)}.

Supposons par l’absurde que y /∈ Conv(f(S ′)), et soit y′ le projeté de y sur Conv(f(S ′)).
Posons ε = d(y, y′)/2 > 0.

Commençons par remarquer qu’il existe η > 0 tel que pour tout s ∈ S vérifiant
d(y, f(s)) ≥ (c−η) dX(x, s) on ait d(f(s), f(S ′)) ≤ ε. En effet, si ce n’était pas le cas,
il existerait une suite (sn) ∈ SN telle que d(y,f(sn))

dX(x,sn)
→ c et telle que d(f(sn), f(S ′)) > ε

pour tout n ∈ N. Comme S est compact, quitte à extraire une sous-suite on pourrait
supposer que (sn) converge vers un certain s ∈ S, et en passant à la limite on
obtiendrait s ∈ S ′ et d(f(s), f(S ′)) ≥ ε > 0 : absurde.

Soit s ∈ S vérifiant d(y, f(s)) ≥ (c − η) dX(x, s). D’après ce qui précède on a
d(f(s), y′) ≤ ε = d(y, y′)/2, donc le point f(s) est situé du côté de y′ par rapport à la
droite géodésique médiatrice du segment [y, y′]. En particulier, pour tout y′′ ∈ [y, y′]
vérifiant d(y′′, y) ≤ d(y′′, y′) on a ∠y′′(y, f(s)) ≥ π

2
, d’où d(y′′, f(s)) < d(y, f(s)) ≤

c dX(x, s) d’après (5.8.1).
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D’autre part, pour tout y′′ ∈ [y, y′] et tout s ∈ S tel que d(y, f(s)) ≤ (c−η) dX(x, s)
on a

d(y′′, f(s))

dX(x, s)
≤ (c− η) +

d(y′′, y)

dX(x, S)

par inégalité triangulaire, donc d(y′′, f(s)) < c dX(x, s) dès que d(y′′, y) < η dX(x, S).
Ainsi, pour tout y′′ ∈ [y, y′] vérifiant d(y′′, y) ≤ d(y′′, y′) et d(y′′, y) < η dX(x, S),

on a d(y′′, f(s)) < c dX(x, s) pour tout s ∈ S. Comme S est compact, il existe
un réel c′ < c tel que d(y′′, f(s)) ≤ c′dX(x, s) pour tout s ∈ S. Ceci contredit la
minimalité de c.

5.2.2 Majoration de la constante de Kirzbraun-Valentine

Pour démontrer le théorème 5.2.1, on établit dans un second temps le lemme
suivant.

Lemme 5.2.3. Soient S un compact de H2 et f : S → H2 une application lipschit-
zienne de constante C ≥ 1. Fixons un point x ∈ H2 r S, et soient s1, s2, s3 ∈ S et
y ∈ Conv({f(s1), f(s2), f(s3)}) tels que

Cx :=
d(y, f(s1))

d(x, s1)
=
d(y, f(s2))

d(x, s2)
=
d(y, f(s3))

d(x, s3)
.

Alors Cx ≤ C.

Le lemme 5.2.3 découle du résultat plus précis suivant, qui nous sera utile dans
la partie 5.3.

Lemme 5.2.4. Soient x, s1, s2, s3, y, t1, t2, t3 ∈ H2 tels que y ∈ Conv({t1, t2, t3}) et

Cx :=
d(y, t1)

d(x, s1)
=
d(y, t2)

d(x, s2)
=
d(y, t3)

d(x, s3)
≥ 1.

– Si Cx > 1, alors il existe i 6= j tels que ∠y(ti, tj) 6= 0 et d(ti, tj) ≥ Cxd(si, sj),
et l’inégalité est stricte si ti, y, tj ne sont pas alignés dans cet ordre.

– Si Cx = 1 et si d(ti, tj) ≤ d(si, sj) pour tous i, j, alors x ∈ Conv({s1, s2, s3})
et on a d(ti, tj) = d(si, sj) pour tous i, j.

Démonstration. On a
∑

i 6=j ∠x(si, sj) ≤ 2π, avec égalité si et seulement x ∈
Conv({s1, s2, s3}). Comme y ∈ Conv({t1, t2, t3}), on a

∑
i 6=j ∠y(ti, tj) = 2π. Par

conséquent, il existe i 6= j tels que

0 6= ∠y(ti, tj) ≥ ∠x(si, sj),

où l’inégalité est stricte si x /∈ Conv({s1, s2, s3}). D’après le corollaire 5.8.3, on a

d(ti, tj) ≥ Cxd(si, sj),

où l’inégalité est stricte si Cx > 1 et si ti, y, tj ne sont pas alignés dans cet ordre, ou
bien si x /∈ Conv({s1, s2, s3}). En particulier, si Cx = 1 et si d(ti, tj) ≤ d(si, sj) pour
tous i, j, alors x ∈ Conv({s1, s2, s3}) et d(ti, tj) = d(si, sj) pour tous i, j.
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5.2.3 Fin de la démonstration du théorème de Kirzbraun-
Valentine

Soient S un compact de H2 et f : S → H2 une application lipschitzienne de
constante C ≥ 1. Soit (xn)n≥1 une suite de points deux à deux distincts de H2 r S
telle que {xn, n ≥ 1} soit dense dans H2rS. Posons g0 = f : S → H2 et construisons
par récurrence la restriction gn de g à S ∪ {xi, 1 ≤ i ≤ n}, où n ≥ 1, de la
manière suivante. Supposons gn−1 construite et soit (yn, Cn, s1,n, s2,n, s3,n) une donnée
de Kirzbraun-Valentine associée à gn−1, à S ∪ {xi, 1 ≤ i ≤ n − 1} et à xn, donnée
par le lemme 5.2.2. On pose gn(x) = gn−1(x) pour tout x ∈ S ∪ {xi, 1 ≤ i ≤ n− 1}
et gn(xn) = yn. D’après le lemme 5.2.3, on a Cn ≤ C, i.e. l’application gn est C-
lipschitzienne. On obtient ainsi un prolongement C-lipschitzien

g : S ∪ {xn, n ≥ 1} −→ H2

de f . Comme l’image de la suite (xn) est dense dans H2 r S, on peut prolonger g
par continuité en une application C-lipschitzienne de H2 dans lui-même.

5.3 Un raffinement de la construction de Kirzbraun
et Valentine

Rappelons que pour toute partie S de H2, toute application continue f : S → H2

et tout x ∈ S, la constante de Lipschitz locale κf (x) de f en x est définie par

κf (x) = inf
r>0

sup
x′,x′′∈B(x,r)∩S, x′ 6=x′′

d(f(x′), f(x′′))

d(x′, x′′)
∈ [0,+∞], (5.3.1)

où B(x, r) désigne la boule fermée de centre x et de rayon r dans H2. Si f est
lipschitzienne de constante C et si s1, s2 ∈ S vérifient d(f(s1), f(s2)) = Cd(s1, s2),
alors le seul prolongement C-lipschitzien possible de f au segment géodésique [s1, s2]
est l’application affine de constante C de [s1, s2] dans H2 qui envoie s1 sur f(s1) et
s2 sur f(s2) (remarque 5.8.7.1). Ceci motive la définition suivante.

Définition 5.3.1. Soient S une partie de H2 et f : S → H2 une application
lipschitzienne de constante C. Si C 6= 1, notons Sf l’union des segments géodé-
siques [s1, s2], où s1, s2 ∈ S vérifient d(f(s1), f(s2)) = Cd(s1, s2) ; si C = 1, no-
tons Sf l’union des triangles géodésiques Conv({s1, s2, s3}), où s1, s2, s3 ∈ S vérifient
d(f(si), f(sj)) = d(si, sj) pour tous i, j. Dans les deux cas, Sf contient S. On dit que
S est f -saturée si Sf = S.

Notre démonstration du théorème 5.1.3 se fonde de manière essentielle sur le
raffinement suivant du théorème 5.2.1, dans lequel nous contrôlons non seulement la
constante de Lipschitz globale, mais également la constante de Lipschitz locale du
prolongement obtenu.
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Théorème 5.3.2. Soient S un compact de H2 et f : S → H2 une application
lipschitzienne de constante C ≥ 1. Supposons que S est f -saturé et notons SC l’en-
semble des points x ∈ S tels que κf (x) = C. Alors f se prolonge en une application
C-lipschitzienne g : H2 → H2 telle que κg(x) < C pour tout x ∈ H2 r SC.

Nous verrons au cours de la démonstration que le théorème 5.3.2 reste valable
en remplaçant H2 par R2, sans condition sur C. Dans ce cas, on définit les parties
f -saturées de R2 comme les parties S égales à l’union des triangles Conv({s1, s2, s3}),
où s1, s2, s3 ∈ S vérifient d(f(si), f(sj)) = d(si, sj) pour tous i, j.

La remarque suivante permet de remplacer le compact f -saturé du théorème 5.3.2
par un compact quelconque de H2.

Remarque 5.3.3. Soient S un compact de H2 et f : S → H2 une application
lipschitzienne de constante C. Alors l’ensemble Sf donné par la définition 5.3.1 est
compact, f admet un unique prolongement C-lipschitzien fSf : Sf → H2 et Sf
est fSf -saturé. On peut appliquer le théorème 5.3.2 à fSf et Sf , ce qui donne un
prolongement C-lipschitzien g : H2 → H2 de f tel que κg(x) < C pour tout x ∈
H2 r SfC. Un tel prolongement vérifie toujours κg(x) = C pour tout x ∈ Sf r S.

En effet, d’après la remarque 5.8.7.1, pour tous s1, s2 ∈ S tels que d(f(s1), f(s2)) =
Cd(s1, s2) la restriction de fSf à [s1, s2] est l’unique application affine de constante C
de [s1, s2] dans H2 qui envoie s1 sur f(s1) et s2 sur f(s2). D’après la remarque 5.8.7.2,
si C = 1 alors pour tous s1, s2, s3 ∈ S tels que d(f(si), f(sj)) = d(si, sj) pour tous i, j
la restriction de fSf à Conv({s1, s2, s3}) est l’unique isométrie de Conv({s1, s2, s3})
dans H2 qui envoie si sur f(si) pour tout i ∈ {1, 2, 3}.

5.3.1 Idée de la démonstration du théorème 5.3.2

Notre stratégie pour démontrer le théorème 5.3.2 est de prolonger f progres-
sivement sur des ensembles de plus en plus grands. L’étape principale consiste à
prolonger f à un segment géodésique (par convention, les segments sont supposés
compacts).

Proposition 5.3.4. Soient S un compact de H2 et f : S → H2 une application lip-
schitzienne de constante C ≥ 1. Supposons que S est f -saturé et notons SC l’ensemble
des points x ∈ S tels que κf (x) = C. Pour tout segment géodésique I de H2 r SC, il
existe un prolongement C-lipschitzien g : S ∪ I → H2 de f tel que κg(x) < C pour
tout x ∈ I ∪ S r SC et tel que S ∪ I soit g-saturé.

En appliquant la proposition 5.3.4 une première fois avec S et f , puis une
deuxième fois avec S ∪ I et g, et en itérant le procédé un nombre fini de fois, on
obtient le résultat intermédiaire suivant.

Proposition 5.3.5. Soient S un compact de H2 et f : S → H2 une application
lipschitzienne de constante C ≥ 1. Supposons que S est f -saturé et notons SC l’en-
semble des points x ∈ S tels que κf (x) = C. Pour tout polygone géodésique compact P
de H2 r SC, il existe un prolongement C-lipschitzien g : S ∪ P → H2 de f et tel que
κg(x) < C pour tout x ∈ P ∪ S r SC et tel que S ∪ P soit g-saturé.
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Nous appelons ici polygone géodésique compact de H2 toute union finie connexe de
triangles géodésiques de H2, où par définition un triangle géodésique est l’enveloppe
convexe de trois points de H2.

On obtient finalement le théorème 5.3.2 en appliquant la proposition 5.3.5 à une
suite croissante de polygones géodésiques compacts de H2 r SC .

5.3.2 Remarques sur les constantes de Lipschitz locales

Avant de démontrer le théorème 5.3.2, faisons quelques remarques sur la constante
de Lipschitz locale d’une application continue.

Remarque 5.3.6. Soient S une partie de H2 et f : S → H2 une application continue.
L’application κf : S → [0,+∞] définie par (5.3.1) est semi-continue supérieurement.
En particulier,

1. si f est lipschitzienne, alors sur tout compact de S l’application κf est majorée
et atteint son maximum,

2. pour tout t ≥ 0, l’ensemble κ−1
f ([t,+∞]) est fermé dans S pour la topologie

induite.

En effet, soient x0 ∈ S et ε > 0. Par définition de κf (x0), il existe r0 > 0 tel
que pour tous x′ 6= x′′ dans B(x0, r0) on ait d(f(x′),f(x′′))

d(x′,x′′)
≤ κf (x0) + ε. Pour tout

x ∈ Int(B(x0, r0)), il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ B(x0, r0) ; pour tous x′ 6= x′′

dans B(x, r) on a alors d(f(x′),f(x′′))
d(x′,x′′)

≤ κf (x0)+ε, ce qui prouve que κf (x) ≤ κf (x0)+ε.

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 5.3.7. Soient S un compact de H2 et f : S → H2 une application lipschit-
zienne de constante C. Alors l’ensemble SC des points x ∈ S tels que κf (x) = C est
compact. Si S est f -saturé, alors pour tout compact K de S r SC on a

sup
x∈K

sup
x′∈Sr{x}

d(f(x), f(x′))

d(x, x′)
< C. (5.3.2)

Démonstration. D’après la remarque 5.3.6, l’ensemble SC est fermé dans S, donc
compact, et pour tout compact K de S r SC il existe CK < C tel que κf (x) ≤ CK
pour tout x ∈ K. Supposons que S est f -saturé et fixons un compact K de S r SC .
Supposons par l’absurde qu’il existe des suites (xn) ∈ KN et (x′n) ∈ SN telles que
xn 6= x′n pour tout n ∈ N et telles que d(f(xn),f(x′n))

d(xn,x′n)
→ C. Comme K et S sont

compacts, quitte à extraire des sous-suites, on peut supposer xn → x ∈ K ⊂ S et
x′n → x′ ∈ S. Si x 6= x′, alors d(f(x),f(x′))

d(x,x′)
= C en passant à la limite, donc [x, x′] ⊂ SC ,

ce qui contredit l’hypothèse que K∩SC = ∅. Si x = x′, alors κf (x) = C par définition
de κf , ce qui contredit là encore l’hypothèse que K∩ SC = ∅. Ceci prouve (5.3.2).
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5.3.3 Démonstration de la proposition 5.3.4

Pour démontrer la proposition 5.3.4 on reprend la construction du paragraphe 5.2.3.

Construction. Soit (xn)n≥1 une suite de points deux à deux distincts de I rS telle
que {xn, n ≥ 1} soit dense dans I r S et telle que les deux extrémités de I appar-
tiennent à S ∪ {xn, n ≥ 1}. Posons g0 = f : S → H2 et construisons par récurrence
la restriction gn de g à S∪{xi, 1 ≤ i ≤ n}, où n ≥ 1, de la manière suivante. Suppo-
sons gn−1 construite et soit (yn, Cn, s1,n, s2,n, s3,n) une donnée de Kirzbraun-Valentine
associée à gn−1, à S ∪ {xi, 1 ≤ i ≤ n − 1} et à xn, donnée par le lemme 5.2.2. On
pose gn(x) = gn−1(x) pour tout x ∈ S ∪ {xi, 1 ≤ i ≤ n− 1} et gn(xn) = yn. D’après
le lemme 5.2.3 on a Cn ≤ C, i.e. l’application gn est C-lipschitzienne. On obtient
ainsi un prolongement C-lipschitzien g : S ∪ {xn, n ≥ 1} → H2 de f tel que pour
tout n ≥ 1 on ait

d(g(xn), g(s1,n))

d(xn, s1,n)
=
d(g(xn), g(s2,n))

d(xn, s2,n)
=
d(g(xn), g(s3,n))

d(xn, s3,n)
= Cn (5.3.3)

et
g(xn) ∈ Conv({s1,n, s2,n, s3,n}). (5.3.4)

On prolonge enfin g par continuité en une application C-lipschitzienne g : S∪I → H2,
en utilisant le fait que {xn, n ≥ 1} est dense dans I r S.

Remarque 5.3.8. Pour montrer que κg(x) < C pour tout x ∈ I ∪ S r SC et que
S ∪ I est g-saturé, il suffit de montrer que supn≥1Cn < C.

En effet, il suffit pour cela de montrer que

CI = sup
x∈I

sup
x′∈(T∪I)r{x}

d(g(x), g(x′))

d(x, x′)
< C,

ce qu’implique l’inégalité supn≥1Cn < C.

La suite de ce paragraphe est donc consacrée à la démonstration de l’inégalité
supn≥1Cn < C. On commence par une remarque facile mais indispensable.

Remarque 5.3.9. Pour tout n ≥ 1 on a Cn < C.

En effet, supposons par l’absurde qu’il existe n ≥ 1 tel que Cn = C. Si C > 1,
alors d’après le lemme 5.2.4 il existe i 6= j tels que d(g(si,n), g(sj,n)) = Cnd(si,n, sj,n)
et tels que si,n, x, sj,n soient alignés dans cet ordre ; on obtient une contradiction
avec le fait que I ∩ SC = ∅. Si C = 1, alors d’après le lemme 5.2.4 on a x ∈
Conv({s1,n, s2,n, s3,n}) et d(g(si,n), g(sj,n)) = Cnd(si,n, sj,n) pour tous i, j ; on obtient
là aussi une contradiction avec le fait que I ∩ SC = ∅.

Dans la suite du paragraphe, on raisonne par l’absurde en supposant supn≥1Cn = C.
Soit ϕ : N∗ → N∗ une application strictement croissante telle que

Cϕ(n) > max
0≤k≤ϕ(n)−1

Ck (5.3.5)
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pour tout n ≥ 1. Par hypothèse on a Cϕ(n) → C. Comme I est compact, quitte à
extraire encore une sous-suite, on peut supposer xϕ(n) → x pour un certain x ∈ I.

On commence par se restreindre au cas où s1,ϕ(n) reste dans un compact en dehors
de SC .

Lemme 5.3.10. Quitte à renuméroter et à extraire une sous-suite, on peut supposer
qu’il existe un compact K de S r SC tel que s1,ϕ(n) ∈ K ∪ I pour tout n ≥ 1.

Démonstration. Il suffit de montrer qu’il existe i ∈ {1, 2, 3} tel que la suite (si,ϕ(n))
admette une valeur d’adhérence si ∈ I ∪ S r SC .

Supposons par l’absurde que pour tout i ∈ {1, 2, 3}, toutes les valeurs d’adhérence
de la suite (si,ϕ(n)) appartiennent à SC . Alors il existe une sous-suite (xϕ′(n)) de (xϕ(n))
telle que pour tout i ∈ {1, 2, 3} on ait si,ϕ′(n) → si ∈ SC . De (5.3.4) on déduit aisément
que g(x) ∈ Conv({g(s1), g(s2), g(s3)}). En passant à la limite dans (5.3.3) on obtient
d(g(x), g(si)) = Cd(x, si) pour tout i ∈ {1, 2, 3}.

Supposons C > 1. D’après le lemme 5.2.4 il existe i 6= j tels que
∠g(x)(g(si), g(sj)) 6= 0 et d(g(si), g(sj)) ≥ Cd(si, sj). Si g(si), g(x), g(sj) ne sont
pas alignés dans cet ordre, alors l’inégalité est stricte, ce qui est impossible puisque
g est C-lipschitzienne. Par conséquent, g(si), g(x), g(sj) sont alignés dans cet ordre.
D’après la remarque 5.8.7.1, on a x ∈ [si, sj] ⊂ SC , ce qui contredit le fait que
I ∩ SC = ∅.

Supposons C = 1. D’après le lemme 5.2.4 on a x ∈ Conv({s1, s2, s3}) et
d(g(si), g(sj)) = d(si, sj) pour tous i, j. D’après la remarque 5.8.7.2, la restriction
de g à Conv({s1, s2, s3}) est une isométrie. En particulier, on a x ∈ SC , ce qui
contredit le fait que I ∩ SC = ∅.

Notons que le fait que I est un intervalle n’intervient pas dans la démonstration
du lemme 5.3.10. En revanche, il intervient dans celle du lemme suivant, qui permet
de se restreindre au cas où s1,ϕ(n) et s2,ϕ(n) restent tous deux dans un compact en
dehors de SC .

Lemme 5.3.11. Quitte à renuméroter et à extraire une sous-suite, on peut supposer
qu’il existe un compact K′ de S r SC tel que s1,ϕ(n), s2,ϕ(n) ∈ K′ ∪ I pour tout n ≥ 1.

Démonstration. D’après le lemme 5.3.10, quitte à renuméroter et à extraire une
sous-suite, on peut supposer s1,ϕ(n) → s1 ∈ I∪SrSC . Comme dans la démonstration
du lemme 5.3.10, il suffit de montrer qu’il existe i ∈ {2, 3} tel que la suite (si,ϕ(n))
admette une valeur d’adhérence si ∈ I ∪ S r SC . Supposons par l’absurde que pour
tout i ∈ {2, 3}, toutes les valeurs d’adhérence de la suite (si,ϕ(n)) appartiennent à SC .
Alors il existe une sous-suite (xϕ(n)) de (xϕ(n)) telle que pour tout i ∈ {2, 3} on ait
si,ϕ(n) → si ∈ SC . Comme I ∩ SC = ∅, on a s2, s3 6= x. En passant à la limite
dans (5.3.3) on obtient

d(g(x), g(si)) = Cd(x, si) (5.3.6)

pour tout i ∈ {1, 2, 3}. Nous traitons séparément les cas où s1 6= x et où s1 = x, le
second cas étant le plus délicat.
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Premier cas : s1 6= x.
Supposons C > 1. D’après (5.3.6) et le lemme 5.2.4 il existe 1 ≤ i < j ≤ 3 tels

que d(g(si), g(sj)) ≥ Cd(si, sj), et l’inégalité est stricte si g(si), g(x), g(sj) ne sont
pas alignés dans cet ordre. Comme g est C-lipschitzienne, l’inégalité ne peut pas être
stricte, donc g(si), g(x), g(sj) sont alignés dans cet ordre. D’après la remarque 5.8.7.3,
on a x ∈ [si, sj] et g est affine de constante C sur [si, sj]. Si si, sj ∈ S on obtient
x ∈ [si, sj] ⊂ SC , ce qui contredit le fait que I ∩ SC = ∅. Sinon on a si = s1 ∈ I r S,
et [s1, x] ∩ (I r S) contient un sous-intervalle ouvert non trivial de I puisque s1 6= x
par hypothèse et que S est fermé dans H2. Comme {xn, n ≥ 1} est dense dans IrS,
il existe n ≥ 1 tel que xn ∈ [s1, x]. On a alors d(g(xn), g(sj)) = Cd(xn, sj), ce qui
contredit le fait que Cn < C.

Supposons C = 1. D’après le lemme 5.2.4 on a x ∈ Conv({s1, s2, s3}) et
d(g(si), g(sj)) = d(si, sj) pour tous i, j. D’après la remarque 5.8.7.2, la restriction de g
à Conv({s1, s2, s3}) est une isométrie. Si s1 ∈ S on obtient x ∈ Conv({s1, s2, s3}) ⊂ SC ,
ce qui contredit le fait que I ∩SC = ∅. Sinon on a si = s1 ∈ I rS, et [s1, x]∩ (I rS)
contient un sous-intervalle ouvert non trivial de I puisque s1 6= x par hypothèse et
que S est fermé dans H2. Comme {xn, n ≥ 1} est dense dans I r S, il existe n ≥ 1
tel que xn ∈ [s1, x]. On a alors d(g(xn), g(sj)) = Cd(xn, sj), ce qui contredit le fait
que Cn < C.

Second cas : s1 = x.
Commençons par remarquer que x /∈ S, car sinon (5.3.6) impliquerait x ∈ SC ,

ce qui contredirait le fait que I ∩ SC = ∅. Comme S est fermé dans H2 et comme
s1,ϕ(n), xϕ(n) → x, on peut supposer, quitte à extraire une sous-suite, que s1,ϕ(n) /∈ S
et xϕ(n) /∈ S pour tout n ≥ 1. On a alors

s1,ϕ(n) ∈ {xi, 1 ≤ i ≤ ϕ(n)− 1} ⊂ I r S

pour tout n ≥ 1, et quitte à extraire encore une sous-suite, on peut supposer qu’il
existe une extrémité e de I telle que s1,ϕ(n) ∈ [e, xϕ(n)] ⊂ I pour tout n ≥ 1. Quitte à
extraire une dernière sous-suite, on peut supposer que les angles ∠xϕ(n)

(s1,ϕ(n), si,ϕ(n))
et ∠g(xϕ(n))(g(s1,ϕ(n)), g(si,ϕ(n))) admettent des limites pour i ∈ {2, 3}. D’après (5.3.3)
et (5.3.5), pour tout n ≥ 1 et tout i ∈ {2, 3} on a

d(g(s1,ϕ(n)), g(si,ϕ(n)))

d(s1,ϕ(n), si,ϕ(n))
≤ max(C0, . . . , Cϕ(n)−1) < Cϕ(n)

et
Cϕ(n) =

d(g(s1,ϕ(n)), g(xϕ(n)))

d(s1,ϕ(n), xϕ(n))
=
d(g(xϕ(n)), g(si,ϕ(n)))

d(xϕ(n), si,ϕ(n))
.

D’après le corollaire 5.8.5, on a alors

lim
n→+∞

∠g(xϕ(n))(g(s1,ϕ(n)), g(si,ϕ(n))) ≤ lim
n→+∞

∠xϕ(n)
(s1,ϕ(n), si,ϕ(n))

pour tout i ∈ {2, 3}. Or, on a

lim
n→+∞

∑
i 6=j

∠xϕ(n)
(si,ϕ(n), sj,ϕ(n)) ≤ 2π, (5.3.7)
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et d’après (5.3.4) on a

lim
n→+∞

∑
i 6=j

∠g(xϕ(n))(g(si,ϕ(n)), g(sj,ϕ(n))) = 2π,

donc

lim
n→+∞

∠g(xϕ(n))(g(s2,ϕ(n)), g(s3,ϕ(n))) ≥ lim
n→+∞

∠xϕ(n)
(s2,ϕ(n), s3,ϕ(n)),

c’est-à-dire
∠g(x)(g(s2), g(s3)) ≥ ∠x(s2, s3). (5.3.8)

En utilisant (5.3.6) et le corollaire 5.8.3, on en déduit

d(g(s2), g(s3)) ≥ Cd(s2, s3). (5.3.9)

Comme g est C-lipschitzienne, il y a égalité dans (5.3.9). Comme de plus S est
f -saturé, on a [s2, s3] ⊂ SC , donc x /∈ [s2, s3]. Notons que l’égalité dans (5.3.9)
implique qu’il y égalité dans (5.3.8) et dans (5.3.7). Comme s1,ϕ(n) ∈ [e, xϕ(n)] pour
tout n, on en déduit

∠x(e, s2) + ∠x(e, s3) + ∠x(s2, s3) = 2π,

et donc x ∈ Conv({e, s2, s3}).
Supposons C > 1. D’après le corollaire 5.8.3, comme il y a égalité dans (5.3.9), les

points x, s2, s3 sont alignés. Or, on a vu que x /∈ [s2, s3] et que x ∈ Conv({e, s2, s3}),
donc il existe i ∈ {2, 3} tel que x ∈ [e, si]. L’autre extrémité e′ de I appartient alors
à [x, si]. D’après (5.3.6) et la remarque 5.8.7.1, l’application g est affine de constante C
sur [x, si], donc en particulier on a d(g(e′), g(si)) = Cd(e′, si). Si e′ ∈ I∩S, on obtient
[e, si] ⊂ SC car S est f -saturé, ce qui contredit le fait que I ∩ SC = ∅. Sinon on a
e′ ∈ {xn, n ≥ 1} par hypothèse, ce qui contredit le fait que Cn < C pour tout n ≥ 1.

Supposons C = 1. D’après (5.3.6), (5.3.9) et la remarque 5.8.7.2, la restriction de g
au triangle Conv({x, s2, s3}) est une isométrie. Or, on a vu que x ∈ Conv({e, s2, s3}),
donc [e, x] ⊂ Conv({e, s2, s3}). De plus, on a vu que x /∈ [s2, s3], donc l’ensemble
I ∩ Conv({e, s2, s3}) contient strictement [e, x]. On en déduit que Conv({x, s2, s3})
contient un sous-intervalle ouvert non trivial de I, et même de I r S puisque x /∈
S. Comme {xn, n ≥ 1} est dense dans I r S, il existe n ≥ 1 tel que xn ∈
Conv({x, s2, s3}). On a alors d(g(xn), g(s2)) = d(xn, s2), ce qui contredit le fait
que Cn < 1.

On peut maintenant terminer la démonstration de la proposition 5.3.4. D’après
le lemme 5.3.11, quitte à renuméroter et à extraire une sous-suite, on peut supposer
qu’il existe un compact K′ de S rSC tel que s1,ϕ(n), s2,ϕ(n) ∈ K′ ∪ I pour tout n ≥ 1.
D’après le lemme 5.3.7, on a

CK′ = sup
x∈K′

sup
x′∈Sr{x}

d(g(x), g(x′))

d(x, x′)
< C.
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D’après le lemme 5.2.4, pour tout n ≥ 1 on a alors

Cϕ(n) ≤ max
1≤i<j≤3

d(g(si,ϕ(n)), g(sj,ϕ(n)))

d(si,ϕ(n), sj,ϕ(n))
≤ max

(
CK′ , max

0≤k≤ϕ(n)−1
Ck
)
.

Comme Cϕ(n) → C, pour tout n assez grand on a

Cϕ(n) ≤ max
0≤k≤ϕ(n)−1

Ck,

ce qui contredit (5.3.5).

5.3.4 Démonstration de la proposition 5.3.5

Notons I1, . . . , Is les côtés de P . Posons g0 = f : S → H2. On construit par
récurrence sur i des prolongements C-lipschitziens gi : S ∪ I1 ∪ . . . ∪ Ii → H2 de f ,
où 1 ≤ i ≤ s, tels que κgi(x) < C pour tout x ∈ I1 ∪ . . . ∪ Ii ∪ S r SC et tel que
S ∪ I1 ∪ . . .∪ Ii soit gi-saturé. Plus précisément, si gi−1 est construit, on construit gi
en appliquant la proposition 5.3.4 à S ∪ I1 ∪ . . . ∪ Ii−1, à gi−1 et à Ii. Fixons un
voisinage compact U de P dans H2 r SC et notons ∂P = I1 ∪ . . . ∪ Is le bord de P .
L’ensemble ∂P ∪ (S ∩U) est compact et ne rencontre pas SC par hypothèse ; d’après
le lemme 5.3.7, on a

C ′ := sup
x∈∂P∪(S∩U)

sup
x′∈S∪∂Pr{x}

d(gs(x), gs(x
′))

d(x, x′)
< C.

D’après le théorème 5.2.1, il existe un prolongement g : S ∪ P → H2 de gs dont
la restriction à P ∪ (S ∩ U) est C ′-lipschitzienne. On a alors κg(x) < C pour tout
x ∈ P ∪ S r SC et le compact P ∪ S est g-saturé.

5.3.5 Démonstration du théorème 5.3.2

Soit (C`)`∈L la famille des composantes connexes de H2 r SC . Comme H2 r SC
est ouvert dans H2 d’après le lemme 5.3.7, les ensembles C` sont eux aussi ouverts
dans H2.

Fixons ` ∈ L et montrons qu’il existe un prolongement C-lipschitzien
g` : SC ∪ C` → H2 de f tel que κg`(x) < C pour tout x ∈ C`. Posons g`,0 = f
et soit (P`,n)n≥1 une suite croissante (pour l’inclusion) de polygones géodésiques
compacts inclus dans C`, dont la réunion est C`. On construit par récurrence sur n
des prolongements C-lipschitziens g`,n : SC ∪ P`,n → H2 de f , où n ≥ 1, tels que
κg`,n(x) < C pour tout x ∈ P`,n et tel que SC ∪ P`,n soit g`,n-saturé. Plus préci-
sément, si g`,n−1 est construite, on construit g`,n en appliquant la proposition 5.3.5
à SC∪P`,n−1, à g`,n−1 et à P`,n. Soit g` : SC∪C` → H2 l’application dont la restriction
à Pn est g`,n pour tout n ≥ 1. Comme C` est ouvert dans H2 et comme l’union des Pn
est C`, on a κg`(x) < C pour tout x ∈ C`.

Soit g : H2 → H2 l’application dont la restriction à SC est f et dont la restriction
à C` est g` pour tout ` ∈ L. Par construction, comme C` est ouvert dans H2 pour
tout ` ∈ L, on a κg(x) = κg`(x) < C pour tout x ∈ C` et tout ` ∈ L. Ainsi, on a bien
κg(x) < C pour tout x ∈ H2 r SC .
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5.4 Une droite géodésique d’étirement maximal

Cette partie est consacrée à la démonstration du théorème 5.1.3.
Commençons par rappeler que le bord ∂H2 ' S1 de H2 est l’ensemble des classes

d’équivalence [R] de rayons géodésiques R : [0,+∞[→ H2 pour la relation d’équiva-
lence “être à distance bornée”. L’espace H2 = H2t∂H2 est compact pour la topologie
suivante : par définition, une suite (xn) ∈ (H2)N (resp. (ξn) ∈ (∂H2)N) converge vers
un point ξ ∈ ∂H2 si pour tout x ∈ H2 on a d(x, xn) → +∞ et la suite des rayons
géodésiques Rn d’extrémité x passant par xn (resp. tels que [Rn] = ξn) converge uni-
formément sur les compacts vers le rayon géodésique R d’extrémité x tel que [R] = ξ
([BrH], § III.H.3). L’ensemble limite ΛΓ0 d’un sous-groupe Γ0 de SL2(R) est le plus
petit fermé Γ0-invariant de ∂H2, obtenu comme intersection de ∂H2 avec l’adhérence
dans H2 d’une orbite Γ0 · x0 ; il ne dépend pas du choix de l’orbite.

Notation. Pour tout sous-groupe Γ0 de SL2(R), on note H2
Γ0

l’enveloppe convexe
dans H2 de l’ensemble limite ΛΓ0, c’est-à-dire l’union des droites géodésiques de H2

dont les deux extrémités appartiennent à ΛΓ0.

L’action de Γ0 sur H2 préserve (globalement) H2
Γ0
. On dit que Γ0 est convexe co-

compact s’il est discret dans SL2(R), si H2
Γ0
6= ∅ et si l’action de Γ0 sur H2

Γ0
est

cocompacte. Par exemple, tout réseau cocompact Γ0 de SL2(R) est convexe cocom-
pact, avec H2

Γ0
= H2.

Soit Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de SL2(R), soit ρ : Γ0 → SL2(R) un
morphisme de groupes et soit f : H2

Γ0
→ H2 une application ρ-équivariante, lipschit-

zienne de constante Cρ minimale. Pour démontrer le théorème 5.1.3, on commence
par faire l’observation suivante : pour montrer qu’il existe une droite géodésique
de H2

Γ0
sur laquelle f est affine de constante Cρ, il suffit de prouver l’existence de

segments géodésiques de longueur arbitrairement grande sur lesquels f est affine
de constante Cρ (lemme 5.4.3). Le théorème 5.1.3 se ramène donc à la proposition
suivante.

Proposition 5.4.1. Soit Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de SL2(R), soit
ρ : Γ0 → SL2(R) un morphisme de groupes et soit f : H2

Γ0
→ H2 une application

ρ-équivariante, lipschitzienne de constante Cρ minimale. Si Cρ ≥ 1, il existe des seg-
ments géodésiques de H2

Γ0
de longueur arbitrairement grande sur lesquels f est affine

de constante Cρ.

Pour démontrer la proposition 5.4.1, on introduit la notation suivante.

Notation. Pour toute application f : H2
Γ0
→ H2, lipschitzienne de constante C, on

note

Lf = sup
{
d(x, x′), x, x′ ∈ H2

Γ0
, d(f(x), f(x′)) = C d(x, x′)

}
∈ [0,+∞]

la borne supérieure des longueurs des segments géodésiques sur lequels f est affine de
constante C.
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La proposition 5.4.1 affirme que pour toute application ρ-équivariante f : H2
Γ0
→ H2,

lipschitzienne de constante Cρ minimale où Cρ ≥ 1, on a Lf = +∞. Pour démontrer
ceci, nous établissons la proposition suivante et raisonnons par l’absurde.

Proposition 5.4.2. Soit Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de SL2(R), soit
ρ : Γ0 → SL2(R) un morphisme de groupes et soient C ≥ 1 et R > 0 deux réels.

1. Il existe ε > 0 tel que pour tout R′ ≤ R, l’existence d’une application
ρ-équivariante et C-lipschitzienne f : H2

Γ0
→ H2 vérifiant Lf ≤ R′ implique

l’existence d’une application ρ-équivariante et C-lipschitzienne g : H2
Γ0
→ H2

vérifiant Lg ≤ R′ − ε.
2. Pour toute application ρ-équivariante f : H2

Γ0
→ H2, lipschitzienne de constante C,

on a Lf > 0.

On obtient immédiatement la proposition 5.4.1 en raisonnant par l’absurde et en
appliquant la proposition 5.4.2 un nombre fini de fois.

5.4.1 Une première réduction du problème

L’observation suivante ramène la démonstration du théorème 5.1.3 à celle de la
proposition 5.4.1.

Lemme 5.4.3. Soit Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de SL2(R), soit
ρ : Γ0 → SL2(R) un morphisme de groupes et soit f : H2

Γ0
→ H2 une application

ρ-équivariante, lipschitzienne de constante C ≥ 0. S’il existe des segments géodésiques
de H2

Γ0
de longueur arbitrairement grande sur lesquels f est affine de constante C,

alors il existe une droite géodésique de H2
Γ0

sur laquelle f est affine de constante C.

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite (In)n∈N de segments géodésiques
de H2

Γ0
sur lesquels f est affine de constante C et dont la longueur tend vers l’infini

avec n. Pour tout n ∈ N, notons xn et x′n les deux extrémités de In, et x′′n son mi-
lieu. Soit D un domaine fondamental compact de H2

Γ0
pour l’action de Γ0. Comme

f est ρ-équivariante, quitte à remplacer In par un translaté par Γ0, on peut suppo-
ser x′′n ∈ D. Comme D est compact, quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer
x′′n → x′′ ∈ D. Comme d(x′′, xn)→ +∞ et comme H2 = H2∪∂H2 est compact, quitte
à extraire encore une sous-suite, on peut supposer que (xn) converge dans H2 vers un
certain point ξ ∈ ∂H2. Ainsi, la suite des rayons géodésiquesRn,x′′ d’extrémité x′′ pas-
sant par xn converge uniformément sur les compacts vers le rayon géodésique R d’ex-
trémité x′′ tel que [R] = ξ ; l’image de ce rayon géodésique est incluse dans H2

Γ0
. Or,

pour tout n ∈ N, si l’on note Rn le rayon géodésique d’extrémité x′′n passant par xn,
alors pour tout t ≤ min(d(x′′n, xn), d(x′′, xn)) on a d(Rn(t),Rn,x′′(t)) ≤ d(x′′n, x

′′). Par
conséquent, la suite (Rn)n∈N converge elle aussi vers R uniformément sur les com-
pacts. De même, la suite des rayons géodésiques R′n d’extrémité x′′n passant par x′n
converge uniformément sur les compacts vers un certain rayon géodésique R′ d’ex-
trémité x′′ dont l’image est incluse dans H2

Γ0
. Comme In = [xn, x

′′
n] ∪ [x′′n, x

′
n] est un

segment géodésique, ImRn ∪ ImR′n est une droite géodésique pour tout n ∈ N, donc
ImR ∪ ImR′ aussi. Comme f est affine de constante C sur In pour tout n ∈ N, elle
est affine de constante C sur ImR∪ ImR′.
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5.4.2 Un lemme-clé

Le lemme suivant constitue le cœur de la démonstration de la proposition 5.4.1.

Lemme 5.4.4. Soit Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de SL2(R). Notons r > 0
le rayon d’injectivité de Γ0\H2

Γ0
et soient U1, . . . ,Um des ouverts de H2

Γ0
de dia-

mètre < r. Pour tout 1 ≤ k ≤ m, fixons un voisinage compact convexe Kk de Uk
dans H2

Γ0
de diamètre < r, et posons Sk = Kk r Uk. Soient ρ : Γ0 → SL2(R) un

morphisme de groupes et R > 0 un réel. Il existe un réel ε > 0 vérifiant la propriété
suivante :
pour toute application ρ-équivariante g0 : H2

Γ0
→ H2, lipschitzienne de constante C ≥ 1

et telle que Lg0 ≤ R, il existe des applications ρ-équivariantes et C-lipschitziennes
gk : H2

Γ0
→ H2, où 1 ≤ k ≤ m, telles que

1. κ−1
gk

(C) ⊂ κ−1
gk−1

(C) et κgk(x) < C pour tout x ∈ Γ0 · (Uk r S
gk−1

k ),

2. pour tous x, x′ ∈ H2
Γ0

vérifiant d(gk(x), gk(x
′)) = Cd(x, x′), on ait

d(g`(x), g`(x
′)) = Cd(x, x′) pour tout 0 ≤ ` ≤ k − 1,

3. pour tous x, x′ ∈ H2
Γ0

vérifiant d(gk(x), gk(x
′)) = Cd(x, x′) et (B(x, r

4
)∩H2

Γ0
) ⊂

Γ0 · Uk, on ait d(x, x′) ≤ Lg0 − ε.

On reprend ici les notations de la définition 5.3.1 : si C > 1, on note Sgk−1

k l’union
des segments géodésiques [s1, s2], où s1, s2 ∈ Sk vérifient d(gk−1(s1), gk−1(s2)) =
Cd(s1, s2) ; si C = 1, on note Sgk−1

k l’union des enveloppes convexes Conv({s1, s2, s3}),
où s1, s2, s3 ∈ Sk vérifient d(gk−1(si), gk−1(sj)) = d(si, sj) pour tous i, j.

On munit le fermé H2
Γ0

de H2 de la topologie induite. Pour toute partie S de H2
Γ0
,

on note S (resp. Int(S)) son adhérence (resp. son intérieur) dans H2
Γ0
.

Démonstration. D’après le lemme 5.8.6, il existe ε ∈]0, r
4
] tel que pour tout triangle

géodésique non plat Conv({x, x′, x′′}) de H2 vérifiant d(x′, x′′) − ε ≤ d(x, x′) ≤ R
et d(x, x′′) ≥ r/4, le projeté orthogonal y de x′′ sur la droite géodésique (x, x′) vérifie
[x, y] ∩ [x, x′] 6= {x} et d(x, y) ≥ ε. Montrons que ce réel ε convient.

Soit g0 : H2
Γ0
→ H2 une application ρ-équivariante et lipschitzienne de constante

C ≥ 1, telle que Lg0 ≤ R. On construit les applications gk par récurrence sur k, en
utilisant le théorème 5.3.2. Plus précisément, supposons gk−1 construite et construi-
sons gk. Notons que Sgk−1

k ⊂ Kk puisque Kk est convexe par hypothèse. D’après
le théorème 5.3.2, il existe une application C-lipschitzienne gk : Kk → H2 coïnci-
dant avec gk−1 sur Sgk−1

k et telle que pour tout x ∈ Kk r S
gk−1

k = Uk r S
gk−1

k on
ait κgk(x) < C. Comme Kk est de diamètre < r, on peut prolonger gk en une appli-
cation continue ρ-équivariante gk : H2

Γ0
→ H2 en posant gk(γ · x) = ρ(γ) · gk(x) pour

tout γ ∈ Γ0 et tout x ∈ Kk, et gk(x) = gk−1(x) pour tout x ∈ H2
Γ0

r (Γ0 · Kk).
Par construction, on a κgk(x) ≤ C pour tout x ∈ Γ0 · Int(Kk), et κgk(x) < C pour

x ∈ Γ0 ·(UkrSgk−1

k ). De plus, comme gk coïncide avec gk−1 sur l’ouvert H2
Γ0
r(Γ0 ·Uk),

on a κgk(x) = κgk−1
(x) pour tout x ∈ H2

Γ0
r (Γ0 · Uk). Par conséquent, gk est C-lip-

schitzienne et vérifie la propriété 1.
Montrons que gk vérifie la propriété 2. Soient x 6= x′ dans H2

Γ0
tels que

d(gk(x), gk(x
′)) = Cd(x, x′). On a κgk(x) = κgk(x

′) = C d’après la remarque 5.8.7.1,
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donc x, x′ /∈ Γ0 · (Uk r S
gk−1

k ) d’après ce qui précède. Mais gk coïncide avec gk−1 en
dehors de Γ0 · (Uk r S

gk−1

k ), donc d(gk−1(x), gk−1(x′)) = Cd(x, x′). Par hypothèse de
récurrence, on a d(g`(x), g`(x

′)) = Cd(x, x′) pour tout 0 ≤ ` ≤ k− 1. Ainsi, gk vérifie
bien la propriété 2.

Montrons que gk vérifie la propriété 3. Comme gk est ρ-équivariante, il suffit
de considérer des points x 6= x′ de H2

Γ0
tels que d(gk(x), gk(x

′)) = Cd(x, x′) et
tels que (B(x, r

4
) ∩ H2

Γ0
) ⊂ Uk. Par la propriété 1 que nous venons de démontrer,

on a d(g0(x), g0(x′)) = Cd(x, x′), donc d(x, x′) ≤ Lg0 par définition de Lg0 . Suppo-
sons par l’absurde d(x, x′) > Lg0 − ε. Soit xε le point de [x, x′] tel que d(x, xε) =
min(ε, d(x, x′)). Pour obtenir une contradiction, il suffit de montrer que

]x, xε[ ∩ Sgk−1

k = ∅. (5.4.1)

En effet, si (5.4.1) est vérifié, alors la restriction de κgk à ]x, xε[ est < C d’après la
propriété 1. Or, d’après la remarque 5.8.7.1 l’application gk est affine de constante C
sur [x, x′], d’où une contradiction.

Prouvons (5.4.1) en supposant tout d’abord C > 1. Soient s1, s2 ∈ Sk tels que
d(g0(s1), g0(s2)) = Cd(s1, s2). Montrons que

]x, xε[ ∩ [s1, s2] = ∅. (5.4.2)

Notons que ]x, xε[ est inclus dans B(x, r
4
) ∩ H2

Γ0
, donc dans Uk, donc ne rencontre

pas Sk. Comme s1 et s2 appartiennent à Sk, il suffit, pour démontrer (5.4.2), de
démontrer que ]x, xε[∩]s1, s2[= ∅. Supposons par l’absurde que ce n’est pas le cas.
D’après le lemme 5.8.8, l’ensemble ]x, xε[∩]s1, s2[ est un intervalle ouvert non trivial.
Comme ]x, xε[⊂ (B(x, r

4
) ∩ H2

Γ0
) ⊂ Uk, le segment géodésique [s1, s2] contient le

diamètre de B(x, r
4
) contenant ]x, xε[. D’après la remarque 5.8.7.4, l’application g0

est donc affine de constante C sur un segment géodésique de longueur

d(x, x′) +
r

4
> Lg0 − ε+

r

4
≥ Lg0 ,

ce qui contredit la définition de Lg0 . Par conséquent, (5.4.2) est bien vérifié. Ceci
prouve (5.4.1) lorsque C > 1.

Prouvons à présent (5.4.1) en supposant C = 1. Soient s1, s2, s3 ∈ Sk tels que
d(g0(si), g0(sj)) = Cd(si, sj) pour tous i, j. Montrons que

]x, xε[∩Conv({s1, s2, s3}) = ∅. (5.4.3)

Pour cela, on suppose que [x, x′] rencontre Conv({s1, s2, s3}). D’après le lemme 5.8.8,
la restriction de g0 à Conv({x, x′, s1, s2, s3}) est une isométrie. En particulier, pour
tout i ∈ {1, 2, 3} on a d(g0(x′), g0(si)) = d(x′, si), donc

d(x′, si) ≤ Lg0 < d(x, x′) + ε

par hypothèse. De plus, on a d(x, si) >
r
4
puisque (B(x, r

4
)∩H2

Γ0
) ⊂ Uk par hypothèse.

D’après le lemme 5.8.6 appliqué au triangle géodésique Conv({x, x′, si}), le projeté
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orthogonal yi de si sur la droite géodésique passant par x et x′ vérifie [x, xε] ⊂
[x, yi]. Ainsi, pour tout i ∈ {1, 2, 3} le point si est situé de l’autre côté que x par
rapport à la droite orthogonale à [x, x′] passant par xε ; il en est donc de même
de Conv({s1, s2, s3}). Par conséquent, (5.4.3) est bien vérifié. Ceci prouve (5.4.1)
lorsque C = 1.

5.4.3 Démonstration de la proposition 5.4.2

Pour démontrer la proposition 5.4.2, on applique le lemme 5.4.4 à des ouverts
U1, . . . ,Um bien choisis, donnés par le lemme suivant.

Lemme 5.4.5. Soit Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de SL2(R) ; notons r > 0 le
rayon d’injectivité de Γ0\H2

Γ0
. Il existe des ouverts U1, . . . ,Um de H2

Γ0
de diamètre < r

tels que toute boule fermée de rayon r/4 de H2
Γ0

soit incluse dans γ · Uk pour un
certain γ ∈ Γ0 et un certain 1 ≤ k ≤ m.

Démonstration. Soit

D =
{
x ∈ H2

Γ0
, d(x, x0) = min

γ∈Γ0

d(x, γ · x0)
}

le domaine fondamental de Dirichlet de H2
Γ0

associé à un certain x0 ∈ H2
Γ0
. Il existe

une partie finie F de Γ0 telle que tout convexe de H2
Γ0

de diamètre ≤ r/2 rencon-
trant D soit inclus dans l’union D′ des translatés γ · D, où γ ∈ F . L’ensemble X des
parties compactes et convexes de D′ de diamètre ≤ r/2 est compact pour la topo-
logie de Hausdorff. Il est donc recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de
rayon r/8 pour la distance de Hausdorff dHaus : il existe des éléments C1, . . . , Cm ∈ X
tels que pour tout C ∈ X on ait dHaus(C, Ck) < r/8 pour un certain 1 ≤ k ≤ m. Pour
tout 1 ≤ k ≤ m, soit

Uk =
{
x ∈ H2

Γ0
, d(x, Ck) <

r

8

}
le r/8-voisinage de Ck dans H2

Γ0
. Les ouverts U1, . . . ,Um conviennent.

Démonstration de la proposition 5.4.2. Soient U1, . . . ,Um les ouverts donnés
par le lemme 5.4.5. Pour tout 1 ≤ k ≤ m, fixons un voisinage compact convexe Kk
de Uk dans H2

Γ0
de diamètre < r, et posons Sk = Kk r Uk.

1. Montrons que le réel ε > 0 donné par le lemme 5.4.4 convient. Soit f : H2
Γ0
→ H2

une application ρ-équivariante et C-lipschitzienne telle que Lf ≤ R. Posons
g0 = f . D’après le lemme 5.4.4, il existe des applications ρ-équivariantes et
C-lipschitziennes gk : H2

Γ0
→ H2, où 1 ≤ k ≤ m, telles que

(a) pour tous x, x′ ∈ H2
Γ0

vérifiant d(gk(x), gk(x
′)) = Cd(x, x′), on ait

d(g`(x), g`(x
′)) = Cd(x, x′) pour tout 0 ≤ ` ≤ k − 1,

(b) pour tous x, x′ ∈ H2
Γ0

vérifiant d(gk(x), gk(x
′)) = Cd(x, x′) et

(B(x, r
4
) ∩H2

Γ0
) ⊂ Γ0 · Uk, on ait d(x, x′) ≤ Lf − ε.
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Posons g = gm et montrons que Lg ≤ Lf − ε. Soient x 6= x′ dans H2
Γ0

tels que
d(g(x), g(x′)) = Cd(x, x′). D’après le lemme 5.4.5, il existe un élément γ ∈ Γ0 et
un entier 1 ≤ k ≤ m tels que (B(x, r

4
)∩H2

Γ0
) ⊂ γ · Uk. D’après la propriété (a),

on a d(gk(x), gk(x
′)) = Cd(x, x′). D’après la propriété (b), on a d(x, x′) ≤ R−ε.

2. Soit f : H2
Γ0
→ H2 une application ρ-équivariante et lipschitzienne de constante C.

Posons g0 = f . D’après le lemme 5.4.4, il existe des applications ρ-équivariantes
et C-lipschitziennes gk : H2

Γ0
→ H2, où 1 ≤ k ≤ m, telles que

(a) κ−1
gk

(C) ⊂ κ−1
gk−1

(C) et κgk(x) < C pour tout x ∈ Γ0 · (Uk r S
gk−1

k ),
(b) pour tous x, x′ ∈ H2

Γ0
vérifiant d(gk(x), gk(x

′)) = Cd(x, x′), on ait
d(g`(x), g`(x

′)) = Cd(x, x′) pour tout 0 ≤ ` ≤ k − 1.
Supposons par l’absurde que pour tous x 6= x′ dans H2

Γ0
on ait d(f(x), f(x′)) <

Cd(x, x′). D’après la propriété (b), on a d(gk(x), gk(x
′)) < Cd(x, x′) pour

tout 1 ≤ k ≤ m et tous x 6= x′ dans H2
Γ0
. En particulier, on a Uk r S

gk−1

k = Uk
pour tout 1 ≤ k ≤ m. La propriété (a) implique donc, par récurrence,

κ−1
gk

(C) ⊂ κ−1
f (C) r

(
(Γ0 · U1) ∪ . . . ∪ (Γ0 · Uk)

)
.

Or, d’après le lemme 5.4.5 on a

(Γ0 · U1) ∪ . . . ∪ (Γ0 · Um) = H2
Γ0
,

donc κ−1
gm(C) = ∅. Ceci contredit la remarque suivante.

Remarque 5.4.6. Soit Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de SL2(R). Pour tout
morphisme de groupes ρ : Γ0 → SL2(R) et toute application ρ-équivariante f : H2

Γ0
→ H2,

lipschitzienne de constante C, il existe x ∈ H2
Γ0

tel que κf (x) = C.

En effet, par définition de la constante de Lipschitz, il existe des suites (xn)n≥1

et (x′n)n≥1 de points de H2
Γ0

telles que xn 6= x′n pour tout n ≥ 1 et telles que

Cn :=
d(f(xn), f(x′n))

d(xn, x′n)
−→ C.

Pour tout n ≥ 1, il existe des points yn, y′n ∈ [xn, x
′
n] tels que 0 < d(yn, y

′
n) ≤ 1/n

et tels que d(f(yn), f(y′n)) ≥ Cnd(yn, y
′
n). Soit D un domaine fondamental com-

pact de H2
Γ0

pour l’action de Γ0. Comme f est ρ-équivariante, quitte à remplacer le
couple (yn, y

′
n) par un translaté par Γ0, on peut supposer yn ∈ D pour tout n ≥ 1.

Comme D est compact, quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que (yn)
converge vers un certain y ∈ D. On a alors κf (y) = C.

5.5 Une condition nécessaire et suffisante d’admis-
sibilité

Cette partie est consacrée à la démonstration du théorème 5.1.1. Nous distinguons
deux cas selon le nombre de points fixes de ρ(Γ0) dans ∂H2.
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Rappelons qu’un sous-groupe de SL2(R) admet deux points fixes ξ1 et ξ2 dans ∂H2

si et seulement si tous ses éléments 6= ±1 sont hyperboliques d’axe de translation la
droite d’extrémités ξ1 et ξ2. Il admet un unique point fixe dans ∂H2 si et seulement
s’il est virtuellement unipotent ou bien résoluble mais non virtuellement abélien ;
dans ce dernier cas il est conjugué à un sous-groupe du Borel de SL2(R) formé
des matrices triangulaires supérieures. Enfin, il est sans point fixe dans ∂H2 si et
seulement s’il est Zariski-dense dans SL2(R), ou conjugué à un sous-groupe non
abélien du normalisateur des matrices diagonales, ou encore borné.

Pour démontrer le théorème 5.1.1 dans le cas le plus intéressant où ρ(Γ0) ad-
met zéro ou deux points fixes dans ∂H2, nous utilisons le théorème 5.1.3. Nous
commençons par prouver dans ce cas l’existence d’une application ρ-équivariante et
lipschitzienne de constante minimale.

5.5.1 Une application équivariante de constante de Lipschitz
minimale

Lemme 5.5.1. Soit Γ0 un sous-groupe convexe cocompact de SL2(R) et soit
ρ : Γ0 → SL2(R) un morphisme de groupes.

1. Il existe une application ρ-équivariante et lipschitzienne de H2
Γ0

dans H2.
2. Si ρ(Γ0) admet zéro ou deux points fixes dans ∂H2, la borne inférieure Cρ des

constantes de Lipschitz de telles applications est atteinte.

Comme dans le cas ultramétrique (paragraphe 4.2.1), le point 1 est facile.

Démonstration du point 1 du lemme 5.5.1. Fixons un point x0 ∈ H2
Γ0

et no-
tons

D = {x ∈ H2
Γ0
, d(x, x0) ≤ d(x, γ · x0) ∀γ ∈ Γ0}

le domaine de Dirichlet associé dans H2
Γ0
. L’enveloppe convexe de D dans H2 est un

polygone géodésique compact P . Soit S un système fini de représentants des sommets
de P modulo l’action de Γ0. Pour tout s ∈ S, choisissons un point xs ∈ H2. Définissons
une application f de l’ensemble des sommets de P versH2 en posant f(γ·s) = ρ(γ)·xs
pour tout s ∈ S et tout γ ∈ Γ0 tels que γ · s ∈ D. On peut prolonger f en une
application ρ-équivariante et lipschitzienne du bord de P vers H2 en imposant que sa
restriction à tout côté de P soit affine. D’après le théorème 5.2.1, cette application
admet un prolongement lipschitzien àD tout entier. On le prolonge en une application
ρ-équivariante et lipschitzienne f : H2

Γ0
→ H2 en posant f(γ · x) = ρ(γ) · f(x) pour

tout γ ∈ Γ0 et tout x ∈ D.

Avant de démontrer le point 2 du lemme 5.5.1, donnons l’idée de la démonstration.
Soit D un domaine fondamental compact de H2

Γ0
pour l’action de Γ0. On commence

par remarquer que la donnée d’une application ρ-équivariante f : H2
Γ0
→ H2 est

équivalente à la donnée d’une application f ′ : D → H2 vérifiant certaines conditions
sur le bord de D. Fixons une constante C > Cρ. L’idée est alors d’appliquer le
théorème d’Ascoli aux applications f ′ ci-dessus qui sont C-lipschitziennes. Pour cela,
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il faut se ramener à un sous-ensemble composé d’applications à valeurs dans un
compact fixé de H2. C’est possible lorsque ρ(Γ0) admet zéro ou deux points fixes
dans ∂H2 : on utilise pour cela la remarque suivante.

Remarque 5.5.2. Soient g1, . . . , gn ∈ SL2(R) et R ≥ 0. Posons

C =
{
x ∈ H2, d(x, gi · x) ≤ R ∀i

}
.

Si les éléments gi n’admettent pas de point fixe commun dans ∂H2, alors C est com-
pact. Si les éléments gi admettent deux points fixes communs ξ1 et ξ2 dans ∂H2,
alors il existe R′ ≥ 0 tel que d(x,D) ≤ R′ pour tout x ∈ C, où D désigne la droite
géodésique de H2 d’extrémités ξ1 et ξ2.

En effet, pour tout g ∈ SL2(R), l’ensemble des points x ∈ H2 tels que d(x, g · x) ≤ R
est

– un voisinage de l’axe de translationAg de g de la forme {x ∈ H2, d(x,Ag) ≤ R′}
si g est hyperbolique,

– un horodisque centré en l’unique point fixe de g dans ∂H2 si g est parabolique,
– un disque centré en l’unique point fixe de g dans H2 si g est elliptique.

Démontrons à présent le point 2 du lemme 5.5.1.

Démonstration du point 2 du lemme 5.5.1. Soit D un domaine fondamental
connexe pour l’action de Γ0 sur H2

Γ0
. L’ensemble

F =
{
γ ∈ Γ0 r {1}, γ · D ∩ D 6= ∅

}
est un système générateur fini de Γ0. Fixons un réel C > Cρ. La restriction de H2

Γ0
à D

induit une bijection entre l’ensemble S des applications ρ-équivariantes et
C-lipschitziennes f : H2

Γ0
→ H2 et l’ensemble SD des applications C-lipschitziennes

f ′ : D → X ′ vérifiant f ′(γ · x) = ρ(γ) · f ′(x) pour tous γ ∈ F et x ∈ D tels que
γ · x ∈ D. Cette bijection préserve les constantes de Lipschitz. Notons que SD est
fermé dans l’ensemble des applications continues de D dans H2 et uniformément
équicontinu pour la topologie de la convergence uniforme. Comme dans le cas ultra-
métrique (paragraphe 4.2.2), nous voulons appliquer le théorème d’Ascoli ; dans le
cas où ρ(Γ0) admet deux points fixes dans ∂H2, nous allons devoir nous ramener à
un sous-ensemble de SD formé d’applications à valeurs dans un compact fixé de H2.
Commençons par remarquer que si l’on pose

R = max
{
d(x, γ · x), x ∈ D, γ ∈ F

}
> 0,

alors pour tout f ′ ∈ SD l’image f ′(D) est incluse dans

C = {y ∈ H2, d(y, ρ(γ) · y) ≤ CR ∀γ ∈ F}.

Si le groupe ρ(Γ0) n’a pas de point fixe dans ∂H2, alors C est compact d’après
le lemme 5.5.2. Le théorème d’Ascoli implique alors que SD est compact pour la
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topologie de la convergence uniforme. On en déduit l’existence d’un élément f ′ ∈ SD,
et donc d’un élément f ∈ S, de constante de Lipschitz Cρ minimale.

Supposons que ρ(Γ0) admette deux points fixes ξ1 et ξ2 dans ∂H2, et soit D la
droite géodésique de H2 d’extrémités ξ1 et ξ2. D’après le lemme 5.5.2, il existe R′ ≥ 0
tel que d(f ′(x), D) ≤ R′ pour tout f ′ ∈ SD et tout x ∈ D. Fixons un point y0 ∈ D et
une isométrie hyperbolique g ∈ SL2(R) d’axe de translation D. Pour tout f ′ ∈ SD,
il existe un entier m ∈ Z tel que gm · f ′(D) soit inclus dans le compact

C ′ =
{
y ∈ H2, d(y, y0) ≤ λ(g) +R′

}
.

Comme g est hyperbolique d’axe de translation D, il commute à ρ(Γ0). Par consé-
quent on a encore gm · f ′ ∈ SD, et les constantes de Lipschitz de f ′ et de gm · f ′
sont les mêmes. Ainsi, si l’on note SD,C′ le sous-ensemble fermé de SD formé des
éléments f ′ tels que f ′(D) ⊂ C ′, alors les bornes inférieures des constantes de Lip-
schitz des éléments de SD et de SD,C′ sont les mêmes. D’après le théorème d’Ascoli,
l’ensemble SD,C′ est compact pour la topologie de la convergence uniforme. On en
déduit l’existence d’un élément f ′ ∈ SD,C′ , et donc d’un élément f ∈ S, de constante
de Lipschitz Cρ minimale.

5.5.2 Cas où ρ(Γ0) admet zéro ou deux points fixes dans ∂H2

Commençons par démontrer le théorème 5.1.1 dans le cas le plus intéressant, à
savoir le cas où ρ(Γ0) admet zéro ou deux points fixes dans ∂H2.

Proposition 5.5.3. Soient µ : SL2(R)→ R+ une projection de Cartan, Γ0 un sous-
groupe convexe cocompact de SL2(R) et ρ : Γ0 → SL2(R) un morphisme de groupes
tel que ρ(Γ0) admette zéro ou deux points fixes dans ∂H2. Si ρ est admissible, il existe
des constantes C < 1 et C ′ ≥ 0 telles que pour tout γ ∈ Γ0 on ait

µ(ρ(γ)) ≤ Cµ(γ) + C ′.

Comme précédemment, pour tout sous-groupe convexe cocompact Γ0 de SL2(R)
et pour tout morphisme de groupes ρ : Γ0 → SL2(R), notons Cρ la borne inférieure
des constantes de Lipschitz d’applications ρ-équivariantes de H2

Γ0
dans H2. Fixons

une projection de Cartan µ : SL2(R) → R+ et notons Cµ
ρ la borne inférieure des

réels t ≥ 0 tels que l’ensemble {µ(ρ(γ)) − tµ(γ), γ ∈ Γ0} ⊂ R soit majoré ; elle ne
dépend pas du choix de µ (cf. paragraphe 1.4.3).

Remarque 5.5.4. On a Cµ
ρ ≤ Cρ.

En effet, on peut supposer que µ(g) = d(x0, g · x0) pour un certain x0 ∈ H2
Γ0

(cf.
paragraphe 1.4.4). D’après le lemme 5.5.1 il existe une application ρ-équivariante
f : H2

Γ0
→ H2 qui est lipschitzienne de constante Cρ ≥ 0 minimale. Pour tout γ ∈ Γ0
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on a

µ(ρ(γ)) = d(x0, ρ(γ) · x0)

≤ d(x0, f(x0)) + d
(
f(x0), ρ(γ) · f(x0)

)
+ d
(
ρ(γ) · f(x0), ρ(γ) · x0

)
= d

(
f(x0), f(γ · x0)

)
+ 2 d(x0, f(x0))

≤ Cρ d(x0, γ · x0) + 2 d(x0, f(x0))

= Cρ µ(γ) + 2 d(x0, f(x0)).

Le lemme suivant est une conséquence de la proposition 5.4.1, et donc a fortiori
du théorème 5.1.3.

Lemme 5.5.5. Soient µ : SL2(R) → R+ une projection de Cartan, Γ0 un sous-
groupe convexe cocompact de SL2(R) et ρ : Γ0 → SL2(R) un morphisme de groupes
tel que ρ(Γ0) admette zéro ou deux points fixes dans ∂H2. Si Cρ ≥ 1, il existe une
suite (γn) ∈ (Γ0)N telle que la suite (µ(ρ(γn))− Cρµ(γn))n∈N soit bornée et telle que
µ(γn)→ +∞ ; en particulier on a Cµ

ρ = Cρ.

Démonstration. On peut supposer que µ(g) = d(x0, g ·x0) pour un certain x0 ∈ H2
Γ0

(cf. paragraphe 1.4.4). D’après le lemme 5.5.1, il existe une application ρ-équivariante
f : H2

Γ0
→ H2 qui est Cρ-lipschitzienne. Supposons Cρ ≥ 1. D’après la proposi-

tion 5.4.1, il existe une suite ([xn, x
′
n])n≥1 de segments géodésiques de H2

Γ0
de longueur

tendant vers l’infini et sur lesquels f est affine de constante Cρ. Soit

D =
{
x ∈ H2

Γ0
, d(x, x0) = min

γ∈Γ0

d(x, γ · x0)
}

le domaine fondamental de Dirichlet de H2
Γ0

associé à x0 ; notons d > 0 son diamètre.
Comme f est ρ-équivariante, quitte à remplacer [xn, x

′
n] par un translaté par Γ0, on

peut supposer xn ∈ D pour tout n ≥ 1. Pour tout n ≥ 1, soit γn ∈ Γ0 tel que
x′n ∈ γn · D. On a

µ(γn) = d(x0, γn · x0) ≤ d(x0, xn) + d(xn, x
′
n) + d(x′n, γn · x0)

≤ d(xn, x
′
n) + 2d

et

µ(ρ(γn)) = d(x0, ρ(γn) · x0)

≥ d(f(xn), f(x′n))− d(x0, f(x0))− d(f(x0), f(xn))

−d
(
f(x′n), ρ(γn) · f(x0)

)
− d
(
ρ(γn) · f(x0), ρ(γn) · x0

)
≥ Cρ d(xn, x

′
n)− 2d(x0, f(x0))− 2Cρd,

d’où
µ(ρ(γn)) ≥ Cρ µ(γn)− 2 d(x0, f(x0))− 4Cρd

pour tout n ≥ 1. Ainsi, la suite (µ(ρ(γn)) − Cρµ(γn))n∈N est minorée. D’après la
remarque 5.5.4, elle est majorée. De plus on a

µ(γn) = (x0, γn · x0) ≥ d(xn, x
′
n)− d(x0, xn)− d(x′n, γn · x0)

≥ d(xn, x
′
n)− 2d −→ +∞,

109



donc la suite (γn) convient. On en déduit l’inégalité Cµ
ρ ≥ Cρ. D’après la remarque 5.5.4,

c’est une égalité.

Le lemme 5.5.5 implique la proposition 5.5.3. En effet, si Cρ ≥ 1, il affirme
l’existence d’une suite (γn) ∈ (Γ0)N telle que la suite (µ(ρ(γn)) − µ(γn))n∈N soit
minorée et telle que µ(γn) → +∞, ce qui prouve que ρ n’est pas admissible. Par
conséquent, lorsque ρ est admissible on a Cρ < 1, d’où Cµ

ρ < 1 toujours d’après le
lemme 5.5.5.

5.5.3 Cas où ρ(Γ0) admet un unique point fixe dans ∂H2

Démontrons une version plus précise du théorème 5.1.1 lorsque ρ(Γ0) admet un
unique point fixe dans ∂H2, c’est-à-dire lorsqu’il est soit virtuellement unipotent,
soit résoluble mais non virtuellement abélien. Comme précédemment, pour toute
projection de Cartan µ : SL2(R) → R+, tout sous-groupe convexe cocompact Γ0

de SL2(R) et tout morphisme de groupes ρ : Γ0 → SL2(R), on note Cµ
ρ ≥ 0 la borne

inférieure des réels t ≥ 0 tels que l’ensemble {µ(ρ(γ)) − tµ(γ), γ ∈ Γ0} ⊂ R soit
majoré.

Proposition 5.5.6. Soit G = KA+K une décomposition de Cartan de G = SL2(R).
Notons µ : G → R+ la projection de Cartan associée et soit B = A n U un sous-
groupe de Borel de G contenant A. Pour tout sous-groupe convexe cocompact Γ0 de G
et tout morphisme de groupes ρ : Γ0 → B, on a Cµ

ρ = Cµ
ρa, où ρa : Γ0 → A désigne

la projection de ρ sur A.

La proposition 5.5.6 est valable plus généralement pour un groupe de Lie linéaire
semi-simple réel connexe de rang réel un.

Pour SL2(R), les propositions 5.5.3 et 5.5.6 impliquent que si ρ : Γ0 → B est
admissible alors Cµ

ρ = Cµ
ρa < 1, ce qui prouve le théorème 5.1.1 dans le cas où ρ(Γ0)

admet un unique point fixe dans ∂H2.
Lorsque ρ(Γ0) est unipotent, le morphisme ρa est constant égal à 1, donc Cµ

ρ = 0
d’après la proposition 5.5.6. En particulier, tout morphisme de groupes
ρ : Γ0 → SL2(R) d’image unipotente est admissible. Dans le cas où Γ0 est un réseau
cocompact de SL2(R), nous retrouvons ainsi un résultat de Salein ([Sa1], th. 2.1).

L’inégalité Cµ
ρ ≥ Cµ

ρa résulte immédiatement du lemme suivant.

Lemme 5.5.7. Soit G = KA+K une décomposition de Cartan de G = SL2(R).
Notons µ : G → R+ la projection de Cartan associée et soit B = A n U un sous-
groupe de Borel de G contenant A. Pour tout a ∈ A et tout u ∈ U on a µ(au) ≥ µ(a).

Démonstration. Soit ‖ · ‖ une norme K-invariante sur R2 ; notons encore ‖ · ‖ la
norme d’opérateurs associée sur End(R2). Pour tout g ∈ G on a

‖g‖ := max
x∈R2, ‖x‖=1

‖g · x‖ = eµ(g)/2,

donc il suffit de voir que ‖au‖ ≥ ‖a‖ pour tout a ∈ A et tout u ∈ U . Or, ‖a‖ est la
valeur absolue de la plus grande valeur propre de a. Si U fixe (point par point) la
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droite propre D de a associée à cette valeur propre, alors pour tout x ∈ D tel que
‖x‖ = 1 on a

‖au‖ ≥ ‖au · x‖ = ‖a · x‖ = ‖a‖. (5.5.1)

Sinon U fixe (point par point) la droite propre de a−1 associée à la plus grande valeur
propre de a−1, et d’après (1.4.8) et (5.5.1) on a

µ(au) = µ(u−1a−1) = µ
(
a−1(au−1a−1)

)
≥ µ(a−1) = µ(a).

Le lemme 5.5.7 est vrai de manière générale pour les groupes de Lie linéaires
semi-simples réels connexes G de rang réel un : il suffit de remplacer la représentation
naturelle de SL2(R) dans R2 par une représentation irréductible de G dont l’espace
de plus haut poids est une droite (cf. paragraphe 6.2.2).

Pour démontrer l’inégalité Cµ
ρ ≥ Cµ

ρa dans la proposition 5.5.6, on utilise le résul-
tat suivant, qui est un cas particulier de la proposition 6.5.1 qui sera démontrée au
chapitre 6.

Proposition 5.5.8. Soient G un groupe de Lie linéaire semi-simple réel connexe
de rang réel un, µ : G → R+ une projection de Cartan et Γ0 un sous-groupe
convexe cocompact de G. Pour tout ε > 0, il existe une partie finie Fε de Γ0, une
constante Cε > 0 et un voisinage Vε ⊂ Hom(Γ0, G) de l’inclusion naturelle tels que
tout γ ∈ Γ0 s’écrive γ = γ0 . . . γn, où γ0, . . . , γn ∈ Fε, où n ≤ εµ(γ) + Cε et où pour
tout σ ∈ Vε on a ∣∣∣µ(σ(γ))−

n∑
i=0

µ(σ(γi))
∣∣∣ ≤ ε µ(γ) + Cε.

Montrons comment la proposition 5.5.8 implique la proposition 5.5.6.

Démonstration de la proposition 5.5.6. On a vu, lors de la justification de la
remarque 5.5.4, qu’il existe une constante C ′a ≥ 0 telle que

µ(ρa(γ)) ≤ Cρa µ(γ) + C ′a

pour tout γ ∈ Γ0. D’après le lemme 5.5.5, on a donc

µ(ρa(γ)) ≤ Cµ
ρa µ(γ) + C ′a

pour tout γ ∈ Γ0. Fixons ε > 0 et soient Fε la partie finie de Γ0 et Cε > 0 la constante
données par la proposition 5.5.8. En utilisant le fait que toute orbite d’un élément
de U sous l’action de A par conjugaison contient 1 dans son adhérence, on obtient
l’existence d’un élément a ∈ A tel que

µ(aρ(γ)a−1) ≤ µ(ρa(γ)) + C ′a ≤ Cµ
ρa µ(γ) + 2C ′a

pour tout γ ∈ Fε. D’après la proposition 5.5.8, tout élément γ ∈ Γ0 s’écrit γ =
γ0 . . . γn, où γ0, . . . , γn ∈ Fε, où n ≤ εµ(γ) + Cε et où

n∑
i=0

µ(γi) ≤ (1 + ε)µ(γ) + Cε,
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ce qui implique

µ(ρ(γ)) ≤ µ
(
aρ(γ)a−1

)
+ 2µ(a)

≤
( n∑
i=0

µ
(
aρ(γi)a

−1
))

+ 2µ(a)

≤ Cµ
ρa

( n∑
i=0

µ(γi)
)

+ 2C ′a(n+ 1) + 2µ(a)

≤
(
Cµ
ρa(1 + ε) + 2C ′a ε

)
µ(γ) +

(
Cµ
ρa Cε + 2C ′a(Cε + 1) + 2µ(a)

)
.

Ceci vaut pour tout γ ∈ Γ0, donc

Cµ
ρ ≤ Cµ

ρa(1 + ε) + 2C ′a ε.

En faisant tendre ε vers 0 on obtient Cµ
ρ ≤ Cµ

ρa . Il y a égalité d’après le lemme 5.5.7.

5.6 Longueurs de translation
Cette partie est consacrée aux corollaires 5.1.4 et 5.1.5. Pour tout g ∈ SL2(R), on

note λ(g) = infx∈H2 d(x, g ·x) la longueur de translation de g dans H2 ; c’est la valeur
absolue du logarithme du quotient des deux valeurs propres de g. Rappelons que si
Γ0 est un sous-groupe discret sans torsion de SL2(R), alors tous ses éléments γ 6= 1
sont hyperboliques, donc vérifient λ(γ) > 0.

5.6.1 Démonstration du corollaire 5.1.4

Le corollaire 5.1.4 est une conséquence immédiate du théorème 5.1.1 et du résultat
suivant.

Proposition 5.6.1. Soient µ : SL2(R) → R+ une projection de Cartan, Γ0 un
sous-groupe convexe cocompact sans torsion de SL2(R) et ρ : Γ0 → SL2(R) un mor-
phisme de groupes. Notons Cλ

ρ la borne supérieure des quotients λ(ρ(γ))/λ(γ) où
γ ∈ Γ0 r {1}, et Cµ

ρ ≥ 0 la borne inférieure des réels t ≥ 0 tels que l’ensemble
{µ(ρ(γ))− tµ(γ), γ ∈ Γ0} ⊂ R soit majoré. Alors

Cλ
ρ = Cµ

ρ .

Démonstration. Pour montrer que Cλ
ρ ≤ Cµ

ρ on utilise le fait que

λ(g) = lim
n→+∞

1

n
µ(gn) (5.6.1)

pour tout g ∈ SL2(R) ([Be2], cor. 2.5). Plus précisément, soit ε > 0. Par définition
de Cµ

ρ , il existe C ′ ≥ 0 tel que

µ(ρ(γ)) ≤ (Cµ
ρ + ε)µ(γ) + C ′ (5.6.2)
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pour tout γ ∈ Γ0. Soit γ ∈ Γ0. En appliquant (5.6.2) à γn, en divisant par n et en
faisant tendre n vers +∞, on obtient

λ(ρ(γ)) ≤ (Cµ
ρ + ε)λ(γ)

d’après (5.6.1). On en déduit Cλ
ρ ≤ Cµ

ρ + ε. En faisant tendre ε vers 0 on obtient
Cλ
ρ ≤ Cµ

ρ .
Pour montrer que Cµ

ρ ≤ Cλ
ρ on distingue deux cas selon le nombre de points fixes

de ρ(Γ0) dans ∂H2. Supposons tout d’abord que ρ(Γ0) admet zéro ou deux points
fixes dans ∂H2. Si ρ(Γ0) est Zariski-dense dans SL2(R), alors d’après [AMS1], th. 4.1,
et [Be2], lem. 2.2.1, il existe une partie finie F de Γ0 et une constante C0 > 0 vérifiant
la propriété suivante : pour tout γ ∈ Γ0 il existe f ∈ F tel que∣∣µ(ρ(γf))− λ(ρ(γf))

∣∣ ≤ C0. (5.6.3)

Si ρ(Γ0) est conjugué à un sous-groupe du normalisateur des matrices diagonales,
alors (5.6.3) reste valable pour une certaine constante C0 > 0 et un certain en-
semble F de cardinal ≤ 2. Enfin, si ρ(Γ0) est borné, alors λ(ρ(Γ0)) = {0} et µ(ρ(Γ0))
est majoré par une certaine constante C0 > 0, donc (5.6.3) reste valable avec F = {1}.
Dans les trois cas, pour tout γ ∈ Γ0 et tout f ∈ F vérifiant (5.6.3) on a

µ(ρ(γ)) ≤ µ(ρ(γf)) + µ(ρ(f))

≤ λ(ρ(γf)) + C0 + µ(ρ(f))

≤ Cλ
ρ λ(γf) + C0 + µ(ρ(f))

≤ Cλ
ρ µ(γf) + C0 + µ(ρ(f))

≤ Cλ
ρ µ(γ) + Cλ

ρ µ(f) + C0 + µ(ρ(f))

≤ Cλ
ρ µ(γ) + C ′,

où l’on a posé
C ′ = C0 + max

f∈F

(
Cλ
ρµ(f) + µ(ρ(f))

)
≥ 0.

Ceci prouve que Cµ
ρ ≤ Cλ

ρ lorsque ρ(Γ0) admet zéro ou deux points fixes dans ∂H2.
Supposons à présent que ρ(Γ0) admet un unique point fixe dans ∂H2. Soit SL2(R) =
KA+K la décomposition de Cartan associée à µ. Quitte à conjuguer on peut suppo-
ser ρ(Γ0) inclus dans un sous-groupe de Borel de SL2(R) contenant A. Notons ρa la
projection de ρ sur A. D’après ce qui précède (cas de deux points fixes dans ∂H2),
on a Cµ

ρa ≤ Cλ
ρa . Or, pour tout γ ∈ Γ0 on a λ(ρa(γ)) = λ(ρ(γ)), donc Cλ

ρa = Cλ
ρ . De

plus, d’après la proposition 5.5.6 on a Cµ
ρ = Cµ

ρa , d’où C
µ
ρ ≤ Cλ

ρ .

5.6.2 Distances asymétriques sur l’espace de Teichmüller

Le corollaire 5.1.5 résulte immédiatement du lemme 5.5.5 et de la proposition 5.6.1.
Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction, dans le cas d’un réseau cocom-
pact sans torsion Γ0 de SL2(R), il généralise un résultat de Thurston sur l’espace de
Teichmüller de la surface compacte Γ0\H2. Précisons ceci.
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Soient Γ0 un réseau cocompact sans torsion de SL2(R) et M = Γ0\H2 la surface
quotient. On voit ici l’espace de Teichmüller T (M) de M comme l’ensemble des
classes d’équivalence de structures hyperboliques complètes sur M pour la relation
“être tirée en arrière par un homéomorphisme de M isotope à l’identité”.

Pour toutes structures hyperboliques complètes h et h′ sur M , la borne infé-
rieure des constantes de Lipschitz d’homéomorphismes ϕ : (M,h) → (M,h′) ho-
motopes à l’identité ne dépend que des classes [h] et [h′] de h et h′ dans T (M) ;
notons-la `([h], [h′]). On voit facilement que `([h], [h′]) ≥ 1, avec égalité si et seule-
ment [h] = [h′] ([Thu], prop. 2.1). De plus, on a `(h, h′′) ≤ `(h, h′) · `(h′, h′′) pour
tous [h], [h′], [h′′] ∈ T (M), mais en général `(h, h′) 6= `(h′, h) : l’application L = log(`)
est une distance asymétrique sur T (M).

Soit x0 ∈M un point-base ; le groupe Γ0 s’identifie au groupe fondamental π1(M,x0).
Pour toute structure hyperbolique complète h sur M et tout élément γ ∈ Γ0 r{1} =
π1(M,x0)r{1}, notons longh(γ) > 0 la plus petite longueur pour h d’un lacet dans la
classe d’homotopie libre de γ ; elle est atteinte par l’unique géodésique fermée pour h
dans la classe d’homotopie libre de γ. Ceci définit une application longh qui ne dépend
que de [h] ∈ T (M). Pour tous [h], [h′] ∈ T (M), on note k([h], [h′]) la borne supérieure
des quotients longh′(γ)/longh(γ), où γ ∈ Γ0 r {1} = π1(M,x0)r {1}. D’après [Thu],
th. 3.1, l’application K = log(k) est une distance asymétrique sur T (M).

D’après [Thu], th. 8.5, on a K = L : les deux distances asymétriques sur T (M)
sont les mêmes. Ce résultat est un cas particulier de notre corollaire 5.1.5, corres-
pondant au cas où Γ0 est cocompact et ρ injectif d’image discrète.

5.7 Déformation des variétés anti-de Sitter compactes
de dimension trois

Dans cette partie nous rappelons la démonstration “classique” du corollaire 5.1.7,
qui s’appuie sur la complétude des variétés anti-de Sitter, puis nous donnons une
nouvelle démonstration de ce corollaire, comme conséquence du théorème 5.1.1 et de
la proposition 5.5.8. Cette nouvelle démonstration a l’avantage de ne pas utiliser la
complétude, ce qui nourrit l’espoir de l’adapter un jour à d’autres situations où l’on ne
dispose pas de résultat de complétude. Nous démontrons en fait le corollaire 5.1.6, qui
se place dans le cadre plus général des sous-groupes convexes cocompacts de SL2(R).

5.7.1 Le corollaire 5.1.7 du point de vue des (G,X)-structures

Soient G un groupe de Lie réel, X un espace homogène sous G et M une variété.
Rappelons qu’une (G,X)-structure sur M est la donnée d’un atlas de cartes à va-
leurs dans X tels que les changements de cartes correspondent à des éléments de G.
Soit M̃ un revêtement universel de M . La donnée d’une (G,X)-structure sur M est
équivalente à la donnée d’un morphisme de groupes h : π1(M) → G appelé holono-
mie et d’un difféomorphisme local h-équivariant D : M̃ → X appelé développante.
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Le couple (h,D) est bien défini modulo l’action de G par

g · (h,D) =
(
gh(·)g−1, g ·D

)
.

Une variété munie d’une (G,X)-structure est naturellement appelée (G,X)-variété.
Elle est dite complète si sa développante est un revêtement, ou, de manière équiva-
lente, si M s’identifie comme (G,X)-variété à un quotient de la forme Γ\X, où Γ est
un sous-groupe discret de G agissant proprement sur X.

Comme au paragraphe 0.1.2, pour tous p, q ∈ N, posons Sp,q = O(p+1, q)/O(p, q)
et Hp,q = O(p, q+ 1)/O(p, q). À une isométrie et à la renormalisation de la métrique
près, les variétés pseudo-riemanniennes de signature (p, q) et de courbure sectionnelle
constante> 0 (resp.< 0) sont les (O(p+1, q),Sp,q)-variétés (resp. les (O(p, q+1),Hp,q)
-variétés). De plus, pour ces variétés les notions de complétude géodésique et de
complétude au sens des (G,X)-variétés coïncident (cf. [Gol] par exemple).

Comme l’espace anti-de Sitter AdS3 = H2,1 = O(2, 2)/O(2, 1) s’identifie à l’es-
pace homogène (SL2(R) × SL2(R))/∆SL2(R) (cf. paragraphe 2.4.3), les variétés anti-
de Sitter de dimension 3 sont les (G,X)-variétés pour G = SL2(R) × SL2(R) et
X = (SL2(R)× SL2(R))/∆SL2(R). Lorsqu’elles sont compactes, de telles variétés sont
toujours complètes : en effet, Klingler [Kli] a établi la complétude des variétés lorent-
ziennes compactes de courbure sectionnelle constante. Ce résultat de complétude est
non trivial : le théorème de Hopf-Rinow, qui affirme que toute variété riemannienne
compacte est complète, est faux en général pour les variétés pseudo-riemanniennes
compactes, et même pour les variétés lorentziennes compactes.

Posons G = SL2(R) × SL2(R) et X = (SL2(R) × SL2(R))/∆SL2(R), et soit Γ
un sous-groupe discret sans torsion de G agissant proprement et cocompactement
sur X. Notons M = Γ\X la variété anti-de Sitter compacte correspondante. Son
morphisme d’holonomie h ∈ Hom(π1(M), G) est obtenu en composant la surjection
canonique π : π1(M)→ Γ avec l’inclusion naturelle i de Γ dans G. Tout morphisme
ϕ ∈ Hom(Γ, G) proche de i induit un morphisme ϕ ◦ π ∈ Hom(π1(M), G) proche
de h. On utilise alors un principe, dû à Ehresmann, selon lequel tout morphisme
h′ ∈ Hom(π1(M), G) suffisamment proche de h est l’holonomie d’une certaine (G,X)-
structure surM . D’après le résultat de complétude de Klingler, cette (G,X)-structure
est complète. Ainsi, pour tout élément ϕ ∈ Hom(Γ, G) suffisamment proche de i la
variétéM est difféomorphe à (ϕ◦π)(π1(M))\X, c’est-à-dire à ϕ(Γ)\X. On en déduit
que l’action de ϕ(Γ) sur X est encore libre, propre et cocompacte.

5.7.2 Le corollaire 5.1.7 comme conséquence du théorème 5.1.1

Montrons à présent comment le théorème 5.1.1 et la proposition 5.5.8 impliquent
le corollaire 5.1.6. Le corollaire 5.1.7 est une conséquence immédiate de ce corollaire
et de la description des sous-groupes discrets sans torsion de SL2(R)×SL2(R) agissant
proprement et cocompactement sur SL2(R) par multiplication à gauche et à droite,
donnée au début de la partie 5.1.

Démonstration du corollaire 5.1.6. D’après le théorème 5.1.1, il existe des
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constantes C < 1 et C ′ ≥ 0 telles que pour tout γ ∈ Γ0 on ait

µ(ρ(γ)) ≤ Cµ(γ) + C ′. (5.7.1)

Soit ε ∈]0, 1
6
] assez petit pour que

C + 2(C + C ′ + 2)ε < 1.

Soient Fε ⊂ Γ0 l’ensemble fini, Cε > 0 la constante et Vε ⊂ Hom(Γ0, SL2(R))
le voisinage de l’inclusion naturelle donnés par la proposition 5.5.8. Soit
V ⊂ Hom(Γ0, SL2(R)) le voisinage de l’inclusion naturelle formé des éléments σ ∈ Vε
tels que µ(σ(γ)) ≥ µ(γ)− 1 pour tout γ ∈ Fε, et soit W ⊂ Hom(Γ0, SL2(R)) le voi-
sinage de ρ formé des éléments τ ∈ Hom(Γ0, SL2(R)) tels que µ(τ(γ)) ≤ µ(ρ(γ)) + 1
pour tout γ ∈ Fε. Fixons un élément (σ, τ) ∈ V ×W . D’après la proposition 5.5.8,
tout élément γ ∈ Γ0 s’écrit γ = γ0 . . . γn, où γ0, . . . , γn ∈ Fε, où n ≤ εµ(γ) + Cε, où∣∣∣µ(γ)−

n∑
i=0

µ(γi)
∣∣∣ ≤ ε µ(γ) + Cε (5.7.2)

et où ∣∣∣µ(σ(γ))−
n∑
i=0

µ(σ(γi))
∣∣∣ ≤ ε µ(γ) + Cε. (5.7.3)

D’après (1.4.9), par définition de W et d’après (5.7.1) et (5.7.3) on a alors

µ(τ(γ)) ≤
n∑
i=0

µ(τ(γi)) ≤
( n∑
i=0

µ(ρ(γi))
)

+ (n+ 1)

≤ C
( n∑
i=0

µ(γi)
)

+ (C ′ + 1)(n+ 1)

≤ C
( n∑
i=0

µ(σ(γi))
)

+ (C ′ + 2)(n+ 1)

≤ Cµ(σ(γ)) + (C + C ′ + 2)ε µ(γ)

+
(
CCε + (C ′ + 2)(Cε + 1)

)
. (5.7.4)

Or, d’après (5.7.2) et (5.7.3) on a

µ(γ) =
(
µ(γ)−

n∑
i=0

µ(γi)
)

+
n∑
i=0

(
µ(γi)− µ(σ(γi))

)
+
( n∑
i=0

µ(σ(γi))− µ(σ(γ))
)

+ µ(σ(γ))

≤ 2ε µ(γ) + µ(σ(γ)) + 2Cε + (n+ 1)

≤ 3ε µ(γ) + µ(σ(γ)) + 3Cε + 1, (5.7.5)
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d’où, sachant que ε ≤ 1/6,

µ(γ) ≤ 2µ(σ(γ)) + (6Cε + 2). (5.7.6)

De (5.7.4) et (5.7.6) on tire finalement, sachant que ε ≤ 1/2,

µ(τ(γ)) ≤ Cσ,τ µ(σ(γ)) + (C +C ′+ 2)(3Cε + 1) +CCε + (C ′+ 2)(Cε + 1), (5.7.7)

où Cσ,τ = C + 2(C + C ′ + 2)ε < 1. De plus, comme Γ0 est discret dans SL2(R)
et comme l’application µ est propre, (5.7.5) implique que le noyau de σ est fini et
que σ(Γ0) est discret dans SL2(R). Comme Γ0 est sans torsion, σ est injectif. Si Γ0

est cocompact dans SL2(R), alors σ(Γ0) l’est aussi par un argument de dimension
cohomologique (cf. paragraphe 6.5.4). Enfin, le morphisme τ ◦σ−1 : σ(Γ0)→ SL2(R)
est admissible d’après (5.7.7).

5.8 Appendice : rappels et calculs de géométrie hy-
perbolique

Dans tout l’appendice, T (a, b, c, α, β, γ) désigne un triangle géodésique de H2

dont les longueurs des côtés sont a, b, c, et dont l’angle opposé au côté de longueur a
(resp. b, resp. c) est α (resp. β, resp. γ).

5.8.1 Un peu de trigonométrie hyperbolique

Commençons par rappeler la version hyperbolique du théorème d’Al Kashi, qui
affirme que pour tout triangle géodésique T (a, b, c, α, β, γ) de H2, on a

ch a = (ch b)(ch c)− (cosα)(sh b)(sh c). (5.8.1)

En particulier, a est entièrement déterminé par b, c et α. Voici une conséquence
immédiate de cette formule.

Corollaire 5.8.1. Soient T (a, b, c, α, β, γ) et T (a′, b′, c′, α′, β′, γ′) deux triangles géo-
désiques de H2. Si b = b′, c = c′ et a′ > a, alors α′ > α.

En appliquant deux fois (5.8.1) on voit que pour tout triangle géodésique
T (a, b, c, α, β, γ) de H2 tel que α = π

2
, on a

cos β =
th(c)

th(a)
. (5.8.2)
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5.8.2 Divergence des géodésiques en courbure négative

Rappelons le théorème de Toponogov, qui traduit la divergence des géodésiques
en courbure négative. Dans H2, il s’énonce ainsi ([BrH], lem. II.1.13).

Lemme 5.8.2. Soient T (a, b, c, α, β, γ) et T (a′, b′, c′, α′, β′, γ′) deux triangles géodé-
siques de H2. Supposons qu’il existe C ≥ 1 tel que b′ = Cb et c′ = Cc et que α′ = α.
Alors a′ ≥ Ca, et l’inégalité est stricte si C > 1 et α /∈ {0, π}.

Voici une conséquence immédiate du lemme 5.8.2 et du corollaire 5.8.1, que nous
utilisons dans les démonstrations du lemme 5.2.3 et du lemme 5.3.11.

Corollaire 5.8.3. Soient T (a, b, c, α, β, γ) et T (a′, b′, c′, α′, β′, γ′) deux triangles géo-
désiques de H2. Supposons qu’il existe C ≥ 1 tel que b′ = Cb et c′ = Cc. Si α′ ≥ α,
alors a′ ≥ Ca, et l’inégalité est stricte si C > 1 et α /∈ {0, π}, ou bien si α′ > α.

5.8.3 Un passage à la limite

D’après le corollaire 5.8.3, si T (a, b, c, α, β, γ) et T (a′, b′, c′, α′, β′, γ′) sont deux
triangles géodésiques non plats de H2 vérifiant a′

a
= b′

b
= c′

c
= C où C > 1 (resp.

où C < 1), alors α′ < α (resp. α′ > α). Le lemme suivant affirme toutefois que si c
est très petit et b pas trop petit, alors α′ n’est pas très différent de α.

Lemme 5.8.4. Soient (T (an, bn, cn, αn, βn, γn))n∈N et (T (a′n, b
′
n, c
′
n, α

′
n, β

′
n, γ

′
n))n∈N

deux suites de triangles géodésiques non plats de H2 vérifiant a′n
an

= b′n
bn

= c′n
cn

= Cn
pour tout n ∈ N, Cn → C > 0, bn → R > 0 et cn → 0. Alors on a α′n − αn → 0.

Démonstration. Pour tout n ∈ N, écrivons an = bn + tncn, où tn ∈ [−1, 1]. Com-
mençons par remarquer que

ch(an) = ch(bn + tncn) = ch(bn) ch(tncn) + sh(bn) sh(tncn),

ce qui implique, avec (5.8.1),

cosαn =
ch(bn) ch(cn)− ch(an)

sh(bn) sh(cn)

=
ch(bn)

sh(bn)
·
(

ch(cn)− ch(tncn)
)

sh(cn)
− sh(tncn)

sh(cn)
.

De même, on a

cosα′n =
ch(b′n)

sh(b′n)
·
(

ch(c′n)− ch(tnc
′
n)
)

sh(c′n)
− sh(tnc

′
n)

sh(c′n)
.

D’une part, on a

ch(bn)

sh(bn)
−→ ch(R)

sh(R)
et

ch(b′n)

sh(b′n)
=

ch(Cnbn)

sh(Cnbn)
−→ ch(CR)

sh(CR)
.
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D’autre part, lorsque x→ 0, on a ch(x) = 1 + x2

2
+ o(x2) et sh(x) ∼ x, donc(

ch(cn)− ch(tncn)
)

sh(cn)
−→ 0 et

(
ch(c′n)− ch(tnc

′
n)
)

sh(c′n)
−→ 0.

On obtient également

sh(tncn)

sh(cn)
− sh(tnc

′
n)

sh(c′n)
=

sh(tncn)

sh(cn)
− sh(Cntncn)

sh(Cncn)
−→ 0.

Finalement, on trouve
cosαn − cosα′n −→ 0,

d’où αn − α′n → 0 d’après l’inégalité des accroissements finis.

En utilisant le corollaire 5.8.1, on obtient le résultat suivant, que nous utilisons
dans la démonstration du lemme 5.3.11.

Corollaire 5.8.5. Soient (T (an, bn, cn, αn, βn, γn))n∈N et (T (a′n, b
′
n, c
′
n, α

′
n, β

′
n, γ

′
n))n∈N

deux suites de triangles géodésiques non plats de H2 vérifiant a′n
an
≤ b′n

bn
= c′n

cn
= Cn

pour tout n ∈ N, Cn → C > 0, bn → R > 0 et cn → 0. Alors les valeurs d’adhérence
de la suite (α′n − αn)n∈N sont toutes négatives.

5.8.4 Une minoration uniforme

Dans la démonstration du lemme 5.4.4, nous utilisons le résultat suivant, qui est
spécifique à la courbure négative.

Lemme 5.8.6. Pour tous réels r, R > 0, il existe un réel ε > 0 tel que pour tout tri-
angle géodésique non plat Conv({x, x′, x′′}) de H2 vérifiant d(x′, x′′)−ε ≤ d(x, x′) ≤ R
et d(x, x′′) ≥ r, le projeté orthogonal y de x′′ sur la droite géodésique (x, x′) vérifie
[x, y] ∩ [x, x′] 6= {x} et d(x, y) ≥ ε.

Démonstration. Fixons des réels r, R > 0. Soient x, x′, x′′ des points deux à deux
distincts de H2. Posons a = d(x′, x′′), b = d(x, x′′), c = d(x, x′), α = ∠x(x

′, x′′),
et supposons b ≥ r et c ≤ R. Notons y le projeté orthogonal de x′′ sur la droite
géodésique (x, x′) et posons d = d(x, y). Démontrer que [x, y]∩ [x, x′] 6= {x} équivaut
à démontrer que α ≤ π

2
. En appliquant (5.8.1) au triangle Conv({x, x′, x′′}) on trouve

cosα =
ch(b) ch(c)− ch(a)

sh(b) sh(c)
. (5.8.3)

Si a ≤ c, alors ch(a) ≤ ch(c) ≤ ch(b) ch(c), donc cosα ≥ 0, i.e. α ≤ π
2
. Sinon on a

ch(a) = ch(c) ch(a− c) + sh(c) sh(a− c)
≤ ch(c)

(
ch(a− c) + sh(a− c)

)
,
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donc pour que α ≤ π
2
il suffit que ch(a − c) + sh(a − c) ≤ ch(r). Par continuité

de ch et sh en 0, il existe ε′ > 0 tel que ceci soit vérifié dès que a − c ≤ ε′. En
appliquant (5.8.2) au triangle Conv({x, y, x′′}) on trouve

cosα =
th(d)

th(b)
. (5.8.4)

De (5.8.3) et (5.8.4) on tire

th(d) = th(b)
(ch(b) ch(c)− ch(a)

sh(b) sh(c)

)
=

1

th(c)

(
1− 1

ch(b)
· ch(a)

ch(c)

)
≥ 1

th(R)

(
1− 1

ch(r)
· ch(a)

ch(c)

)
,

car les fonctions ch et th sont croissantes. Pour tout ε > 0, pour montrer que d ≥ ε
il suffit donc de montrer que

ch(a)

ch(c)
≤ ch(r)

(
1− th(ε) th(R)

)
.

Comme ch et th sont croissantes, pour démontrer le lemme 5.8.6 il suffit de voir qu’il
existe ε ∈]0, ε′] tel que

ch(x+ ε)

ch(x)
≤ ch(r)

(
1− th(ε) th(R)

)
pour tout x ∈ [0, R]. Mais pour tout ε > 0, l’application x 7→ ch(x+ε)

ch(x)
est croissante

donc il suffit de voir qu’il existe ε ∈]0, ε′] tel que ch(R+ε)
ch(R)

≤ ch(r)(1 − th(ε) th(R)).
Cela résulte de la continuité de ch en R et de th en 0.

5.8.5 Quelques remarques sur les applications lipschitziennes

Dans les démonstrations des théorèmes 5.3.2 puis 5.1.3, nous utilisons plusieurs
fois les remarques suivantes.

Remarques 5.8.7. Soit f : H2 → H2 une application lipschitzienne de constante C.
1. Si d(f(x), f(x′)) = Cd(x, x′) > 0, alors f est affine de constante C sur le

segment géodésique [x, x′].
2. Si C = 1 et si d(f(xi), f(xj)) = d(xi, xj) pour tous i, j, alors la restriction de f

à Conv({x1, x2, x3}) est une isométrie.
3. Si d(f(x), f(si)) = Cd(x, si), si d(f(x), f(sj)) = Cd(x, sj) et si f(si), f(x), f(sj)

sont alignés dans cet ordre, alors si, x, sj sont alignés dans cet ordre et f est
affine de constante C sur le segment géodésique [si, sj].
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4. Si d(f(x1), f(x2)) = Cd(x1, x2), si d(f(x3), f(x4)) = Cd(x3, x4) et si ]x1, x2[∩]x3, x4[
est un intervalle ouvert non trivial, alors f est affine de constante C sur
[x1, x2] ∪ [x3, x4].

Dans la démonstration du lemme 5.4.4, nous utilisons également le lemme suivant.

Lemme 5.8.8. Soit f : H2 → H2 une application lipschitzienne de constante C.
1. Supposons C > 1 et soient x, x′, s1, s2 ∈ H2 tels que d(f(x), f(x′)) = Cd(x, x′)

et d(f(s1), f(s2)) = Cd(s1, s2). Alors ]x, x′[∩]s1, s2[ est un intervalle ouvert.
2. Supposons C = 1 et soient x, x′, s1, s2, s3 ∈ H2 tels que d(f(x), f(x′)) = d(x, x′)

et d(f(si), f(sj)) = d(si, sj) pour tous i, j. Si [x, x′] ∩ Conv({s1, s2, s3}) 6= ∅,
alors la restriction de f à Conv({x, x′, s1, s2, s3}) est une isométrie.

Démonstration.
1. Supposons qu’il existe x′′ ∈]x, x′[∩]s1, s2[. Si l’on pose

F = {(x, s1), (s1, x
′), (x′, s2), (s2, x)},

alors ∑
(y,y′)∈F

∠x′′(y, y
′) = 2π

et ∑
(y,y′)∈F

∠f(x′′)

(
f(y), f(y′)

)
≤ 2π,

donc il existe (y, y′) ∈ F tel que ∠f(x′′)(f(y), f(y′)) ≤ ∠x′′(y, y
′). D’autre part,

d’après la remarque 5.8.7.1 on a d(f(x′′), f(y)) = Cd(x′′, y) et d(f(x′′), f(y′)) =
Cd(x′′, y′). Par conséquent, d’après le corollaire 5.8.3, les points x′′, y, y′ sont
alignés, et donc ]x, x′[∩]s1, s2[ est un intervalle ouvert.

2. D’après les remarques 5.8.7, la restriction de f à [x, x′] (resp. à Conv({s1, s2, s3}))
est une isométrie. Supposons que [x, x′]∩Conv({s1, s2, s3}) 6= ∅ et que [x, x′] 6⊂
Conv({s1, s2, s3}) (sinon c’est fini !). Quitte à renuméroter, on peut supposer
qu’il existe x′′ ∈ [x, x′] ∩ [s1, s2], et l’on a alors d(f(x′′), f(y)) = d(x′′, y) pour
tout y ∈ {x, x′, s1, s2}. Posons F = {(x, s1), (s1, x

′), (x′, s2), (s2, x)}. Pour tout
(y, y′) ∈ F , d’après le corollaire 5.8.3, comme f est 1-lipschitzienne, on ne peut
pas avoir ∠f(x′′)(f(y), f(y′)) > ∠x′′(y, y

′). Comme∑
(y,y′)∈F

∠x′′(y, y
′) = 2π

et ∑
(y,y′)∈F

∠f(x′′)

(
f(y), f(y′)

)
= 2π,

on en déduit ∠f(x′′)(f(y), f(y′)) = ∠x′′(y, y
′) pour tout (y, y′) ∈ F . Comme de

plus d(f(x′′), f(y)) = d(x′′, y) et d(f(x′′), f(y′)) = d(x′′, y′), on a d(f(y), f(y′)) =
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d(y, y′) (comme conséquence immédiate de (5.8.1)), et donc la restriction de f
à Conv({x′′, y, y′}) est une isométrie d’après la remarque 5.8.7.2. Ainsi, la res-
triction de f à Conv({x, x′, s1, s2}) est une isométrie.
Si x′ ∈ Conv({s1, s2, s3}), alors Conv({x, x′, s1, s2, s3}) = Conv({x, s1, s2, s3})
est l’union des triangles géodésiques Conv({x, s1, s2}) et Conv({s1, s2, s3}), sur
lesquels f est une isométrie. On en déduit que les longueurs des côtés et les
angles du quadrilatère Conv({x, s1, s2, s3}) sont invariants par f , et donc que
f est une isométrie sur ce quadrilatère, c’est-à-dire sur Conv({x, x′, s1, s2, s3}).
Si x′ /∈ Conv({s1, s2, s3}), alors, quitte à renuméroter, on peut supposer que
[x, x′] ∩ [s1, s3] 6= ∅. Le même raisonnement que ci-dessus montre alors que la
restriction de f à Conv({x, x′, s1, s3}) est une isométrie. Le polygone géodé-
sique Conv({x, x′, s1, s2, s3}) est l’union des quadrilatères Conv({x, x′, s1, s2})
et Conv({x, x′, s1, s3}), sur lesquels f est une isométrie. On en déduit que les
longueurs des côtés et les angles du polygone Conv({x, x′, s1, s2, s3}) sont in-
variants par f , et donc que f est une isométrie sur ce polygone.
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Chapitre 6

Déformation d’actions propres sur
des espaces homogènes réductifs sur
un corps local

6.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons encore une fois à des problèmes de dé-
formation de quotients compacts d’espaces homogènes réductifs G/H sur un corps
local. Commençons par énoncer notre résultat principal dans le cadre des groupes de
Lie réels.

6.1.1 Déformation de quotients compacts dans le cas réel

Soient G un groupe de Lie réel linéaire réductif et H un sous-groupe fermé ré-
ductif. Dans tous les exemples connus, lorsque G/H admet un quotient compact, il
existe un sous-groupe fermé réductif L de G qui agit proprement et cocompactement
sur G/H. Par exemple, L = U(n, 1) agit proprement et transitivement sur l’espace
anti-de Sitter H2n,1 = O(2n, 2)/O(2n, 1) (cf. partie 6.6). Tout réseau cocompact sans
torsion Γ d’un tel groupe L agit librement, proprement et cocompactement sur G/H ;
nous dirons que le quotient compact Γ\G/H correspondant est standard. Notons que
L admet toujours des réseaux cocompacts sans torsion d’après [Bo1]. Kobayashi et
Yoshino ont conjecturé que tout espace homogène réductif G/H admettant des quo-
tients compacts en admet des standard ([KY], conj. 3.3.10) ; cette conjecture reste
ouverte.

Bien sûr, il peut également exister des quotients compacts non standard : c’est
le cas par exemple pour les espaces homogènes de la forme (G × G)/∆G qui font
l’objet des chapitres précédents de cette thèse. Mais en général on ne connaît que des
exemples standard. Afin d’en construire de non standard, il est naturel, étant donné
un sous-groupe réductif L de G agissant proprement et cocompactement sur G/H,
de déformer légèrement dans G des réseaux cocompacts sans torsion Γ de L et de
voir s’ils restent discrets dans G et si leur action sur G/H reste libre, propre et
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cocompacte. Lorsque L est de rang réel ≥ 2 et Γ irréductible, c’est toujours le cas,
car le théorème de super-rigidité de Margulis ([Ma3], cor. IX.5.9) implique alors la
rigidité locale de Γ dans G. Dans ce chapitre, nous montrons que c’est également le
cas lorsque L est de rang réel un.

Théorème 6.1.1. Soient G un groupe de Lie réel linéaire réductif, H et L deux sous-
groupes fermés réductifs de G. Supposons que rangR(L) = 1 et que L agit proprement
et cocompactement sur G/H. Pour tout réseau cocompact sans torsion Γ de L, il
existe un voisinage U ⊂ Hom(Γ, G) de l’inclusion naturelle formé de morphismes
injectifs et tel que pour tout ϕ ∈ U , le groupe ϕ(Γ) soit discret dans G et agisse
proprement et cocompactement sur G/H.

Comme aux chapitres 4 et 5, on note Hom(Γ, G) l’ensemble des morphismes de
groupes de Γ dans G, muni de la topologie compacte-ouverte. Dans le cas réel, le
fait que ϕ(Γ) reste discret dans G pour tout ϕ ∈ Hom(Γ, G) suffisamment proche de
l’inclusion naturelle est un résultat général de Guichard ([Gui], th. 2).

Le théorème 6.1.1 améliore un résultat de Kobayashi ([Ko5], th. 2.4) qui se restrei-
gnait aux morphismes de la forme γ 7→ γψ(γ) où ψ : Γ→ ZG(L) est un morphisme
de groupes à valeurs dans le centralisateur de L dans G.

Voici, d’après [KY], cor. 3.3.7, une liste de triplets (G,H,L) auxquels le théo-
rème 6.1.1 s’applique :

1. (SO(2n, 2), SO(2n, 1),U(n, 1)) pour n ≥ 1,

2. (SO(2n, 2),U(n, 1), SO(2n, 1)) pour n ≥ 1,

3. (U(2n, 2), Sp(n, 1),U(2n, 1)) pour n ≥ 1,

4. (SO(8, 8), SO(8, 7), Spin(8, 1)),

5. (SO(8,C), SO(7,C), Spin(7, 1)),

6. (SO∗(8),U(1, 3), Spin(6, 1)),

7. (SO∗(8), Spin(6, 1),U(1, 3)),

8. (SO∗(8), SO∗(6)× SO∗(2), Spin(6, 1)),

9. (SO(4, 4), Spin(4, 3), SO(4, 1)),

10. (SO(4, 3),G2(2), SO(4, 1)).

Comme mentionné plus haut, nous cherchons à déformer des quotients compacts
standard de G/H en des quotients compacts non standard, plus “génériques”. Le
mieux que nous puissions espérer serait d’obtenir des sous-groupes discrets Zariski-
denses de G agissant librement, proprement et cocompactement sur G/H. Bien sûr,
même lorsque L est de rang réel un, il n’existe pas toujours de déformation non
triviale de réseaux cocompacts Γ de L. Par exemple, quand L est semi-simple, non
compact et sans facteur quasi-simple localement isomorphe à SO(n, 1) ou SU(n, 1),
un résultat de Raghunathan ([Rag], th. 1) stipule l’annulation du premier groupe de
cohomologie H1(Γ, g) (où g désigne l’algèbre de Lie de G), ce qui implique la rigidité
locale de Γ dans G d’après Weil [We2].
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Pour (G,H,L) = (SO(2n, 2), SO(2n, 1),U(n, 1)) où n ≥ 2, les réseaux cocompacts
de L ne sont pas localement rigides dans G, mais on ne peut obtenir de quotient
compact non standard de G/H par déformation. Autrement dit, les variétés anti-
de Sitter compactes standard de dimension ≥ 5 ne peuvent être déformées en des
variétés anti-de Sitter compactes non standard (cf. paragraphe 0.1.3). En effet, la
décomposition de l’algèbre de Lie so(2n, 2) en U(n, 1)-modules irréductibles s’écrit

so(2n, 2) = su(n, 1)⊕ R⊕ Λ2Cn+1,

où R = z(u(n, 1)) est l’algèbre de Lie du centre de U(n, 1). D’après [Rag], th. 1, on a

H1(Γ, su(n, 1)) = H1(Γ,Λ2Cn+1) = 0,

ce qui implique, d’après Weil [We2], l’existence d’un voisinage dans Hom(Γ, G) de
l’inclusion naturelle qui est entièrement formé de morphismes de la forme γ 7→ γψ(γ),
modulo conjugaison, où ψ : Γ→ SO(2n, 2) est un morphisme à valeurs dans le centre
de U(n, 1).

En revanche, pour (G,H,L) = (SO(2n, 2),U(n, 1), SO(2n, 1)) où n ≥ 1, de petites
déformations de réseaux cocompacts de L peuvent fournir des sous-groupes Zariski-
denses dans G (cf. paragraphe 6.6). De telles déformations sont obtenues par une
construction de bending due à Johnson et Millson [JM]. Le théorème 6.1.1 implique
alors le résultat suivant sur les quotients compacts de l’espace homogène G/H =
SO(2n, 2)/U(n, 1), qui est d’après [KY], prop. 3.2.7, un espace symétrique pseudo-
riemanien de signature (2n, n2 − 1).

Corollaire 6.1.2. Pour tout n ≥ 1, il existe des sous-groupes discrets Γ de SO(2n, 2)
agissant librement, proprement et cocompactement sur SO(2n, 2)/U(n, 1) et qui sont
Zariski-denses dans SO(2n, 2).

Jusqu’à présent, l’existence de quotients compacts d’espaces homogènes réductifs
G/H par des sous-groupes Zariski-denses n’était connue que pour H compact ou
pour G/H de la forme (G′ ×G′)/∆G′ .

6.1.2 Déformation d’actions propres dans le cas général

D’après Chevalley ([Che], ch. 2, th. 14 et 15), si G est un groupe de Lie réel
linéaire réductif connexe et H un sous-groupe fermé réductif connexe de G, alors G
(resp. H) est la composante connexe de l’élément neutre (pour la topologie réelle)
de l’ensemble des R-points d’un R-groupe algébrique réductif connexe G (resp. d’un
R-sous-groupe fermé réductif connexe H de G). Par conséquent, le théorème 6.1.1
est équivalent au résultat analogue où G, H et L sont les ensembles des R-points de
R-groupes algébriques réductifs connexes.

Nous démontrons la conservation de la propreté par déformation non seulement
pour les R-groupes, mais plus généralement pour les groupes algébriques sur un
corps local quelconque. De plus, nous assouplissons l’hypothèse que Γ est un réseau
cocompact sans torsion de L.
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Théorème 6.1.3. Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique réductif G et H (resp. L) l’ensemble des k-points d’un sous-groupe fermé
réductif H (resp. L) de G. Supposons que rangk(L) = 1 et que L agit proprement
sur G/H. Soit Γ un sous-groupe discret de type fini sans torsion de L ; si k = R
ou C, supposons Γ convexe cocompact. Alors il existe un voisinage U ⊂ Hom(Γ, G)
de l’inclusion naturelle formé de morphismes injectifs et tel que pour tout ϕ ∈ U , le
groupe ϕ(Γ) soit discret dans G et agisse proprement sur G/H.

Rappelons que pour k = R ou C, un sous-groupe discret de L est dit convexe
cocompact s’il agit cocompactement sur l’enveloppe convexe de son ensemble limite
dans l’espace symétrique de L, cette enveloppe convexe étant supposée non vide. En
particulier, tout réseau cocompact de L est convexe cocompact.

Pour k = R ou C, le théorème 6.1.1 résulte du théorème 6.1.3 et d’un argument
cohomologique dû à Kobayashi (cf. partie 6.5.4). Cet argument ne se transpose pas
au cas ultramétrique.

Notons qu’en caractéristique nulle, tout sous-groupe de type fini de L est vir-
tuellement sans torsion d’après le lemme de Selberg ([Sel], lem. 8). Ceci permet de
s’affranchir à moindre frais de l’hypothèse “sans torsion” dans ce cas.

6.1.3 Traduction en termes de projection de Cartan

Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe algébrique
réductif connexe et H un sous-groupe fermé de G. Le critère de propreté de Benoist
([Be1], cor. 5.2) traduit la propreté de l’action sur G/H d’un sous-groupe Γ de G en
termes d’une projection de Cartan de G. Grâce à ce critère (cf. paragraphe 6.5.4), le
théorème 6.1.3 découle du résultat suivant.

Théorème 6.1.4. Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique réductif connexe G et L l’ensemble des k-points d’un sous-groupe fermé
réductif L de G de k-rang un. Fixons une projection de Cartan µ : G→ E+ et une
norme ‖ · ‖ sur E. Soit Γ un sous-groupe discret de type fini sans torsion de L ; si
k = R ou C, supposons Γ convexe cocompact. Pour tout ε > 0, il existe un voisinage
Uε ⊂ Hom(Γ, G) de l’inclusion naturelle tel que pour tout ϕ ∈ Uε et tout γ ∈ Γ on ait∥∥µ(ϕ(γ))− µ(γ)

∥∥ ≤ ε ‖µ(γ)‖.

6.1.4 Idées des démonstrations

Le cœur du chapitre consiste à démontrer le théorème 6.1.4. Pour cela, nous
commençons par rappeler dans la partie 6.2 que certaines formes linéaires ` sur E
sont liées à des représentations (V, ρ) de G par des relations de la forme

`(µ(g)) = log ‖ρ(g)‖
V

pour tout g ∈ G, où ‖ · ‖
V
est une certaine norme fixée sur V . Nous nous ramenons

ainsi à borner des quotients de la forme ‖ρ(ϕ(γ))‖
V
/‖ρ(γ)‖

V
, où γ ∈ Γ r {1} et où

ϕ ∈ Hom(Γ, G) est proche de l’inclusion naturelle de Γ dans G.

126



Pour borner ces quotients, nous étudions la dynamique de G agissant sur l’espace
projectif P(V ), notamment la dynamique des éléments g ∈ G qui sont proximaux
dans P(V ). Par définition, de tels éléments g ∈ G admettent un point fixe attractif
et un hyperplan projectif répulsif dans P(V ). Dans la partie 6.3, nous considérons
des produits z1k2z2 . . . knzn d’éléments proximaux zi ayant un point fixe attractif
commun x+

0 et un hyperplan répulsif commun X−0 , avec des isométries ki telles que
ki · x+

0 ne soit pas trop proche de X−0 . Nous mesurons la puissance de contraction
d’un tel produit en fonction des puissances de contraction des zi.

Dans la partie 6.4, nous voyons comment ces considérations dynamiques s’ap-
pliquent aux éléments γ ∈ Γ et à leurs images ϕ(γ) par une petite déformation
ϕ ∈ Hom(Γ, G). Nous utilisons pour cela l’idée de Guichard [Gui] d’écrire tout élé-
ment γ ∈ Γ comme un produit γ0 . . . γn d’éléments d’une partie finie fixée F de Γ,
où l’on contrôle les normes ‖µ(γi)‖ et ‖µ(γiγi+1)− µ(γi)− µ(γi+1)‖ pour tout i.

Dans la partie 6.5, nous réunissons les résultats des parties 6.3 et 6.4 en choisissant
la partie finie F de Γ de manière judicieuse, afin d’obtenir un contrôle fin des quo-
tients ‖ρ(ϕ(γ))‖

V
/‖ρ(γ)‖

V
, ou encore des réels `(µ(ϕ(γ))− µ(γ)) pour γ ∈ Γ r {1}.

Nous en déduisons le théorème 6.1.4.
Le dernier paragraphe de la partie 6.5 explique comment les théorèmes 6.1.1

et 6.1.3 découlent du théorème 6.1.4. Enfin, la partie 6.6 est consacrée au corol-
laire 6.1.2 et à la construction de bending de Johnson et Millson évoquée plus haut.

6.2 Sous-groupes paraboliques maximaux et repré-
sentations

Commençons par quelques rappels sur les sous-groupes paraboliques maximaux
des groupes réductifs et sur certaines représentations. Nous reprenons les notations
des préliminaires, et désignons par des lettres gothiques les algèbres de Lie des
groupes algébriques (par exemple g pour un groupe algébrique G).

6.2.1 Sous-groupes paraboliques maximaux

Fixons un groupe algébrique réductif connexe G sur un corps local k. Soient
A un k-tore k-déployé maximal de G et Z (resp. N) son centralisateur (resp. son
normalisateur) dans G. Notons Φ le système des racines restreintes de A dans G et
W = N/Z son groupe de Weyl. Pour tout α ∈ Φ, soit Uα le sous-groupe unipotent
associé à α : c’est l’unique sous-groupe fermé unipotent normalisé par Z d’algèbre
de Lie uα = gα ⊕ g2α, où

giα =
{
X ∈ g, Ad(a)(X) = α(a)iX ∀a ∈ A

}
pour tout i ∈ {1, 2} ([Bo2], prop. 21.9). Fixons une base ∆ de Φ, ce qui définit un
ensemble Φ+ de racines restreintes positives. Pour toute partie θ de ∆, notons Pθ le
sous-groupe parabolique standard de G associé à θ, c’est-à-dire le groupe engendré
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par Z et les Uα où α ∈ Φ+ ∪ −N(∆ r θ) ∩ Φ, d’algèbre de Lie

pθ = z⊕
( ⊕
β∈Φ+

uβ

)
⊕
( ⊕
β∈N(∆rθ)∩Φ

u−β

)
.

Ici, N(∆ r θ) désigne l’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de ∆ r θ à
coefficients entiers positifs. Tout k-sous-groupe parabolique P de G est conjugué
sur k à un unique k-sous-groupe parabolique standard ([BoT], prop. 5.14). En par-
ticulier, les k-sous-groupes paraboliques stricts maximaux de G sont les conjugués
des Pα = P{α}, où α ∈ ∆.

Soit α ∈ ∆. Comme Pα est son propre normalisateur dans G ([BoT], prop. 4.4),
la variété de drapeaux G/Pα paramètre l’ensemble des k-sous-groupes paraboliques
conjugués à Pα. C’est une variété projective, définie sur k ([BoT], § 5.24(ii)). Notons
N−α le sous-groupe de G engendré par les U−β où β ∈ (α+N∆)∩Φ, d’algèbre de Lie

n−α =
⊕

β∈(α+N∆)∩Φ

u−β.

Soit Wα le sous-groupe de W engendré par les réflexions sβ : x 7→ x − 〈x, β̌〉 β de
X(A) ⊗Z R associées aux racines simples β ∈ ∆ r {α} . On a la décomposition de
Bruhat

G/Pα =
∐

w∈W/Wα

N−αwPα,

où la sous-variété projective N−αwPα est de codimension strictement positive dès que
wWα 6= Wα.

6.2.2 Représentations de G

Soient α ∈ ∆ une racine simple et α̌ sa coracine. Notons ωα ∈ X(A) le poids
fondamental associé à α, défini par 〈ωα, α̌〉 = 1 et 〈ωα, β̌〉 = 0 pour tout β ∈ ∆r{α}.
D’après [Ti2], th. 7.2, il existe une k-représentation irréductible (ρα, Vα) de G dont
le plus haut poids restreint χα est un multiple positif de ωα et dont le sous-espace de
plus haut poids x+

α est une droite. Le point x+
α ∈ P(Vα) est l’unique point fixe de Pα

dans P(Vα). L’application de G/Pα dans P(Vα) qui à gPα associe ρα(g)(x+
α ) est une

immersion fermée. On note Λα l’ensemble des poids restreints de (ρα, Vα), et pour
tout λ ∈ Λα on note (Vα)λ le sous-espace de poids associé à λ.

Le groupe G admet une décomposition de Cartan G = KA+K ou G = KZ+K
pour un certain sous-groupe compact maximal K de G. Notons µ : G → E+ la
projection de Cartan associée. Si k = R (resp. si k = C), il existe un produit scalaire
(resp. un produit scalaire hermitien) K-invariant sur Vα pour lequel les sous-espaces
de poids sont orthogonaux ; on note ‖ · ‖α la norme euclidienne (resp. hermitienne)
associée. La norme d’opérateurs correspondante ‖ · ‖α sur End(Vα) vérifie

‖ρα(g)‖α = e〈χα,µ(g)〉 (6.2.1)
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pour tout g ∈ G. Si k est ultramétrique, il existe une norme ultramétrique K-inva-
riante ‖ · ‖α sur Vα telle que pour tout (vλ) ∈

∏
λ∈Λα

(Vα)λ on ait∥∥∥∥ ∑
λ∈Λα

vλ

∥∥∥∥
α

= max
λ∈Λα
‖vλ‖α

et telle que pour tout z ∈ Z et tout λ ∈ Λα, la restriction de ρα(z) à (Vα)λ soit une
similitude de rapport q〈λ,ν(z)〉 ([Qui], th. 6.1). (On note ici ν : Z → E le morphisme
de groupes défini dans la partie 1.2.) La norme d’opérateurs correspondante ‖ · ‖α
sur End(Vα) vérifie

‖ρα(g)‖α = q〈χα,µ(g)〉 (6.2.2)

pour tout g ∈ G.

6.2.3 Exemple de SLn

Explicitons les notations précédentes pour G = SLn, où n ≥ 2. Soit A le tore des
matrices diagonales de déterminant 1. Le système de racines Φ associé est l’ensemble
des formes linéaires εi − εj pour 1 ≤ i, j ≤ n et i 6= j, où

εi
(
diag(a1, . . . , an)

)
= ai.

Soit ∆ la base de Φ formée des racines εi − εi+1, où 1 ≤ i ≤ n − 1. Fixons une
racine simple α = εi0 − εi0+1 ∈ ∆. Le groupe parabolique Pα est défini par l’an-
nulation des coefficients matriciels (i, j) pour 1 ≤ j ≤ i0 < i ≤ n. La variété de
drapeaux G/Pα est ici la grassmannienne G(i0, n) des sous-espaces vectoriels de di-
mension i0 de l’espace affine An. L’algèbre de Lie n−α est définie par l’annulation des
coefficients matriciels (i, j) pour 1 ≤ i ≤ i0 et pour i0+1 ≤ i, j ≤ n. La décomposition

G/Pα =
∐

w∈W/Wα

N−αwPα

est la décomposition de la grassmannienne G(i0, n) en cellules de Schubert. La re-
présentation (ρα, Vα) est la représentation naturelle de SLn dans le produit exté-
rieur Λi0An ; son plus haut poids est le poids fondamental ωα = ε1 + . . . + εi0
associé à α. Le plongement de la grassmannienne G(i0, n) dans l’espace projectif
P(Vα) = P(Λi0An) est le plongement de Plücker.

6.3 Dynamique dans les espaces projectifs
Dans cette partie, nous étudions la dynamique de certains endomorphismes de

k-espaces vectoriels dans les espaces projectifs associés, où k est un corps local. Au
paragraphe 6.3.1, nous commençons par quelques rappels sur la notion de proxi-
malité. Nous considérons ensuite des produits de la forme z1k2z2 . . . knzn, où les
zi sont des éléments proximaux ayant un point fixe attractif commun x+

0 et un
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hyperplan répulsif commun X−0 , et les ki sont des isométries telles que ki · x−0
ne soit pas trop proche de X−0 . Nous mesurons la puissance de contraction d’un
tel produit en fonction des puissances de contraction des zi. Au paragraphe 6.3.2
nous considérons un k-groupe algébrique réductif connexe G et appliquons le ré-
sultat du paragraphe 6.3.1 aux représentations (Vα, ρα) de G introduites au para-
graphe 6.2.2. En utilisant les relations (6.2.1) et (6.2.2), nous obtenons une majo-
ration de |〈χα, µ(g1 . . . gn) − µ(g1) − . . . − µ(gn)〉| pour des éléments g1, . . . , gn ∈ G
vérifiant certaines propriétés de contraction et de transversalité.

6.3.1 Proximalité dans les espaces projectifs et estimation de
normes

Soient k un corps local et V un k-espace vectoriel de dimension finie. Fixons une
base (v1, . . . , vn) de V et munissons V de la norme ‖ · ‖

V
définie par∥∥∥∥ ∑

1≤j≤n

tj vj

∥∥∥∥
V

= sup
1≤j≤n

|tj|. (6.3.1)

Nous notons encore ‖ · ‖
V
la norme d’opérateurs correspondante sur End(V ). Munis-

sons l’espace projectif P(V ) de la distance d définie par

d(x1, x2) = inf
{
‖v′1 − v′2‖V , v′i ∈ xi et ‖v′i‖V = 1 ∀i = 1, 2

}
.

Rappelons qu’un élément g ∈ End(V )r {0} est dit proximal s’il possède une unique
valeur propre de valeur absolue maximale et si cette valeur propre est de multipli-
cité un. (Les valeurs propres de g appartiennent à une extension finie kg de k et l’on
considère ici l’unique extension de la valeur absolue | · | de k à kg.) Si g est proximal,
alors sa valeur propre de valeur absolue maximale appartient à k ; on note x+

g ∈ P(V )
la droite propre correspondante et X−g l’image dans P(V ) de l’unique supplémentaire
g-invariant de x+

g dans V . Notons que g agit sur P(V ) en contractant P(V ) r X−g
vers x+

g . Pour ε > 0, nous dirons qu’un élément proximal g ∈ End(V ) est ε-proximal
s’il vérifie les deux conditions supplémentaires suivantes :

1. d(x+
g , X

−
g ) ≥ 2ε,

2. pour tout x ∈ P(V ), si d(x,X−g ) ≥ ε, alors d(g · x, x+
g ) ≤ ε.

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.3.1. Soit X−0 un hyperplan projectif de P(V ), soit x+
0 ∈ P(V ) r X−0 et

soit ε > 0 tel que d(x+
0 , X

−
0 ) ≥ 2ε. Il existe un réel rε > 0 tel que pour toutes

isométries k2, . . . , kn ∈ End(V ) vérifiant d(ki ·x+
0 , X

−
0 ) ≥ 2ε pour tout i, et pour tous

endomorphismes ε-proximaux z1, . . . , zn ∈ End(V ) vérifiant x+
zi

= x+
0 et X−zi = X−0

et induisant sur la droite x+
0 une similitude de rapport ‖zi‖V pour tout i, on ait

e−(n−1) rε ·
n∏
i=1

‖zi‖V ≤ ‖z1k2z2 . . . knzn‖V ≤
n∏
i=1

‖zi‖V .
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Démonstration. Comme la norme d’opérateurs ‖ ·‖
V
sur End(V ) est sous-multipli-

cative et comme ki est une isométrie de V pour tout i, on a

‖z1k2z2 . . . knzn‖V ≤
n∏
i=1

‖zi‖V .

Établissons l’inégalité de gauche. Soit v0 ∈ V r {0} tel que x+
0 = kv0 et soit V0

l’hyperplan vectoriel de V tel que X−0 = P(V0). Posons

bε = {x ∈ P(V ), d(x, x+
0 ) ≤ ε}

et Bε = {x ∈ P(V ), d(x,X−0 ) ≥ ε}.

Par compacité de l’ensemble des vecteurs unitaires v ∈ V tels que d(kv,X−0 ) ≥ ε et
par continuité de l’application qui à v ∈ V associe l’unique élément t ∈ k tel que
v ∈ tv0 + V0, il existe un réel rε > 0 tel que pour tout v ∈ V r {0} vérifiant kv ∈ Bε

on ait
v ∈

{
t ∈ k, e−

rε
2 ‖v‖ ≤ |t| ≤ e

rε
2 ‖v‖

}
· v0 + V0. (6.3.2)

Pour tout 1 ≤ j ≤ n, posons

hj = zjkj+1zj+1 . . . knzn ∈ End(V ).

Montrons par récurrence descendante sur j que hj ·Bε ⊂ bε et

‖hj · v0‖V ≥ e−(n−j) rε ·
n∏
i=j

‖zi‖V , (6.3.3)

ce qui démontrera le lemme. On commence par remarquer que pour tout i on a
d’une part ki · bε ⊂ Bε car ki est une isométrie de V et d(ki · x+

0 , X
−
0 ) ≥ 2ε, d’autre

part zi · Bε ⊂ bε car zi est ε-proximal, x+
zi

= x+
0 et X−zi = X−0 . D’après l’hypothèse

de récurrence on a donc kj+1hj+1 · Bε ⊂ Bε et hj · Bε ⊂ bε. D’après (6.3.2) on a
kj+1hj+1 · v0 ∈ tjv0 + V0 où tj ∈ k vérifie

|tj| ≥ e−
rε
2 ‖kj+1hj+1 · v0‖V = e−

rε
2 ‖hj+1 · v0‖V .

Par hypothèse de récurrence on a

|tj| ≥ e−(n−j− 1
2

) rε ·
n∏

i=j+1

‖zi‖V .

Or, par hypothèse zj préserve V0 et induit sur la droite x+
0 une similitude de rapport

‖zj‖V , donc hj · v0 = zjkj+1hj+1 · v0 ∈ t′jv0 + V0 où t′j ∈ k vérifie

|t′j| = ‖zj‖V |tj| ≥ e−(n−j− 1
2

) rε ·
n∏
i=j

‖zi‖V .

L’inégalité (6.3.3) en découle en utilisant encore une fois (6.3.2).
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6.3.2 Projection de Cartan selon les poids fondamentaux

Le lemme 6.3.1 implique le résultat suivant.

Proposition 6.3.2. Soient k un corps local et G l’ensemble des k-points d’un
k-groupe algébrique réductif connexe, admettant une décomposition de Cartan
G = KA+K ou G = KZ+K. Notons µ : G → E+ la projection de Cartan as-
sociée, et choisissons pour tout g ∈ G une décomposition g = kgzg`g où kg, `g ∈ K
et zg ∈ Z+. Soient α ∈ ∆ une racine simple et Cα un compact de N−α . Il existe
des réels rα, Rα > 0 tels que pour tous g1, . . . , gn ∈ G vérifiant 〈α, µ(gi)〉 ≥ Rα et
`gikgi+1

∈ CαPα pour tout 1 ≤ i ≤ n, on ait∣∣∣∣〈χα, µ(g1 . . . gn)−
n∑
i=1

µ(gi)
〉∣∣∣∣ ≤ nrα.

On reprend ici les notations de la partie 6.2. En particulier, pour toute racine
simple α ∈ ∆, on note N−α (resp. Pα) le sous-groupe unipotent (resp. parabolique)
de G introduit au paragraphe 6.2.1 et χα le plus haut poids de la représentation
(Vα, ρα) introduite au paragraphe 6.2.2. On munit Vα d’une norme ‖ · ‖α comme
au paragraphe 6.2.2, and P(Vα) d’une distance d comme au paragraphe 6.3.1. La
proposition 6.3.2 résulte du lemme 6.3.1, des relations (6.2.1) et (6.2.2), et du lemme
suivant.

Lemme 6.3.3. Soit x+
α ∈ P(Vα) la droite de plus haut poids (Vα)χα et soit X−α

l’image dans P(Vα) de la somme des espaces de poids (Vα)λ où λ ∈ Λα r {χα}.
1. Pour tout ε > 0 vérifiant d(x+

α , X
−
α ) ≥ 2ε, il existe un réel Rα > 0 tel que

pour tout z ∈ Z+ vérifiant 〈α, µ(z)〉 ≥ Rα, l’élément ρα(z) soit ε-proximal
dans P(Vα) avec x+

ρα(z) = x+
α et X−ρα(z) = X−α .

2. On a ρα(N−α )(x+
α ) ∩X−α = ∅.

Démonstration. 1. Il suffit de voir que tout poids restreint de (ρα, Vα) distinct
de χα appartient à χα − α − N∆. Soit Wα le sous-groupe de W engendré
par les réflexions sβ : x 7→ x − 〈x, β̌〉 β de X(A) ⊗Z R associées aux racines
β ∈ ∆ r {α}. Il fixe χα puisque χα est un multiple de ωα et que par définition
〈ωα, β̌〉 = 0 pour tout β ∈ ∆ r {α}. C’est le groupe de Weyl du sous-système
de racines de Φ engendré par ∆ r {α} ([BoT], § 2.1), donc l’élément “le plus
long” w de Wα permute N(∆ r {α}) et −N(∆ r {α}). Par conséquent, pour
tout poids restreint λ ∈ χα−N(∆r {α}) de (ρα, Vα) on a w · λ ∈ χα +N∆, ce
qui implique λ = χα.

2. Pour tout n ∈ N−α , l’élément neutre 1 ∈ G appartient à l’adhérence de la classe
de conjugaison {znz−1, z ∈ Z}, donc x+

α appartient à l’adhérence de l’orbite
ρα(Zn)(x+

α ) dans P(Vα). Or, X−α est fermé dans P(Vα), stable par Z, et ne
contient pas x+

α .
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Démonstration de la proposition 6.3.2. Le point x+
α ∈ P(Vα) est fixe par Pα.

De plus, ρα(N−α )(x+
α ) ∩X−α = ∅ d’après le lemme 6.3.3, donc il existe un réel ε > 0

tel que
d
(
ρα(CαPα)(x+

α ), X−α
)
≥ 2ε.

Soit rε > 0 le réel donné par le lemme 6.3.1 pour (V,X−0 , x
+
0 ) = (Vα, X

−
α , x

+
α ). Posons

rα = rε/ log q, où q = e si k est archimédien et q désigne le cardinal du corps résiduel
si k est ultramétrique. Soit Rα > 0 le réel donné par le lemme 6.3.3. Montrons
que rα et Rα satisfont les conclusions de la proposition 6.3.2. Soient g1, . . . , gn ∈ G
tels que 〈α, µ(gi)〉 ≥ Rα et `gikgi+1

∈ CαPα pour tout i. D’après le lemme 6.3.3,
l’élément ρα(zgi) est ε-proximal dans P(Vα) et vérifie x+

ρα(zgi )
= x+

α et X−ρα(zgi )
= X−α .

De plus, il induit sur la droite x+
α une similitude de rapport ‖ρα(zgi)‖α, par choix de

la norme ‖ · ‖α sur Vα. D’après le lemme 6.3.1, on a

q−nrα ·
n∏
i=1

‖ρα(zgi)‖α ≤ ‖ρα(g1 . . . gn)‖α ≤
n∏
i=1

‖ρα(zgi)‖α.

D’après (6.2.1) et (6.2.2), on a donc

〈
χα,

n∑
i=1

µ(gi)
〉
− nrα ≤ 〈χα, µ(g1 . . . gn)〉 ≤

〈
χα,

n∑
i=1

µ(gi)
〉
.

6.4 Produits transverses

Dans cette partie nous expliquons comment, sous les hypothèses du théorème 6.1.4,
la proposition 6.3.2 s’applique aux éléments γ ∈ Γ et à leurs déformés ϕ(γ), où
ϕ ∈ Hom(Γ, G) est proche de l’inclusion naturelle de Γ dans G. Nous utilisons pour
cela l’idée de Guichard [Gui] d’écrire tout élément γ ∈ Γ comme un “produit trans-
verse” γ0 . . . γn d’éléments d’une partie finie fixée F de Γ.

6.4.1 Transversalité dans L

Soient k un corps local et L un k-groupe algébrique réductif connexe de k-rang un.
Fixons une décomposition de Cartan L = KLA

+
LKL ou L = KLZ

+
LKL, où KL est un

sous-groupe compact maximal de L, où AL est un k-tore k-déployé maximal de L
et où ZL est le centralisateur de AL dans L. Notons µL : L → E+

L la projection de
Cartan correspondante, où EL = Y (AL)⊗Z R. Comme L est de k-rang un, l’espace
vectoriel EL est une droite, et tout isomorphisme entre EL et R donne une projection
de Cartan µR

L : L→ R.
Si L est de k-rang semi-simple un, l’application µR

L prend toutes ses valeurs
dans R+ ou toutes ses valeurs dans R−. On note αL l’unique racine restreinte posi-
tive indivisible de AL dans L, on note PL = PαL le sous-groupe parabolique strict
maximal de L associé à αL et N−L = U−αL le sous-groupe unipotent associé à −αL
(cf. paragraphe 6.2.1).
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Si L est de k-rang semi-simple nul, le tore AL est central dans L, donc ZL = L.
L’application µR

L est alors un morphisme de groupes de L dans R, qui prend donc
des valeurs positives et négatives. On pose PL = ZL = L et N−L = {1}.

Dans ce paragraphe, pour la commodité du lecteur, nous redonnons une démons-
tration du résultat suivant, dû à Guichard dans le cas réel semi-simple ([Gui], lem. 7
et 9). Nous nous plaçons dans le cadre plus général d’un groupe algébrique réductif
sur un corps local.

Proposition 6.4.1 (Guichard). Soient k un corps local, L l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique réductif connexe de k-rang un et µR

L : L→ R une projection
de Cartan. Soit Γ un sous-groupe discret de type fini sans torsion de L ; si k = R
ou C, supposons Γ convexe cocompact. Il existe un réel D > 0 et un compact CL
de N−L tels que pour tout R ≥ 2D, tout γ ∈ Γ s’écrive γ = γ0 . . . γn, où γ0, . . . , γn ∈ Γ
vérifient les propriétés suivantes :

1. |µR
L(γ0)| ≤ R +D et R−D ≤ |µR

L(γi)| ≤ R +D pour tout 1 ≤ i ≤ n,
2. si γi = kγizγi`γi où kγi , `γi ∈ KL et zγi ∈ Z+

L , alors `γikγi+1
∈ CLPL pour tout

1 ≤ i ≤ n− 1,
3. µR

L(γ1), . . . , µR
L(γn) ont tous le même signe que µR

L(γ) si n ≥ 2.

Pour démontrer la proposition 6.4.1, on utilise le lemme suivant, qui traduit la
condition de transversalité 2 en termes de µR

L.

Lemme 6.4.2. Sous les hypothèses de la proposition 6.4.1, il existe un réel D0 ≥ 0
vérifiant la propriété suivante : pour tout D ≥ D0, il existe un compact CL de N−L tel
que pour tout k ∈ KL, s’il existe z1, z2 ∈ Z+

L vérifiant |µR
L(z1)|, |µR

L(z2)| ≥ D et

|µR
L(z1kz2)| ≥ |µR

L(z1)|+ |µR
L(z2)| −D,

alors k ∈ CLPL.

Notons que dans le lemme 6.4.2 on peut se restreindre au cas où L est de k-rang
semi-simple un, sinon l’énoncé est trivial. Dans ce cas, la proposition 6.3.2 implique
une sorte de réciproque au lemme 6.4.2 : pour tout compact CL de N−L , il existe D ≥ 0
tel que pour tout k ∈ KL ∩ CLPL et tous z1, z2 ∈ Z+ on ait

|µR
L(z1kz2)| ≥ |µR

L(z1)|+ |µR
L(z2)| −D.

Démonstration du lemme 6.4.2. On peut supposer L de k-rang semi-simple un.
L’espace L/PL est alors l’union disjointe de l’ouvert N−L ·PL et du singleton {w ·PL},
où w désigne l’élément non trivial du groupe de Weyl (restreint) de L. Il suffit donc de
prouver l’existence d’un voisinage U de w · PL dans L/PL tel que pour tout k ∈ KL

vérifiant k · PL ∈ U et tous z1, z2 ∈ Z+
L vérifiant |µR

L(z1)|, |µR
L(z2)| ≥ D, on ait

|µR
L(z1kz2)| < |µR

L(z1)|+ |µR
L(z2)| −D.

Si k = R ou C, notons XL l’espace riemannien symétrique de G. Sa courbure
sectionnelle est strictement négative ([Hel], ch. 5, th. 3.1 et rem. 2), donc XL est
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un espace hyperbolique au sens de Gromov ([BrH], th. II.1A.6 et prop. III.H.1.2) :
il existe un réel δ ≥ 0 tel que tout triangle géodésique de XL soit δ-fin, au sens où
chaque côté du triangle est contenu dans le δ-voisinage de l’union des deux autres
côtés. Si k est ultramétrique, notons XL l’arbre de Bruhat-Tits de G, muni de la
distance introduite dans la partie 1.2 ; c’est également un espace hyperbolique au
sens de Gromov (on peut prendre δ = 0). Dans les deux cas (archimédien ou ultra-
métrique), on identifie L/PL au bord à l’infini ∂XL de XL, c’est-à-dire à l’ensemble
des classes d’équivalence [R] de demi-rayons géodésiques R : [0,+∞[→ XL pour la
relation d’équivalence “être à distance bornée” (remarquons que si k est ultramé-
trique, cette relation s’exprime aussi par “coïncider à partir d’un certain point”). Le
point PL ∈ L/PL (resp. w · PL ∈ L/PL) correspond à la classe [R+] (resp. [R−])
du demi-rayon géodésique R+ : [0,+∞[→ XL (resp. R− : [0,+∞[→ XL) d’image
Z+
L · x0 (resp. (w · Z+

L ) · x0).
Notons d la distance de XL et x0 ∈ XL le point dont le stabilisateur est KL.

D’après (1.4.4) et (1.4.5), on peut supposer que |µR
L(g)| = d(x0, g · x0) pour tout

g ∈ L. Posons D0 = 5δ ≥ 0. D’après le “lemme des ombres” (cf. par exemple [Bou],
lem. 1.6.2), les ouverts

Ut =
{

[R] ∈ ∂XL, R(0) = x0 et d
(
R(t),R−(t)

)
< D0

}
,

où t ≥ 0, forment une base de voisinages de [R−] dans ∂XL.
Soit D ≥ D0. Pour tous z1, z2 ∈ Z+

L et k ∈ KL tels que t1 := |µR
L(z1)| ≥ D et

t2 := |µR
L(z2)| ≥ D, on a

|µR
L(z1kz2)| = d(x0, z1kz2 · x0)

= d(z−1
1 · x0, kz2 · x0)

= d
(
R−(t1), k · R+(t2)

)
≤ d

(
R−(t1),R−(D)

)
+ d
(
R−(D), k · R+(D)

)
+ d
(
k · R+(D), k · R+(t2)

)
= t1 −D + d

(
R−(D), k · R+(D)

)
+ t2 −D

= |µR
L(z1)|+ |µR

L(z2)| − 2D + d
(
R−(D), k · R+(D)

)
.

Par conséquent, si [k · R+] ∈ UD, alors |µR
L(z1kz2)| < |µR

L(z1)|+ |µR
L(z2)| −D, ce qui

termine la démonstration.

On peut à présent démontrer la proposition 6.4.1.

Démonstration de la proposition 6.4.1. Comme dans la démonstration du
lemme 6.4.2, notons XL l’espace symétrique ou l’arbre de Bruhat-Tits de L, se-
lon que k est archimédien ou ultramétrique. Soient d la distance de XL et x0 ∈ XL

le point dont le stabilisateur est KL. D’après (1.4.4) et (1.4.5), on peut supposer que
|µR
L(g)| = d(x0, g ·x0) pour tout g ∈ L. Notons qu’il existe une partie fermée convexe

Γ-invariante X ′L 6= ∅ de XL sur laquelle Γ agit cocompactement : en effet, si k = R
ou C c’est l’hypothèse de convexe cocompacité ; si k est ultramétrique cela résulte
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de [Bas], prop. 7.9. Soit D un domaine fondamental compact de X ′L pour l’action
de Γ, et soit x′0 ∈ X ′L dans l’intérieur de D. Notons dD le diamètre de D et D0 le réel
donné par le lemme 6.4.2. Montrons que la constante

D = max
(
D0, 6 dD + 6 d(x0, x

′
0)
)
> 0

et le compact CL de N−L donné par le lemme 6.4.2 satisfont les propriétés de la
proposition 6.4.1.

Soit R ≥ 2D. Fixons γ ∈ Γ et notons I le segment géodésique de X ′L d’extrémités
x′0 et γ−1 · x′0. Soit n ∈ N tel que

nR ≤ d(x′0, γ
−1 · x′0) < (n+ 1)R.

Pour tout 1 ≤ i ≤ n, soit x′i ∈ I tel que d(x′i, x
′
0) = iR. Il existe λi ∈ Γ tel que

x′i ∈ λi · D. Posons γ0 = γλn ∈ Γ et γi = λ−1
n−i+1λn−i ∈ Γ pour tout 1 ≤ i ≤ n (où

λ0 = 1), de sorte que γ = γ0 . . . γn. Pour 1 ≤ i ≤ n, on a∣∣|µR
L(γi)| − d(x′n−i, x

′
n−i+1)

∣∣ =
∣∣d(λn−i · x0, λn−i+1 · x0)− d(x′n−i, x

′
n−i+1)

∣∣
≤ d(λn−i · x0, λn−i · x′0) + d(λn−i · x′0, x′n−i)

+ d(x′n−i+1, λn−i+1 · x′0) + d(λn−i+1 · x′0, λn−i+1 · x0)

≤ 2 dD + 2 d(x0, x
′
0).

Comme d(x′n−i, x
′
n−i+1) = R, on en déduit

∣∣|µR
L(γi)| − R

∣∣ ≤ 2 dD + 2 d(x0, x
′
0). De

même, on a ∣∣|µR
L(γ0)| − d(x′n, γ

−1 · x′0)
∣∣ ≤ 2 dD + 2 d(x0, x

′
0),

d’où |µR
L(γ0)| ≤ R+ 2 dD + 2 d(x0, x

′
0) ≤ R+D. Enfin, pour 1 ≤ i ≤ n− 1, le même

raisonnement montre que

|µR
L(γiγi+1)| ≥ d(xn−i−1, xn−i+1)− 2 dD − 2 d(x0, x

′
0)

= 2R− 2 dD − 2 d(x0, x
′
0)

≥ |µR
L(γi)|+ |µR

L(γi+1)| − 6 dD − 6 d(x0, x
′
0)

≥ |µR
L(γi)|+ |µR

L(γi+1)| −D. (6.4.1)

Choisissons pour tout i une décomposition de Cartan γi = kγizγi`γi , où kγi , `γi ∈ KL

et zγi ∈ Z+
L . D’après le lemme 6.4.2, on a `γikγi+1

∈ CLPL pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1.
Montrons que µR

L(γ1), . . . , µR
L(γn) ont tous le même signe. Pour cela, on peut

supposer L de k-rang semi-simple nul, auquel cas µR
L : L→ R est un morphisme de

groupes. S’il existait un entier 1 ≤ i ≤ n − 1 tel que µR
L(γi) et µR

L(γi+1) soient de
signes différents, l’inégalité (6.4.1) impliquerait

min
(
|µR
L(γi)|, |µR

L(γi+1)|
)
≤ D

2
,

ce qui contredirait le fait que

|µR
L(γi)|, |µR

L(γi+1)| ≥ R− 2 dD − 2 d(x0, x
′
0)

≥ D − 2 dD − 2 d(x0, x
′
0) >

D

2
.
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Ainsi, µR
L(γ1), . . . , µR

L(γn) ont tous le même signe. Si n ≥ 2, on a

|µR
L(γ)− µR

L(γ1 . . . γn)| ≤ |µR
L(γ0)|

≤ R + 2 dD + 2 d(x0, x
′
0)

≤ n
(
R− 2 dD − 2 d(x0, x

′
0)
)

≤
n∑
i=1

|µR
L(γi)| = |µR

L(γ1 . . . γn)|,

donc µR
L(γ1 . . . γn) a même signe que µR

L(γ), et par suite µR
L(γ1), . . . , µR

L(γn) aussi.

6.4.2 Transversalité dans G

Soient k un corps local, G un k-groupe algébrique réductif connexe et L un sous-
groupe fermé réductif connexe de G de k-rang un. Fixons une décomposition de
Cartan G = KA+K ou G = KZ+K.

Remarque 6.4.3. Quitte à conjuguer L par un élément de G, on peut supposer que
L admet une décomposition de Cartan L = KLA

+
LKL ou L = KLZ

+
LKL où KL ⊂ K,

où AL ⊂ A et où A+
L ∩ A+ est non compact.

En effet, AL est contenu dans un certain k-tore k-déployé maximal de G, et ces tores
sont tous conjugués sur k ([BoT], th. 4.21). Par conséquent, quitte à conjuguer L
par un élément de G, on peut supposer AL ⊂ A. Nous utilisons alors un résultat de
Mostow [Mos] et Karpelevich [Kar], dont la version ultramétrique a été démontrée
par Landvogt [Lan] : quitte à conjuguer encore une fois, on peut supposer KL ⊂ K.
Enfin, quitte à conjuguer L par un élément du groupe de Weyl W , on peut supposer
A+
L ∩ A+ non compact.

Supposons que les conditions de la remarque 6.4.3 sont satisfaites. Le lemme
suivant fait le lien entre les propositions 6.3.2 et 6.4.1. Nous reprenons les notations
du paragraphe 6.2.1.

Lemme 6.4.4. Soit α ∈ ∆ dont la restriction à AL est non triviale. On a PL ⊂ Pα
et N−L ⊂ N−α Pα.

Démonstration. Fixons un élément a ∈ A+
L ∩ A+ tel que |α(a)| > 1. Notons que

g = n−α ⊕ pα et pα = p∅ ⊕ n−αc , où

n−α =
⊕

β∈(α+N∆)∩Φ

u−β,

p∅ = z⊕
⊕
β∈Φ+

uβ

et n−αc =
⊕

β∈N(∆r{α})∩Φ

u−β
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sont tous trois des sommes d’espaces propres de Ad(a), pour des valeurs propres de
valeur absolue < 1 dans le cas de n−α et ≥ 1 dans le cas de p∅. Comme pL est somme
d’espaces propres de Ad(a) pour des valeurs propres de valeur absolue ≥ 1, on a
pL ⊂ pα. Sachant que PL et Pα sont connexes, on en déduit PL ⊂ Pα. Comme n−L est
somme d’espaces propres de Ad(a) pour des valeurs propres de valeur absolue < 1,
on a n−L ⊂ n−α ⊕n−αc . Notons que [n−α , n

−
αc ] ⊂ n−α , ce qui implique que N−α est normalisé

par le groupe N−αc engendré par les U−β, où β ∈ N(∆ r {α}) ∩ Φ. On en déduit que
le groupe engendré par N−α et N−αc est ensemblistement égal à N−α N

−
αc , puis que

N−L ⊂ N−α N
−
αc ⊂ N−α Pα.

6.5 Projection de Cartan et déformations

Le but de cette partie est de démontrer le théorème 6.1.4, dont nous déduisons
les théorèmes 6.1.1 et 6.1.3. À l’aide des propositions 6.3.2 et 6.4.1, nous établissons
le résultat suivant.

Proposition 6.5.1. Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique réductif connexe G et L l’ensemble des k-points d’un sous-groupe fermé
réductif L de G de k-rang un. Fixons une projection de Cartan µ : G → E+ et
une norme ‖ · ‖ sur E. Soit Γ un sous-groupe discret de type fini sans torsion de L ;
si k = R ou C, supposons Γ convexe cocompact. Pour tout ε > 0, il existe une
partie finie Fε de Γ et un voisinage Uε ⊂ Hom(Γ, G) de l’inclusion naturelle tels que
tout γ ∈ Γ s’écrive γ = γ0 . . . γn, où γ0, . . . , γn ∈ Fε vérifient les propriétés suivantes :

(i) n ≤ ε‖µ(γ)‖,
(ii) ‖µ(ϕ(γi))− µ(γi)‖ ≤ 1 pour tout ϕ ∈ Uε et tout 0 ≤ i ≤ n,

(iii) pour tout ϕ ∈ Uε on a

∥∥∥µ(ϕ(γ))−
n∑
i=0

µ(ϕ(γi))
∥∥∥ ≤ ε‖µ(γ)‖.

Expliquons brièvement comment la proposition 6.5.1 implique le théorème 6.1.4.
Soit ε > 0 et soient Fε la partie finie et Uε le voisinage donnés par la proposition 6.5.1.
Pour tout η > 0, l’ensemble

Uε,η = {ϕ ∈ Uε, ‖µ(ϕ(g))− µ(g)‖ ≤ η ∀g ∈ Fε}

est un voisinage de l’inclusion naturelle dans Hom(Γ, G). Les conditions (i), (ii), (iii)
impliquent, par inégalité triangulaire, que

‖µ(ϕ(γ))− µ(γ)‖ ≤ 3ε ‖µ(γ)‖+ η
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pour tout ϕ ∈ Uε,η et tout γ ∈ Γ. Comme l’application µ est propre et que Γ est
discret dans G, l’ensemble Γ ∩ K des éléments γ ∈ Γ tels que µ(γ) = 0 est un
sous-groupe fini de Γ et

r := inf
{
‖µ(γ)‖, γ ∈ Γ and µ(γ) 6= 0

}
> 0.

Prenons η = εr. Pour tout ϕ ∈ Uε,η et tout γ ∈ Γ vérifiant µ(γ) 6= 0 on a alors

‖µ(ϕ(γ))− µ(γ)‖ ≤ 4ε ‖µ(γ)‖. (6.5.1)

Si Γ est sans torsion, on a Γ ∩K = {1} et (6.5.1) est vérifié pour tout γ ∈ Γ. Ceci
implique le théorème 6.1.4.

Avant de donner une démonstration de la proposition 6.5.1 (au paragraphe 6.5.3),
commençons par quelques notations et remarques préliminaires.

6.5.1 Normes sur E et ses sous-espaces vectoriels

Sous les hypothèses de la proposition 6.5.1, soit G = KA+K ou G = KZ+K
la décomposition de Cartan associée à µ. D’après le lemme 1.4.3, pour démontrer
la proposition 6.5.1 on peut supposer L connexe, puis le remplacer par l’un de ses
conjugués par G. D’après la remarque 6.4.3, on peut supposer que L admet une
décomposition de Cartan L = KLA

+
LKL ou L = KLZ

+
LKL où KL ⊂ K, où AL ⊂ A

et où A+
L ∩ A+ est non compact. Notons µL : L → E+

L la projection de Cartan
associée. On voit naturellement EL comme une droite de E. Si L est de k-rang semi-
simple un, E+

L est une demi-droite de E+ ; posons alors L+ = L. Si L est de k-rang
semi-simple nul, E+

L = EL est une droite de E ; choisissons alors une demi-droite
E++
L dans E+

L ∩ E+ et posons L+ = {g ∈ L, µL(g) ∈ E++
L }. Comme toutes les

normes sur E sont équivalentes, on peut supposer que ‖ ·‖ est une norme euclidienne
W -invariante comme dans la partie 1.1. En composant µL avec un isomorphisme
entre EL et R, on obtient une projection de Cartan µR

L : L→ R telle que

µR
L(g) = ‖µ(g)‖ ≥ 0

pour tout g ∈ L+. Notons que pour tout g ∈ L r L+ on a g−1 ∈ L+. De plus,
l’involution d’opposition ι : µ(G)→ µ(G), qui à µ(g) associe µ(g−1) pour tout g ∈ G,
est une isométrie pour la norme W -invariante ‖ · ‖ ; en effet, ι(µ(g)) = w · (−µ(g))
où w est l’élément “le plus long” de W . Par conséquent, il suffit de démontrer la
proposition 6.5.1 pour des éléments γ ∈ Γ qui appartiennent à L+.

Pour tout sous-espace vectoriel E ′ de E, soit | · |E′ la semi-norme sur E définie
par

|y|E′ = ‖ prE′(y)‖,
où prE′ : E → E ′ est la projection orthogonale sur E ′. Nous allons utiliser les trois
semi-normes | · |E∆L

, | · |EZ et | · |E∆L
⊕EZ , où EZ est le sous-espace de E introduit dans

la partie 1.1 et E∆L
le sous-espace défini de la manière suivante. Pour tout α ∈ ∆ il

existe un réel tα ≥ 0 tel que

〈α, µ(g)〉 = tα µ
R
L(g) (6.5.2)
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pour tout g ∈ L+. Notons ∆L = {α ∈ ∆, tα > 0} l’ensemble des racines simples
de A dans G dont la restriction à AL est non triviale et posons

E∆L
=
{
y ∈ ED, 〈β, y〉 = 0 ∀β ∈ ∆ r ∆L

}
.

Observons que EL ⊂ E∆L
⊕ EZ . Observons également que E∆L

et EZ sont orthogo-
naux pour la norme euclidienne ‖ · ‖. En effet, ‖ · ‖ est W -invariante, le groupe W
est engendré par les réflexions sα̌, et pour tout α ∈ Φ on a sα̌(α̌) = −α̌ et sα̌(y) = y
pour tout y ∈ EZ , donc EZ est orthogonal à ED =

⊕
α∈∆ Rα̌. Par conséquent, on a

|y|2E∆L
⊕EZ = |y|2E∆L

+ |y|2EZ (6.5.3)

pour tout y ∈ E.
Pour tout α ∈ ∆, notons χα le plus haut poids de la représentation (ρα, Vα) de G

introduite au paragraphe 6.2.2. Rappelons que 〈χα, α̌〉 6= 0 et 〈χα, β̌〉 = 0 pour tout
β ∈ ∆ r {α}.

Remarque 6.5.2. L’ensemble {〈χα, ·〉, α ∈ ∆L} est une base du dual de E∆L
.

En effet, comme dimE∆L
= #∆L, il suffit de voir que les éléments 〈χα, ·〉, où α ∈ ∆L,

sont linéairement indépendants en tant que formes linéaires sur E∆L
. Par définition

de E∆L
, il suffit de voir que

vect{χα, α ∈ ∆L} ∩ vect(∆ r ∆L) = {0}. (6.5.4)

Soit (·, ·) un produit scalaire W -invariant sur X(A)⊗Z R. Pour tout β ∈ ∆ et tout
x ∈ X(A)⊗Z R on a

sβ(x) = x− 〈x, β̌〉 β = x− 2(x, β)

(β, β)
β,

donc (χα, β) = (β,β)
2
· 〈χα, β̌〉 = 0 pour tous α 6= β dans ∆, ce qui implique (6.5.4).

D’après la remarque 6.5.2, l’application y 7−→
∑

α∈∆L
|〈χα, y〉| est une norme

sur E∆L
. Comme toutes les normes sur E∆L

sont équivalentes, il existe une constante
c ≥ 1 telle que

c−1 ·
∑
α∈∆L

|〈χα, y〉| ≤ |y|E∆L
≤ c ·

∑
α∈∆L

|〈χα, y〉| (6.5.5)

pour tout y ∈ E.

6.5.2 Norme de la projection sur E∆L

L’étape principale de la démonstration de la proposition 6.5.1 est donnée par la
proposition suivante, qui établit une majoration pour la semi-norme | · |E∆L

.

Proposition 6.5.3. Sous les hypothèses de la proposition 6.5.1, pour tout δ > 0
il existe une partie finie F ′δ de Γ et un voisinage U ′δ ⊂ Hom(Γ, G) de l’inclusion
naturelle tels que tout γ ∈ Γ ∩ L+ s’écrive γ = γ0 . . . γn, où γ0, . . . , γn ∈ F ′δ vérifient
les propriétés suivantes :
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1. n ≤ δ
∑n

i=1 ‖µ(γi)‖,
2.
∑n

i=1 ‖µ(γi)‖ = ‖
∑n

i=1 µ(γi)‖,
3. ‖µ(ϕ(γi))− µ(γi)‖ ≤ 1 pour tout ϕ ∈ U ′δ et tout 0 ≤ i ≤ n,
4. pour tout ϕ ∈ U ′δ on a∣∣∣µ(ϕ(γ1 . . . γn)

)
−

n∑
i=1

µ(ϕ(γi))
∣∣∣
E∆L

≤ δ
( n∑
i=1

‖µ(γi)‖
)
.

Pour démontrer la proposition 6.5.3, nous utilisons les propositions 6.3.2 et 6.4.1,
ainsi que le lemme 6.4.4.

Démonstration. Soient D > 0 la constante et CL le compact de N−L donnés par
la proposition 6.4.1. Pour tout α ∈ ∆L, on peut trouver d’après le lemme 6.4.4 un
compact Cα de N−α tel que CLPL ⊂ Int(Cα)Pα, où Int(Cα) désigne l’intérieur de Cα.
Quitte à augmenter la taille du compact Cα, on peut supposer qu’il est globalement
stable par conjugaison par K ∩ Z. Soient rα, Rα > 0 les constantes données par la
proposition 6.3.2. Fixons δ > 0 et soit R ≥ 2D suffisamment grand pour que 1

R−D ≤ δ
et tα(R − D) − 1 ≥ Rα pour tout α ∈ ∆L, où tα est défini par (6.5.2). Notons F ′δ
l’ensemble des éléments γ ∈ Γ tels que |µR

L(γ)| ≤ R+D, et F ′′δ le sous-ensemble formé
des éléments γ ∈ F ′δ tels que |µR

L(γ)| ≥ R−D. Les ensembles F ′δ et F ′′δ sont finis car
l’application µR

L est propre et le groupe Γ est discret dans L. Pour tout γ ∈ F ′δ nous
choisissons une décomposition de Cartan γ = kγzγ`γ où kγ, `γ ∈ KL et zγ ∈ Z+

L . Soit
U ′δ l’ensemble des éléments ϕ ∈ Hom(Γ, G) vérifiant les deux propriétés suivantes :
• ‖µ(ϕ(γ))−µ(γ)‖ ≤ 1 et |〈α, µ(ϕ(γ))−µ(γ)〉| ≤ 1 pour tous γ ∈ F ′δ et α ∈ ∆L,
• tout γ ∈ F ′′δ admet une décomposition de Cartan ϕ(γ) = kϕ(γ)zϕ(γ)`ϕ(γ), où
kϕ(γ), `ϕ(γ) ∈ K et zϕ(γ) ∈ Z+, de sorte que `ϕ(γ)kϕ(γ′) ∈ CαPα pour tout
α ∈ ∆L et tous γ, γ′ ∈ F ′′δ vérifiant `γkγ′ ∈ CLPL.

Notons que U ′δ est un voisinage de l’inclusion naturelle dans Hom(Γ, G). En effet,
pour k = R ou C, cela résulte du fait que si g = kgag`g = k′gag`

′
g où kg, `g, k′g, `′g ∈ K

et ag ∈ A+, alors k′g ∈ kg(K∩Z) et `′g ∈ (K∩Z)`g ([Hel], ch. 9, cor. 1.2). Dans le cas
ultramétrique, cela résulte du fait que K est un voisinage de 1 dans G, de sorte que
si g = kgzg`g où kg, `g ∈ K et zg ∈ Z+, alors tout g′ ∈ G suffisamment proche de g
appartient à gK et à Kg et admet les décompositions de Cartan g′ = kgzg(`gg

−1g′)
et g′ = (g′g−1kg)zg`g.

Montrons que F ′δ et U ′δ satisfont les conclusions de la proposition 6.5.3. Soit
γ ∈ Γ ∩ L+. D’après la proposition 6.4.1, on peut écrire γ = γ0 . . . γn, où γ0 ∈ F ′δ et
γ1, . . . , γn ∈ F ′′δ vérifient les propriétés suivantes :
• `γikγi+1

∈ CLPL pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1,
• µR

L(γ1), . . . , µR
L(γn) sont tous ≥ 0 si n ≥ 2.

Cette dernière condition implique que µR
L(γ1), . . . , µR

L(γn) appartiennent tous à une
même demi-droite de E+, donc la condition 2 est satisfaite. De plus, comme γ1, . . . , γn
appartiennent à F ′′δ , on a

n ≤ 1

R−D
·

n∑
i=1

|µR
L(γi)| ≤ δ

n∑
i=1

‖µ(γi)‖,
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i.e. la condition 1 est satisfaite. Pour établir la condition 4 , on peut supposer n ≥ 2.
Soit ϕ ∈ U ′δ. D’après (6.5.5), il suffit de majorer∣∣∣∣〈χα, µ(ϕ(γ1 . . . γn))−

n∑
i=1

µ(ϕ(γi))
〉∣∣∣∣

pour tout α ∈ ∆L. Comme n ≥ 2, on a µR
L(γi) ≥ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n, autrement

dit, γi ∈ L+. Par définition de U ′δ et tα, on obtient〈
α, µ(ϕ(γi))

〉
≥ 〈α, µ(γi)〉 − 1

≥ tα µ
R
L(γi)− 1

≥ tα(R−D)− 1 ≥ Rα

pour tout α ∈ ∆L. De plus, par définition de U ′δ on peut écrire ϕ(γi) = kϕ(γi)zϕ(γi)`ϕ(γi),
où kϕ(γi), `ϕ(γi) ∈ K et zϕ(γi) ∈ Z+, de sorte que `ϕ(γi)kϕ(γi+1) ∈ CαPα pour tout
1 ≤ i ≤ n− 1. La proposition 6.3.2 donne alors∣∣∣∣〈χα, µ(ϕ(γ1 . . . γn)

)
−

n∑
i=1

µ(ϕ(γi))
〉∣∣∣∣ ≤ nrα

≤ rα
R−D

n∑
i=1

‖µ(γi)‖.

D’après (6.5.5), ceci implique la condition 4 dès que∑
α∈∆L

c rα
R−D

≤ δ ,

cette dernière inégalité étant vérifiée pour R suffisamment grand.

6.5.3 Démonstration de la proposition 6.5.1

La proposition 6.5.1 découle de la proposition 6.5.3 et de l’observation générale
suivante.

Lemme 6.5.4. Soient (E, ‖ · ‖) un espace euclidien et E ′ un sous-espace vectoriel
de E. Pour tout y ∈ E, soit |y|E′ = ‖ prE′(y)‖, où prE′ : E → E ′ désigne la projection
orthogonale sur E ′. Pour tout ε > 0, il existe un réel δ > 0 tel que pour tous y, y′ ∈ E
vérifiant
• y′ ∈ E ′,
• |y − y′|E′ ≤ 2δ ‖y′‖,
• ‖y‖ ≤ (1 + δ) ‖y′‖,

on ait ‖y − y′‖ ≤ ε
8
‖y′‖.
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Démonstration. L’inégalité |y − y′|E′ ≤ 2δ ‖y′‖ et l’inégalité de Cauchy–Schwarz
impliquent 〈y, y′〉 ≥ (1− 2δ) ‖y′‖2, où 〈·, ·〉 est le produit scalaire associé à ‖ · ‖. Par
conséquent, il suffit d’observer que pour y′1 ∈ E de norme 1, le diamètre de l’ensemble{

y1 ∈ E, 1− 2δ ≤ 〈y1, y
′
1〉 ≤ ‖y1‖ ≤ 1 + δ

}
tend uniformément vers 0 avec δ.

Démontrons à présent la proposition 6.5.1.

Démonstration de la proposition 6.5.1. Fixons ε ∈]0, 1]. Soit δ ∈]0, ε
8
] et soient

F ′δ l’ensemble fini et U ′δ le voisinage de l’inclusion naturelle donnés par la proposi-
tion 6.5.3. Posons

C ′δ = max
g∈F ′δ
‖µ(g)‖+ 1,

Fε = F ′δ ∪ F ′
−1
δ ∪

{
g ∈ Γ, ‖µ(g)‖ < 6C ′δ

ε

}
et

Uε =
{
ϕ ∈ U ′δ, ‖µ(ϕ(g))− µ(g)‖ ≤ 1 ∀g ∈ Fε

}
.

Soit γ ∈ Γ. Montrons que l’on peut écrire γ = γ0 . . . γn, où γ0, . . . , γn ∈ Fε vérifient
les conditions (i), (ii), (iii) de la proposition 6.5.1. Tout d’abord, on peut supposer
‖µ(γ)‖ ≥ 6C′δ

ε
. De plus, nous avons déjà remarqué au paragraphe 6.5.1 que l’on peut

supposer γ ∈ L+ : en effet, sinon γ−1 ∈ L+ et l’on utilise le fait que l’involution
d’opposition est une isométrie. Supposons donc γ ∈ Γ∩L+ et ‖µ(γ)‖ ≥ 6C′δ

ε
. D’après

la proposition 6.5.3, on peut écrire γ = γ0 . . . γn, où γ0, . . . , γn ∈ F ′δ vérifient
1. n ≤ δ

∑n
i=1 ‖µ(γi)‖,

2.
∑n

i=1 ‖µ(γi)‖ = ‖
∑n

i=1 µ(γi)‖,
3. ‖µ(ϕ(γi))− µ(γi)‖ ≤ 1 pour tout ϕ ∈ U ′δ et tout 0 ≤ i ≤ n,

4. pour tout ϕ ∈ U ′δ on a

∣∣∣µ(ϕ(γ1 . . . γn))−
n∑
i=1

µ(ϕ(γi))
∣∣∣
E∆L

≤ δ
( n∑
i=1

‖µ(γi)‖
)
.

Notons que l’on a

prEZ (µ(gg′)) = prEZ (µ(g)) + prEZ (µ(g′))

pour tous g, g′ ∈ G, d’où

∣∣∣µ(ϕ(γ1 . . . γn))−
n∑
i=1

µ(ϕ(γi))
∣∣∣
EZ

= 0.
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D’après (6.5.3), la condition 4 reste satisfaite si l’on remplace la semi-norme | · |E∆L

par | · |E∆L
⊕EZ . Par inégalité triangulaire et d’après les conditions 1 , 2 , 3 , 4 et

l’inégalité (1.4.9), on a∣∣∣µ(ϕ(γ1 . . . γn))−
n∑
i=1

µ(γi)
∣∣∣
E∆L

⊕EZ

≤
∣∣∣µ(ϕ(γ1 . . . γn))−

n∑
i=1

µ(ϕ(γi))
∣∣∣
E∆L

⊕EZ
+

n∑
i=1

‖µ(ϕ(γi))− µ(γi)‖

≤ 2δ
( n∑
i=1

‖µ(γi)‖
)

= 2δ
∥∥∥ n∑
i=1

µ(γi)
∥∥∥

et

‖µ(ϕ(γ1 . . . γn))‖ ≤
n∑
i=1

‖µ(ϕ(γi))‖

≤
n∑
i=1

‖µ(γi)‖+
n∑
i=1

‖µ(ϕ(γi))− µ(γi)‖

≤ (1 + δ)
( n∑
i=1

‖µ(γi)‖
)

= (1 + δ)
∥∥∥ n∑
i=1

µ(γi)
∥∥∥

pour tout ϕ ∈ U ′δ. Par conséquent, le lemme 6.5.4 s’applique à

(E ′, y, y′) =
(
E∆L

⊕ EZ , µ(ϕ(γ1 . . . γn)) ,
n∑
i=1

µ(γi)
)

:

on obtient ∥∥∥µ(ϕ(γ1 . . . γn))−
n∑
i=1

µ(γi)
∥∥∥ ≤ ε

8

∥∥∥ n∑
i=1

µ(γi)
∥∥∥ (6.5.6)

pour tout ϕ ∈ U ′δ. Or, par inégalité triangulaire et d’après les conditions 1 , 2 , 3 ,
on a ∥∥∥( n∑

i=1

µ(ϕ(γi))
)
−
( n∑
i=1

µ(γi)
)∥∥∥ ≤ δ

( n∑
i=1

‖µ(γi)‖
)
≤ ε

8

∥∥∥ n∑
i=1

µ(γi)
∥∥∥,

d’où ∥∥∥µ(ϕ(γ1 . . . γn))−
n∑
i=1

µ(ϕ(γi))
∥∥∥ ≤ ε

4

∥∥∥ n∑
i=1

µ(γi)
∥∥∥

pour tout ϕ ∈ U ′δ. Comme∥∥µ(ϕ(γ))− µ(ϕ(γ1 . . . γn))
∥∥ ≤ ‖µ(ϕ(γ0))‖ ≤ ‖µ(γ0)‖+ 1 ≤ C ′δ,

on obtient ∥∥∥µ(ϕ(γ))−
n∑
i=1

µ(ϕ(γi))
∥∥∥ ≤ ε

4

∥∥∥ n∑
i=1

µ(γi)
∥∥∥+ C ′δ.
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par inégalité triangulaire. En particulier, en prenant pour ϕ l’inclusion naturelle de Γ
dans G, on obtient∥∥∥ n∑

i=1

µ(γi)
∥∥∥ ≤ 1

1− ε
4

(
‖µ(γ)‖+ C ′δ

)
≤ 2

(
‖µ(γ)‖+ C ′δ

)
. (6.5.7)

Comme ‖µ(γ)‖ ≥ 6C′δ
ε
, ceci implique

∥∥∥µ(ϕ(γ))−
n∑
i=0

µ(ϕ(γi))
∥∥∥ ≤ ε

2
‖µ(γ)‖+ 3C ′δ ≤ ε ‖µ(γ)‖

pour tout ϕ ∈ U ′δ, i.e. la condition (iii) de la proposition 6.5.1 est satisfaite. Enfin,
d’après les conditions 1 et 2 et l’inégalité (6.5.7), comme ‖µ(γ)‖ ≥ 6C′δ

ε
et δ ≤ ε

4
≤ 1,

on a
n ≤ 2δ

(
‖µ(γ)‖+ C ′δ

)
≤ ε ‖µ(γ)‖,

i.e. la condition (i) de la proposition 6.5.1 est satisfaite, ce qui achève la démonstra-
tion.

6.5.4 Propreté et déformations

Expliquons brièvement comment les théorèmes 6.1.1 et 6.1.3 découlent du théo-
rème 6.1.4.

Le théorème 6.1.3 est une conséquence facile du théorème 6.1.4 et du critère de
propreté de Benoist ([Be1], cor. 5.2), qui affirme que pour tout sous-groupe fermé H
de G, un sous-groupe Γ de G agit proprement sur G/H si et seulement si pour tout
compact C de E, l’ensemble µ(Γ)∩ (µ(H)+C) est borné. Cette condition signifie que
l’ensemble µ(Γ) “s’éloigne de µ(H) à l’infini”.

Démonstration du théorème 6.1.3. On peut supposer G, H et L connexes.
SoientG = KA+K ouG = KZ+K une décomposition de Cartan deG et µ : G→ E+

la projection de Cartan associée. Munissons l’espace vectoriel E d’une norme eucli-
dienneW -invariante ‖·‖ comme dans la partie 1.1. D’après la remarque 6.4.3, on peut
supposer que L admet une décomposition de Cartan L = KLA

+
LKL ou L = KLZ

+
LKL

où KL ⊂ K et AL ⊂ A. Si µL : L→ E+
L désigne la projection de Cartan correspon-

dante, on voit naturellement EL comme une droite de E et l’on a

µ(g) = E+ ∩ (W · µL(g))

pour tout g ∈ L. Ainsi, µ(L) est inclus dans l’union UL de deux demi-droites de E+.
Toujours d’après la remarque 6.4.3, il existe un élément g ∈ G tel que gHg−1 ad-
mette une décomposition de Cartan gHg−1 = KHA

+
HKH ou gHg−1 = KHZ

+
HKH où

KH ⊂ K et AH ⊂ A. L’ensemble µ(gHg−1) est inclus dans l’intersection UH de E+

avec une union finie de sous-espaces vectoriels de E paramétrés par le groupe de
Weyl W . D’après le lemme 1.4.3, les ensembles µ(gHg−1) et µ(H) sont à distance de
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Hausdorff ≤ 2 ‖µ(g)‖. D’après le critère de propreté, on a donc UL ∩UH = {0}, et il
existe ε > 0 tel que

d(µ(g), µ(H)) ≥ 2ε ‖µ(g)‖ − 2 ‖µ(g)‖

pour tout g ∈ L. D’après le théorème 6.1.4, il existe un voisinage Uε ⊂ Hom(Γ, G)
de l’inclusion naturelle tel que pour tout ϕ ∈ Uε et tout γ ∈ Γ on ait

‖µ(ϕ(γ))− µ(γ)‖ ≤ ε ‖µ(γ)‖.

Fixons ϕ ∈ Uε. Pour tout γ ∈ Γ on a

d
(
µ(ϕ(γ)), µ(H)

)
≥ d(µ(γ), µ(H))− ‖µ(ϕ(γ))− µ(γ)‖
≥ ε ‖µ(γ)‖ − 2 ‖µ(g)‖.

Comme l’application µ est propre et le groupe Γ est discret dans G, on en déduit
que pour tout compact C de E, l’ensemble µ(ϕ(Γ)) ∩ (µ(H) + C) est fini. D’après
le critère de propreté, ceci implique que l’action de ϕ(Γ) sur G/H est propre. Ceci
implique également que ϕ(Γ) est discret dans G et que le noyau de ϕ est fini. Comme
Γ est sans torsion, ϕ est injectif.

Démonstration du théorème 6.1.1. D’après le théorème 6.1.3, il existe un voi-
sinage U ⊂ Hom(Γ, G) de l’inclusion naturelle formé de morphismes injectifs et
tel que pour tout ϕ ∈ U , le groupe ϕ(Γ) agisse proprement sur G/H. Par injecti-
vité, pour tout ϕ ∈ U le groupe ϕ(Γ) a même dimension cohomologique que Γ. Or,
d’après [Ko1], cor. 5.5, un sous-groupe discret sans torsion de G agissant proprement
sur G/H agit cocompactement si et seulement si sa dimension cohomologique est
égale à d(G) − d(H), où d(G) (resp. d(H)) désigne la dimension de l’espace symé-
trique de G (resp. de H) (cf. paragraphe 0.2.2). Par conséquent, pour tout ϕ ∈ U le
quotient ϕ(Γ)\G/H est encore compact.

6.6 Application aux quotients de SO(2n, 2)/U(n, 1)

Soit n ≥ 1 un entier. Notons que le groupe U(n, 1) se plonge naturellement
dans O(2n, 2) en identifiant la forme hermitienne |z1|2 + . . .+ |zn|2−|zn+1|2 sur Cn+1

à la forme quadratique x2
1 + . . .+x2

2n−x2
2n+1−x2

2n+2 sur R2n+2. De manière explicite,
ce plongement envoie une matrice (zi,j)1≤i,j≤n+1 ∈ U(n, 1) sur la matrice par blocs
(Zi,j)1≤i,j≤n+1, où

Zi,j =

(
Re(zi,j) −Im(zi,j)
Im(zi,j) Re(zi,j)

)
.

Comme U(n, 1) est connexe ([Hel], lem. 2.4), ce plongement est en fait à valeurs dans
la composante neutre de SO(2n, 2). Comme l’a remarqué Kulkarni [Kul], le groupe
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U(n, 1), vu comme sous-groupe de SO(2n, 2), agit transitivement sur l’espace anti-de
Sitter

AdS2n+1 = H2n,1 =
{

(x1, . . . , x2n+2) ∈ R2n+2, x2
1 + . . .+ x2

2n − x2
2n+1 − x2

2n+2 = −1
}

' SO(2n, 2)/SO(2n, 1).

Le stabilisateur du point (0, . . . , 0, 1) est le sous-groupe compact U(n), donc H2n,1

s’identifie à l’espace homogène U(n, 1)/U(n) et l’action de U(n, 1) sur
SO(2n, 2)/SO(2n, 1) est propre. Par dualité, l’action de SO(2n, 1) sur SO(2n, 2)/U(n, 1)
est propre et transitive. En particulier, tout réseau cocompact Γ de SO(2n, 1) fournit
un quotient compact standard Γ\SO(2n, 2)/U(n, 1) de SO(2n, 2)/U(n, 1).

Le corollaire 6.1.2 résulte du théorème 6.1.1 et de l’existence de petites défor-
mations Zariski-denses dans SO(m, 2) de certains réseaux cocompacts de SO(m, 1).
Pour m = 2, l’existence de telles déformations résulte de l’observation suivante : la
composante neutre SO(2, 2)◦ de SO(2, 2) (pour la topologie réelle) admet un revête-
ment à deux feuillets par SL2(R)× SL2(R) (induit par l’action de SL2(R)× SL2(R)
sur M2(R) ' R4 par multiplication à gauche et à droite, qui préserve le détermi-
nant), et l’image réciproque de SO(1, 2)◦ est la diagonale de SL2(R) × SL2(R). Par
conséquent, il suffit de voir que pour tout réseau cocompact Γ0 de SL2(R) et tout
voisinage U ⊂ Hom(Γ0, SL2(R)) de l’inclusion naturelle, il existe un élément ϕ ∈ U
tel que le groupe Γϕ0 = {(γ, ϕ(γ)), γ ∈ Γ0} soit Zariski-dense dans SL2(R)× SL2(R).
Cela résulte de la remarque suivante, conséquence facile de la simplicité de PSL2(R)
et du lemme de Goursat, appliquée à l’adhérence de Zariski de Γϕ0 .

Remarque 6.6.1. Un sous-groupe de PSL2(R) × PSL2(R) dont la projection sur
chaque facteur de PSL2(R)×PSL2(R) est surjective est soit conjugué à la diagonale
de PSL2(R)× PSL2(R), soit égal à PSL2(R)× PSL2(R) tout entier.

Pour m ≥ 3, de petites déformations Zariski-denses dans SO(m, 2) de certains
réseaux cocompacts de SO(m, 1) sont obtenues par une construction de bending due
à Johnson et Millson. Cette construction a été initialement introduite dans [JM] pour
des déformations dans SO(m+ 1, 1) ou PGLm+1(R). Pour la commodité du lecteur,
nous la décrivons pour des déformations dans SO(m, 2), et vérifions que l’on obtient
bien ainsi des déformations Zariski-denses.

Désormais on utilise les lettres gothiques pour désigner les algèbres de Lie des
groupes de Lie (par exemple g pour G).

6.6.1 Réseaux arithmétiques cocompacts de SO(m, 1)

Soit m ≥ 3. Les réseaux cocompacts de SO(m, 1) que Johnson et Millson consi-
dèrent sont obtenus de la manière classique suivante. On fixe un entier r ≥ 2 sans
facteur carré et l’on identifie SO(m, 1) au groupe spécial orthogonal de la forme qua-
dratique x2

1 + . . . + x2
m −
√
rx2

m+1 sur Rm+1. Soit Or l’anneau des entiers du corps
quadratique Q(

√
r). Le groupe Γ = SO(m, 1) ∩Mm+1(Or) est un réseau cocompact

de SO(m, 1) (cf. [Bo1] par exemple). Pour tout idéal I de Or, le sous-groupe de
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congruence Γ ∩ (1 + Mm+1(I)) est d’indice fini dans Γ, donc est un réseau cocom-
pact de SO(m, 1). D’après [MR], quitte à remplacer Γ par un tel sous-groupe de
congruence, on peut le supposer sans torsion. Le quotient M = Γ\Hm est alors une
variété hyperbolique compacte de dimension m, dont le groupe fondamental s’iden-
tifie à Γ.

Le point clé de la construction de bending est l’existence d’une hypersurface
totalement géodésique, orientable et connexe N de M . Plus précisément, Johnson et
Millson démontrent que quitte à remplacer encore une fois Γ par un sous-groupe de
congruence, l’hypersurface N = (Γ ∩ SO(m− 1, 1))\Hm−1 convient, où

Hm−1 '
{

(x2, . . . , xm+1) ∈ Rm, x2
2 + . . .+ x2

m −
√
rx2

m+1 = −1 et xm+1 > 0
}

est plongé de manière naturelle dans

Hm ' {(x1, . . . , xm+1) ∈ Rm+1, x2
1 + . . .+ x2

m −
√
rx2

m+1 = −1 et xm+1 > 0}

([JM], lem. 7.1 et th. 7.2). Posons Γ0 = Γ∩SO(m−1, 1). Pour construire des déforma-
tions de Γ dans SO(m, 2), on utilise le fait que le centralisateur de Γ0 dans SO(m, 2)
contient un sous-groupe isomorphe à SO(1, 1) ' R∗. L’idée est de déformer Γ “selon
ce centralisateur”, dans un sens que nous allons préciser. La méthode de Johnson et
Millson distingue les cas où l’hypersurface N est séparante ou non.

6.6.2 Déformations dans le cas séparant

Supposons tout d’abord que N sépare M en deux composantes M1 et M2, et
notons Γ1 (resp. Γ2) le groupe fondamental deM1 (resp. deM2). D’après le théorème
de van Kampen, le groupe Γ est le produit amalgamé Γ1 ∗Γ0 Γ2 de Γ1 et Γ2 au-
dessus de Γ0. Fixons un élément Y /∈ so(m, 1) de l’algèbre de Lie du centralisateur
de Γ0 dans SO(m, 2). La méthode de Johnson et Millson consiste à considérer les
déformations de Γ dans SO(m, 2) données, pour tout t ∈ R, par

ϕt(γ) =

{
γ pour γ ∈ Γ1,

etY γe−tY pour γ ∈ Γ2.

Comme etY centralise Γ0, ces deux définitions coïncident pour γ ∈ Γ0 = Γ1 ∩ Γ2 ;
on obtient donc une représentation ϕt : Γ → SO(m, 2) par la propriété universelle
du produit amalgamé. Vérifions que son image est Zariski-dense pour t suffisamment
petit. Pour cela, commençons par une remarque.

Remarque 6.6.2. Pour m ≥ 3, la seule sous-algèbre de Lie de so(m, 2) contenant
strictement so(m, 1) est so(m, 2).

En effet, so(m, 2) s’écrit de manière unique comme somme directe

so(m, 2) = so(m, 1)⊕ Rm+1

de SO(m, 1)-modules irréductibles, où SO(m, 1) agit sur so(m, 1) (resp. sur Rm+1)
par l’action adjointe (resp. naturelle).

On en déduit le résultat de Zariski-densité annoncé.
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Lemme 6.6.3. Pour tout t 6= 0 suffisamment petit, le groupe ϕt(Γ) est Zariski-dense
dans SO(m, 2).

Démonstration. Rappelons que SO(m, 2) est connexe pour la topologie de Zariski.
Par conséquent, pour montrer que ϕt(Γ) est Zariski-dense dans SO(m, 2), il suffit de
montrer que l’algèbre de Lie de ϕt(Γ) est so(m, 2), où ϕt(Γ) désigne l’adhérence de
Zariski de ϕt(Γ) dans SO(m, 2).

D’après [JM], lem. 5.9, les groupes Γ1 et Γ2 sont Zariski-denses dans SO(m, 1).
D’après [JM], cor. 5.3, et [Se3], § I.5.2, cor. 1, ils s’injectent naturellement dans Γ.
Par conséquent, ϕt(Γ) contient à la fois SO(m, 1) et etY SO(m, 1)e−tY , et l’algèbre
de Lie de ϕt(Γ) contient à la fois so(m, 1) et l’algèbre de Lie de etY SO(m, 1)e−tY .
D’après la remarque 6.6.2, pour montrer que ϕt(Γ) est Zariski-dense dans SO(m, 2),
il suffit de montrer que l’algèbre de Lie de etY SO(m, 1)e−tY n’est pas égale à so(m, 1).

Mais si l’algèbre de Lie de etY SO(m, 1)e−tY était égale à so(m, 1), on aurait
etY SO(m, 1)◦etY = SO(m, 1)◦ : autrement dit, etY appartiendrait au normalisateur
NSO(m,2)(SO(m, 1)◦) de la composante neutre SO(m, 1)◦ de SO(m, 1). Or, l’expo-
nentielle réalise un difféomorphisme entre un voisinage U de 0 dans so(m, 2) et un
voisinage V de 1 dans SO(m, 2), qui induit une bijection entre U ∩ nso(m,2)(so(m, 1))
et V ∩ NSO(m,2)(SO(m, 1)◦). Par conséquent, si l’on avait etY ∈ NSO(m,2)(SO(m, 1)◦)
pour un certain t 6= 0 suffisamment petit, on aurait

Y ∈ nso(m,2)(so(m, 1)) = {X ∈ so(m, 2), ad(X)(so(m, 1)) = so(m, 1)}.

Mais d’après la remarque 6.6.2 l’algèbre de Lie nso(m,2)(so(m, 1)) est égale à so(m, 1),
car elle contient so(m, 1) et n’est pas égale à so(m, 2). Ainsi, on aurait Y ∈ so(m, 1),
ce qui contredirait notre choix de Y .

6.6.3 Déformations dans le cas non séparant

Supposons à présent que le complémentaire S = M r N est connexe. Notons
j1 : Γ0 → π1(S) et j2 : Γ0 → π1(S) les inclusions des groupes fondamentaux des deux
côtés de N dans π1(S). Le groupe Γ est une extension HNN de π1(S) : il existe un
élément ν ∈ Γ tel que Γ soit engendré par π1(S) et par ν avec les relations

νj1(γ)ν−1 = j2(γ)

pour tout γ ∈ Γ0. Fixons un élément Y /∈ so(m, 1) de l’algèbre de Lie du centralisa-
teur de j1(Γ0) dans SO(m, 2). La méthode de Johnson et Millson consiste à considérer
les déformations de Γ dans SO(m, 2) données, pour tout t ∈ R, par{

ϕt(γ) = γ pour γ ∈ π1(S),
ϕt(ν) = νetY .

Comme etY centralise j1(Γ0), on a ϕt(ν)ϕt(j1(γ))ϕt(ν
−1) = ϕt(j2(γ)) pour tout

γ ∈ Γ0, donc ceci définit bien une représentation ϕt : Γ → SO(m, 2). Vérifions
que son image est Zariski-dense pour t suffisamment petit.
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Lemme 6.6.4. Pour tout t 6= 0 suffisamment petit, le groupe ϕt(Γ) est Zariski-dense
dans SO(m, 2).

Démonstration.Notons ϕt(Γ) l’adhérence de Zariski de ϕt(Γ) dans SO(m, 2). D’après
[JM], lem. 5.9, le groupe π1(S) est Zariski-dense dans SO(m, 1), donc ϕt(Γ) contient
à la fois SO(m, 1) et νetY . Comme ν ∈ SO(m, 1), on a etY ∈ ϕt(Γ), donc ϕt(Γ)
contient etY SO(m, 1)e−tY . On conclut comme dans le cas séparant.
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