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1. INTRODUCTION GENERALE

1.1. Périodes. On pourrait relier I'origine du mot ‘période’ au problersgivant en mécanique
classique: déterminer le temps que met un pendule pounirévea position initiale.

Son mouvement (supposé sans frottement) est décrit f@irde Newton:d + %sin@ =0,
ou G est l'intensité du champ de gravité, &£est la longeur de la pendule. En intégrant cette
équation, on voit que la périodés’exprime comme une intégrale elliptique de premiere&esp

1
T_ 4/ dx
0 V/(1—a?)(1—p%a?)
Ici, 0 < p < 1 est une constante qui dépend des conditions initialetudg de telles intégrales
auls8®™e sjgcle a donné lieu indirectement a la théorie des fonstthéta, aux variétés abéliennes
et aux motifs. Ce n’est peut-&tre pas une exagération mktai@r qu’une partie importante de la
théorie des nombres a été motivée par ce genre de prelde physique.

L'interprétation moderne de cette intégrale consistergsidérer I'equation
y = (1—2*)(1 - p’a?),
ce qui définit une courbe elliptiqug, dont les points complexes peuvent se voir comme un tore:

Le chemin d'intégration dé a 1 dans la définition dg" correspond maintenant au laceti-
dessus, et la période est tout simplement l'intégrale:

T:/w
v

olUw est une certaine forme differentielle de degré unisur

1A vrai dire, le mot ‘période’ apparait bien avant que ladhié du pendule ait été élaborée, dans les travaux de
Kepler en 1619 concernant les périodes des orbites destparToujours est-il que ce genre de période est aussi une
période dans le sens moderne de la géométrie algébrique



Par la formule de Stokes, l'integralE ne dépend que de la classe dalans le groupe
d’homologie singulierdy] € Hi(E;Z) = 72, et de la classe de dans la cohomologie de
De Rham[w] € H(%R(E; C), qui est un espace vectoriel complexe de dimenSioba période
T s'obtient par 'accouplement d’intégration:

H(E;Z) ® Hip(E;C) — C.
On gagne beaucoup de choses en prenant un point de vue piataPsr exemplef ' (E; C)
n'est pas simplement un espace vectoriel, mais est munédtracture de Hodge pure de poids
un: HY(E;C) = H%'(F;C) @ H“°(E;C). Nous devons donc considérer ses périodes comme
des ‘nombres de poids, ce qui n'a rien d'évidens priori.

Un théme récurrent dans cette habilitation est I'id&gasue: il y a interét a promouvoir la
donnée initialeanalytiquede I'intégraleT” en des donnéedgébriques( ‘motiviques’) telles que
la structure de Hodg& ! (E; C), et le réeseaud; (E; Z).

Une définition générale des périodes est la suivante Ebit X une variété quasi-projective
lisse, B C X une sous-variété fermée, etune n-forme réguliere fermée sux, dont la re-
striction aB est exacte. Supposons qi¥e B,w soient définis suf) et quesc C X soit une
sous-variété lisse (au se@$°) compacte réelle dont le bord est contenu d&n&a période est

définie par:
1= /w

Noter que, contrairement a I'exemple précédent, on adme le domaine d’intégration ait un
bord (ce qui correspond au passage des motifs purs aux mikifss’). Ce n’est pas strictement
nécessaire, mais on peut supposer le divig¢arcroisements normaux simplesXétaffine de
dimensionn. Alors l'intégrale s’interprete de la maniere suivantedéfinit une classe

W] € Hip(X, B; Q)

en cohomologie de de Rham relative, qui est un espace v@alerdimension finie s (muni
de structures supplémentaires), et le domaine d'intiegraéfinit une classe

[0] € H,(X,B;Q) = H"(X, B;Q)"

en (co)homologie de Betti relative. La périofiest un coefficient de la matrice des périodes qui
calcule I'accouplement Betti-de Rham entre les d8ugspaces vectoriels:

Hjp(X,B;Q) @ H"(X, B;Q)" — C
La philosophie des motifs suggére que ces groupes de cdbgim@e decomposent en atomes
irreductibles (motifs mixtes), et forment une catégdia@nakienne. Par la théorie des catégories
Tannakiennes, ceci est équivalent a la catégorie desseptations d’'un groupe pro-algébrique.
On a envie de penser a ce groupe comme un groupe de Galosaratgsir 'ensemble des

périodes, par analogie aux groupes de Galois classiquegigsent sur les nombres algébriques
[1,17].

Plusieurs des themes abordés dans cette habilitaticgt@nhotivés par ce cercle d'idées.

2|l est intéressant de constater que I'apparition desodés des motifs mixtes en mathématiques et en physique
s'est passé a peu prés simultanément vers la fin du eimgtisiecle, alors que les périodes des motifs purs ont une
tres longue histoire des deux cotés.
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1.2. Quelques periodes dans l'arithmétique et la physique. Donnons quelgues exemples de
périodes, qui sord priori de natures tres differentes, et qui joueront un role dmssite.

1)

(1.1)

()

(1.2)

Multizétas Ces nombres généralisent les valeurs de la fonctican d@tRiemann aux
entiers positifs, et ont &té définis pour la premiérs fwr Euler aus*™e siecle. Soient
doncmy,...,m,—1 > 1 etm, > 2 des entiers. Le multizét&(m.,...,m,) est le
nombre réel défini par la série convergente:
1
C(my,...,m;) = Z T
0<k1<..<k, L 7707
On appelle la quantité:; + . .. + m,. le poids, et I'indicer la profondeur. Ces nombres
apparaissent dans des domaines trés divers des mattéesaties invariants de noeuds,
la théorie de Grothendieck-Teichmuiller entre autreaussi en physique: dans la théorie
des cordes et la théorie conforme des champs. Pluis loidppnera beaucoup d'autres
exemples de domaines ou ils interviennent.

Linterprétation de ces nombres comme des périodes esh #iontsevich, et consiste
a les écrire comme des intégrales iterées des foffhes -2 sur la droite projective

moins trois point$*\ {0, 1, co}. Concretement cela donne
dt dt
C(mlv"'va):(_l)r/ ! al
0

<h<.<ty<ili—e1  tn—en’
ol N est le poids, efeq,...,en) = (1,0™ 1, ... 1,0™ 1) et 0F désigne une suite
dek zéros conseécutifs. Plus loin on donnera leur interficgtayéomeétrique comme des
périodes d’'un groupe de cohomologie d’'une variété fnatant, I'espace des modules
de courbes de genre zéro avec des points marffigs). Cela nécessite du travail
puisque la représentatidn.1) est trés singuliere.

Motifs de Tate mixtes Soit £ un corps de nombres. On dispose aujourd’hui d’'une
catégorie Tannakienne des motifs de Tate mixtéd (k), construite par les travaux
de Beilinson, Bloch, Borel, Deligne, Levine, Goncharovsi8y Voevodsky et bien
d’'autres. Ses objets simples sont les motifs de Tte), indexés pam € Z. La
structure de la catégori®#17 (Z) est determinée par [&-théorie algébrique:

Bxtherge (@), Q) = { (10 EQ gm0

et par le faite que tous leBxt? s’annulent. Tout objef\/ de M7 (k) posséde une
filtration croissantdV; M qui s'appelle le poids, et admet des réalisations fonelles
de De Rham\/,j , et de Bettil,, relatif a un plongement : £ — C. La réalisation
Mg est unk-espace vectoriel gradué, &f, est unQ-espace vectoriel filtré par le
poids. Lespériodesd’un motif de Tate mixtel! sont données par I'isomorphisme de
comparaison

Mir @, C= M, ®gC,
qui provient moralement de l'intégration des formes bfgfues le long des chaines. En
général, il 'y au aucune déscription géométriquedd (k), et donc ses périodes ne
sont pas connues. Nous pouvons construire des élemems\dd (k) en prenant la



cohomologie d’'un diagramme de certaines variétés de ‘fygte’. Les configurations
d’hyperplans danB™ fournissent beaucoup d’exemples.

Tout I'intérét de cette construction est g7 (k) est Tannakienne, et donc équivalente
a la catégorie des représentations d'un schéma enes@ffineg v, i) définie surQ.
C’est un produit semi-direct

(1.3) Gmtk) = 9u X Gy

ou G, est un groupe algébrique prounipotent &idont on connait I'algebre de Lie
(le duale de son abélianisée est donnée par le groupExdésci-dessus). Le groupe
Gamr (k) S'appelle le groupe de Galois motivique, et on peut le vomee une sorte de
groupe de Galois agissant sur les périodesd& (k). Cela n'a pas de sens, parce que
I'on ne sait toujours pas si les périodes sont des nombaesdendant, mais la notion
de période motivique permet de sauver la situation.

(3) Amplitudes de Feynman erétbrie quantique des champgses constantes fondamentales
de la nature sont souvent des périodes. Prenons-en unxeguple, qui est sans doute
le plus célébre.

Soite la charge de I'electron, et = (%)2. Le moment magnétique de I'électron est
une fonction du parametre et peut s’exprimer par la formule suivante, donnée par la
théorie de I'electrodynamique quantigue:

-2 1 197 1 3

gT = 5a <W +56(2) = 3¢(2) log 2+ Z4(3))@2 v

Les coefficients de dans cette série sont tous des périodes, et seulemepuesaimes
suivants de cette formule sont connus (on donnera la forpiueloin).

La valeur théorique de prédite par cette formule a été confirmée par I'expére
avec ungyuinzaine de écimale$ La nature connaif(3), et sans doute les autres mul-
tizétas, qui apparaissent absolument partout en thgoeetique des champs.

Une bonne partie de mes travaux a consisté a explicitelidles entre ces trois domaines,
qui semblent priori totalement différents, et qui faisaient I'objet de comjees de nombreux
mathématiciens et physiciens. Ceci sera détaillé dassite.

1.3. Encadrement dans la recherche.Dans le cadre de mon grant ERC j'ai eu I'occasion de
prendre les trois étudiants suivants en these, et deukagits en stage de post ou de prédoc:

e Clément Dupont (thése en cours)

e Claire Glanois (these en cours)

e David Jarossay (thése en cours)

e Dzmitry Doryn (postdoc en mathématiques)

e Fabian Wissbrock (prédoc en physique)

A cette liste s’ajoute Christian Bogner, qui est un postdoghBysique attaché au groupe de
Kreimer a 'université Humboldt a Berlin. Il travailleus une partie de mon projet ERC pour
implémenter quelques algorithmes qui seront décrits dmsuite, et d’en tirer des applications
pour la physique.



2. QUELQUES RESULTATS SLECTIONNES

Selon une dichotomie plus ou moins standard, mais pesitagtificielle, en philosophie des
mathématiques [14], je regroupe mes travaux en une paeselution des problemes’, et une
partie ‘construction de théories’.

2.1. Quelgues probEmes Esolus. En voici une liste partielle:

e La conjecture de Goncharov et Manin

La conjecture de Deligne et lhara

La conjecture de Hoffman

Le programme du groupe de Galois cosmique (conjectures ds&ach, Marcolli, .. .)

La conjecture zig-zag de Broadhurst et Kreimer
i). MathématiquesVoici les énoncés:

Théoreme 1. (Conjecture de Goncharov et Manin 2004) Lésipdes des espaces des modules
des courbes de genfea n points marqésii ,, sont des multitas.

Ce résultat entraine un certain nombre de résultatdasias sur les amplitudes en la théorie
des super-cordes en genre zéro, et en particulier uneatorgede Kontsevich du méme style
sur les périodes dans la déformation par quantification.

Théoreme 2. (Conjecture de Deligne et Ihara 1987) La égbrie des motifs de Tate mixtes sur
les entiersM7 (Z) est engendge par le groupe fondamental motiviqueRfe {0, 1, co}.

A vrai dire, la conjecture de Deligne-lhara est la verdieadique de ce théoreme: I'action de
Lie de Galois sur le complété pibdu groupe fondamental d&' moins trois points est fidele.
La version motivique ci-dessus a été formulée par Gamehet entraine celle-ci.

Théoreme 3. (Conjecture de Hoffman 1997) Tout muétia ¢ (n4,...,n,) s'exprime comme
combinaison ligaire isobarea coefficients dan® des((n4,...,n,) pourn; = 2, 3.

Il'y a aussi une version ‘base polynomiale’ ou en prend corargaments des multizétas les
mots de Lyndon en les lettrd®, 3} (conjecture de Broadhurst-Bluemlein-Vermaseren).

ii). Physique Les résultats suivants portent sur des questions emi¢hgoantique des
champs. Une conjecture folklorique en physique dit queageet périodes qui apparaissent
en théorie quantigue des champs sont des multizétas @satemes d’Euler). Du coté des
mathématiciens, cela s’appelle parfois le programme dupg de Galois cosmique (Cartier),
car cela impliquerait que le groupe de Galois motiviqueMdd (Z) (ou MT(Z[i][%])) agit
sur les constantes de la physique en théorie de la pertumbaDans la direction positive, le
théoreme suivant donne un critere suffisant pour que cettjecture soit vraie.
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Théoreme 4. Les geriodes d’'une famille infinie de graphes (celles qui sonéfdisseur’ au
plus 3), sont des muléizas. Le motif assogg un tel graphe est de Tate mixte.

Ce théoreme est conséquence de toute une théorie quiepefanalyser les singularités
des graphes de Feynman de maniére assez générale et gerrarouver la quasi-totalité des
exemples numériques qui étaient connus des physicienthéoreme donne également un algo-
rithme pour calculer des graphes de Feynman, dont I'imeféation fait I'objet de mon grant
ERC, un travail en cours avec C. Bogner. Cet algorithme & atéssgnplémenté tres recemment
par E. Panzer d’'une maniére un peu different.

Théoreme 5. (avec O. Schnetz) (Contre-exempame conjecture de Kontsevich 1997) Il existe
un graphe de Feynman primitif et explicite qui est modulaire

A n'importe quel graphe de Feynm@hon associe son hypersurfadg; qui est définie sur
Z. On peut donc considérer la fonction de comptage de paimtes corps finis g €léments:

qr— XG(Fq)

pour toutq puissance d’'un nombre premier. Kontsevich avait conjécure cette fonction est
polynomiale eny: nous I'avons démontré pour tout grapRel’épaisseur au plus. Nos contre-
exemples sont d’épaissediret nous prouvons que leurs fonctions de comptage de points so
données par les coefficients de Fourier d’'une forme madulai

Lors du congres européen des mathématiciens en 2008oNMavait conjecturé que toute
période de graphe de Feynman se factorise via une caégprotifs de Tate mixtes. Avec un
étudiant post-doc D. Doryn, nous avons montré que le eeexemple du théoreme précédent a
pour répéres un motif avec nombres de Ho@ge 13) et (13, 11), et qui n’est donc pas de type
Tate. La conjecture de Marcolli est donc fausse, elle alestigoreme 4 est proche d’étre opti-
mal. Cela change complétement les idées recues sur leerd®s périodes en théorie quantique
des champs’

De nouveau dans le sens positif, et par une méthode totatadifierente, on a recemment
démontré une conjecture fondamentale en théorie quanties champs, avec O. Schnetz:

Théoreme 6. (Conjecture zig-zag de Broadhurst et Kreimer 1995) Spitle graphe zig-zag
avecn > 3 boucles. Sagiode eségalea

2n — 2)! 1—-(=-1)"
Iz, :4751(71— 1))! (1- 22(n—3) Jo(2n—3).

D’une maniere completement inattendue, la preuve etilis résultat d0 & Zagier pour les
multizétas((2,...,2,3,2,...,2), quijoue un rdle essentiel pour la démonstration desréraes
2 et 3, et une théorie des polylogarithmes univalués @i construite quand j'étais étudiant.
Le théoreme 6 fournit la premiére famille infinie d’ampties de graphes primitifs dans une
théorie quantique des champs renormalisable a quatrendions qui soit connue a ce jour.

3En combinant mes travaux récents avec Kreimer, ou on @ssocmotif a tout graphe renormalisg, avec la
machine Tannakienne des périodes motiviques, on obté et bbien un groupe de Galois cosmique qui agit sur tous
les déeveloppements perturbatifs. Cela réalise le progra de Cartier, mais le groupe que I'on obtient n'est pas du
tout celui auquel on s'y attendait! Il est beaucoup plusejat d’autant plus intéressant, que I'on imaginait.
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2.2. Quelgues programmes de rechercheQutre les problemes énoncés ci-dessus, on peut
regrouper grossierement mes travaux selon plusieursgroges de recherche de longue durée:

(1) Etude des périodes des variétés universelles (espbe modules, courbes modulaires,
etc) et applications arithmétiques.

(2) Constructions explicites des catégories des motifEatie mixtesM 7 (k) surk un corps
de nombres.

(3) Problémes autour des groupes fondamentaux motiviguelsizétas, etc.

(4) Programme traitant des questions fondamentales eni¢hguantique des champs per-
turbative et aspects arithmétiques.

Le point (1) est traité en détail &3. Il s’agit d’étudier les périodes des espaces de modules
des courbes de genre supérieur, les courbes modulairdauétes variétés qui ont une grande
‘connexité mathématique’. Il est naturel de penser quieliies variétés, qui ont des propriétés
universelles ou d'autres structures supplémentaire®rtarphismes, fonctorialités, ...), vont
engendrer des familles de périodes tres riches: c'eteacelles qui interviendront le plus
souvent en mathématiques et en physique, et qui aurontdereax applications arithmétiques.
Pour le moment, cela se résume essentiellement a ungetld@mplete pour les espaces de
modules des courbes de genre zéro, et des résultatsiegbur les périodes mixtes d'une
courbe elliptique (travail en commun avec A. Levin). C'es$si le sujet d’une these en cours.

Le projet (2), qui est le moins avancé, est décrig4ulLe but est de construire tous les motifs
de Tate mixtes sur un corps de nombres par la cohomologieridésexplicites, comme des
configurations d’hyperplans. Nous savons que les géaasatle I'algebre de Lie motivique cor-
respondent a I& -théorie algébrique, et de I1a, la cohomologie stablegiespes arithmétiques.
Un espoir optimiste serait d’engendrer la categavid (k) entiere & partir de tels objets. Cette
approche est orthogonale a I'approche par le groupe foadahmotivique (le sujet de (3)), qui
n'est adapté qu’'au cas des corps cyclotomiques. Ici ilistign article publié (17) , et un sujet
de these en coufd.3 qui se base sur les travaux de [2].

Au §5, jexposerai quelques travaux sur les multizétas et ¢eige fondamental motivique
deP'\{0, 1,00} qui s'inscrivent dans le theme (3). A plus long terme il #atietudier des
guestions structurales des multizétas, associateuetadibns avec les formes modulaires, pour
les groupes fondamentaux motivique des schéago, 1, oo} ol est le groupe de racines
N iémes de l'unité. Un deuxieéme sujet de these en celluZva dans cette direction.

Le numéro (4) fait partie d'un vaste programme pour attagies questions mathématiques
fondamentales en théorie quantique des champs, et sdiquéxpn détail al6. La prolon-
gation du programme du groupe de Galois cosmique (merg®eirdessus) a des théories de
jauge ne fait qu'une petite partie de ce projet. Un autrecisgst de reformuler les méthodes de
la renormalisation en physique en géomeétrie algébrigw®mpris un traitement rigoureux des
singularités infra-rouges. |l s’agit aussi de la mise extpld’algorithmes et de méthodes effec-
tives de calcul pour des applications en physique, et dawdiants post-doctorants travaillent
actuellement la-dessi§4.3.

Je passe maintenant en revue chacun des themes ci-desdosnant un survol des travaux
déja effectués. A la fin de chaque chapitre je mentionredqes problemes ouverts qui pour-
raient faire des sujets de recherche.
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Mathématiques

3. ESPACES DES MODULES ET LEURSERIODES

3.1. Espaced,, et la conjecture de Goncharov-Manin. Soitn > 4 et soitdN, ,, 'espace
des modules des courbes de gehavecn points marqués. L'espac®l, 4 est isomorphe a la
droite projective moins trois point&!\ {0, 1, oo}, et en généraii, ,, estisomorphe a un certain
complémentaire d’hyperplans dafh8—3. Goncharov et Manin ont demontré que les multizétas
de poidsn sont des périodes des (motifs @), ,,, 3, et ils ont conjecturé la réciproque.

Théoreme 7. (Conjecture de Goncharov et Manin) Lesripdes dedli ,, sont des multitas.

Dans ma these j'ai développé des méthodes effectivas gieterminer, plus généralement,
les périodes du complémentaire de n'importe quelle cardiipn d’hyperplans (de type ‘fibre’).
Cela s’applique en particuler aux espaces des moduleeauﬁnéfn revetements finis deBly ,,
dont les périodes sont des multizétas associés a dessate I'unité.

Il'y a quelques applications de cette théorie dont je isgias au courant a I'époque:

(1) Les intégrales dans la déformation par quantificatierKontsevich sont des exemples
de telles périodes. En particulier, il me semble que lethotes de démonstration
du théoreme 7 fournissent une preuve d'une conjectureahesidvich disant que (une
version de) ses intégrales en déformation par quantditaont des multizétas [16].

(2) Les espaces de modules des courbes jouent un role lcdams la théorie des super-
cordes. Les périodes dég, ,, sont précisement des amplitudes dans cette théorie, et i
y a eu beaucoup d'intérét recemment du coté des cesdjge].

(3) Les périodes deBt ,,13 interviennent directement dans certains modeles ferioies
a la Gross-Neveu, étudiés recemment par Schnetz. Ibeodirectement sur un cas
particulier des périodes dé&, ,,: précisément des intégrales du style

/ dty...dt,
I, =
o<ti<..<tn<1 (to(1) = to@) - - - (to(nt2) — to(nt1))

ou o est une permutation d@, 1,...,n + 1}, ettg = 0,t,41 = 1. Ce ne sont pas des
intégrales itérées a cause des termes mixtes ¢;) au dénominateur, mais ce sont des
multizétas par le théoreme 7. Les relations algébemrdre ces nombres provenant des
fonctorialités entre leS)t, ,, ont été étudiées dans l'article (9) et donnent un nouvea
point de vue sur les relations algébrigues satisfaitesgganultizétas.

Ces applications se résument en disant que divers modelphysique (conforme ou en 2
dimensions) font naturellement intervenir les espacesoaéigurations (notamment, I'espace
des configurations de points sur la sphére de Riemann). Dans la deuxieme partietie ha-
bilitation, on s’intéressera au théories quantiquesathesnps renormalisables en 4 dimensions
d’espace-temps, qui sont trés nettement plus difficilegéemétriquement treés differentes.

Le but ici n'est pas de répéter les I'idées de la dematisti du theoréme 7, mais je reprends
guelgues éléments qui ont été développés depuis:

3.1.1. Compactificatiorimgm. Dans (8), jai défini une compactification partielle 9, ,, re-
latif & un ordre diédral des points marqués (ou, de nmargquivalente, une composante connexe
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deMy »,(R)). C'est un schéma affine lisse donnée par des equationgiteglqui donnent un
systeme de cartes équivariantes de la compactificati@etigne-Mumford:

Mo =M, -
4

Ces espaces ont la propriété amusante suivante, déaritel’article (10). Pour un schéma lisse
X surQ de dimensionl, notons sa caractéristique d’Euler, appelée aussi potgrde Poincaré:

e(X) =Y (~1)'dimg H'(X; Q) ¢*
7
Ginzburg et Kapranov ont demontré oiig, ,, etﬁo,n sont inverses I'un de l'autre dans le sens
suivant. Si on considere les séries génératrices exymiles:
o 1‘"

o)== 3 ) o @) = et Y o) o
n=2 ' n=2 )

alorsg(g(x)) = g(g(z)) = =. Dans (10) on démontre que les séries génératricenaires:

xn
nl

flz):=2z— Z e(Mo pt1) 2", foz) =z + Z e(fmg,nﬂ) "
n=2 n=2

sont inverses 'une de I'autre:
Théoreme 8. (avec J. Bergétm) f(f9(z)) = fo(f(z)) =z .

Ceci confirme la nature canonique xmgm et permet de calculer sa cohomologie par la
-1 .
formulee(M n11) = [[1=5 (¢ — ©).

3.1.2. Algebres de polylogarithmed.'idée pour calculer les périodes est par intégratioa- su
cessive sur des polyedres: on €élargit le complexe de Rimaraj@utant une version algébrique
de formes différentielles multivaluées pour tuer coetgient la cohomologie. Les primitives
existent dans le nouveau complexe, donc on peut calculéntiegrales de périodes avec ces
formes en appliquant une version du théoreme de Stokesraaide d'intégration. Cela réduit
l'intégrale initiale a une intégrale de dimension plegife, et donne une récurrence.

Précisément, soi2? le complexe de De Rham algébrique formé de formes diftéstes
régulieres globales sa , 3 définies sur, et soit

B, = H°(B(%2}))

le groupe de cohomologie en degré zero de la constructiomédaite. C’est une algebre de
Hopf surQ, graduée par le poids. Par un théoreme de K. T. Chen, is@storphe a l'algebre
des intégrales itérées st ,,+3(C) qui sont invariantes par homotopie, et également, c’est
I'anneau affine des fonctions sur le groupe fondamentalupipetentr}™ (9 ,43(C)). Dans

(8), je fabrique a partir de la un complexe (appelé barRtdam)

0— B, R0 — B, 200, — ... — B, @0 "' — B, @02 — 0,
et le résultat crucial est la suivant:
Théoreme 9. La cohomologie du complexe bar-de Rham est triviale:
H°B,®0Q)=Q et H(B,20Q)) =0 sii>1
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Cela découle du fait qudny 43 est unk(r, 1), et garantit I'existence des primitives. Ce
théoreme se généralise dans bien d’autres cas, et gcupar dans le cas des espaces de con-
figurations de points sur une courbe de genre quelcorfifug)(

Tout diviseur irréductibleD a l'infini de 9, ,, (composante irréductible @om\imo,n) est
isomorphe a un produidiy . x My . Puisque les élements d&, peuvent s’interpréter comme
des fonctions (intégrales itérées), on dispose d'updigiion ‘limite regularisée’ vers une telle
composante a l'infini. Notong I'anneau surf) engendré par les multizétastr.

Théoreme 10.Soit D = 90, x My s une composante iéductible de, ,\ My ,,. Alors il
existe des applications ‘limiteégulari€e’ (qui cependent des choix de points bases tangentiels)

Rp : B, — B, ®q Bs ®qp 2
Si f € B, est iegulier au voisinage d®, alors Rp f est simplement la restriction déa D.

Autrement dit, ces morphismes de réstriction sont définisZ. Pour démontrer cela, il faut
déterminer la structure dB,,, et montrer que ses éléments correspondent a desréljiéations
des) polylogarithmes multiples

xlﬂ ZL'ké
‘ bk
(3.1) Lim, g (1, 0) = Y Wk

0<ki<..<ke 1

A partir de la on peut montrer que leurs périodes de monmodrqgvues comme fonctions a
plusieurs variables complexes) sont dahs

Une autre situation dans laquelle nous savons a quoi rédsdianalogue de telles périodes
de monodromieZ est le cas elliptiqué3.2.

3.1.3. Structure de la preuvelde dirai quelgues mots rapides sur la preuve pour montrer com
ment cela découle formellement des théoremes 9 et 10.
D’abord, on fabrigue un complexe double a partir du complear-de Rham:

— Bij ®q Q-2 Bij ®q Q- Bf ®Q Q. — 0

i i !
— BF ,©Q"? — BZ @0 — 0
. BZ ,9q0"? — 0

ou les morphismes verticaux sont les morphismes de riésiriet unZ en indice veut dire qu’on

a étendu les scalaires* On se promene sur le coté droit de ce diagrame: une farme)”

a une primitiveQ dansB? ®g Q7 ~!. Sa restriction au bord du domaine d’intégration donne
ensuite un élemeit|,,, dansB7 | ®q '_]. Cela traduit la formule de Stokes:

/xw:/axmax'

On continue de la méme maniére jusqu’a ce qu’'on tombe Bfnsg Q) = Z.

4Je simplifie un peu ici. Supposons que I'on veuille calcissrjériodes dél™ (Mo,n+3\A, D\(D N A)), avec
DUA C Mo, \Mo,». NotonsD; les composantes irréducitbles Beet D; = N7 D;. Alors on devrait prendre
un complex bar-de Rham relatif du st ; _,, 1., (Dr; B%),0UQL (Mo,; BZ) = QL _(Mo,) ®g Bn R Z

log log log
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3.2. Polylogarithmes elliptiques et espaces des modules de genr Un but du preprint:
Multiple Elliptic Polylogarithms arXiv:1110.6917v1 (2011), 1-40 (avec A. Levin),

est d’étendre la théorie ci-dessus au cas des courbesidelgelusque ici, presque rien n'était
connu sur les polylogarithmes elliptiques multiples, stdériodes du groupe fondamental d’'une
courbe elliptique n’'avaient pas encore été construi®s.coup, il a fallu commencer tout au
début, et la théorie s’étalera sur plusieurs articlassgivront celui-ci. Un premier probleme,
résolu dans l'article ci-dessus, est de trouver la boraregilisation de la formule de Kontse-
vich:

(3.2 /0 dh .. din =((n1,...,n.)

<h<.<t,<1 L=l iy

reliant intégrales iterées si'\{0, 1,00} et multizétas. Pour cela faire, il faut décrire les
intégrales itérées (construction bar) sur une courbptigue épointée en termes des formes
differentielles (analogues d& et {2%.) et ensuite trouver le bon analogue de la somme itérée
qui définit les multizétas dans le membre de droité3i2), et prouver qu'ils coincident.

i). Formes diférentielles Soit€ = C/(7Z + 7Z) une courbe elliptique analytique, et soit
(3.3) E=C"/¢"
son uniformisation de Jacobi, @u= exp(2in7), 7 € C et$(7) > 0. Eventuellement on fera
varier le modulg;, mais fixons-le pour le moment. On considéere la série aodblKronecker:

F(&n) = —2i7r( P STt - 2w qmn)

1—2 1—w

ou&,n € E\{0} eton notez = exp(2in¢), w = exp(2inn). Malgré la symétrie évidente entre
z etw, nous allons prendrg comme variable formelle, et voif comme une série génératrice
par rapport & d’'une famille de fonctions ef. La fonctionF' n’est pas elliptique, mais presque,
et on montre facilement que la forme difféerentielle

Q(& ) = exp(2inr)F(§; a)d§

est invariante paf — & + 1 et — £ + 7, ou on note€ = r + s7, avecr, s € R. Cela nous
fabrique une famille de formes différentielle$”) sur&\{0}, définies par la formule suivante:

Q& a) = Zw(i)o/—l .
i>0

Si on notev = 2irdr, alors on montre que,w® forment une base d&},(£\{0},C) et

définissent une bonn@-structure la-dessulien que la courbe elliptique ne soit pagfuhie

sur@Q! Les w® i > 1, se voient comme des produits de Massey supérieurs, etindmces
formes on peut fabriquer U@-modele de I'algebre differentielle graduée des fasraeralytiques
suré\{0}, et méme, de I'espace des configurationside1 points sure:

EMW = {(&r,.... &) € (EMON)" : & # & pouri # j} |

isomorphe a la fibre d®t; ,,.1 — 91y ; au dessus dé€*. De la, on peut décrire explicitement

H (B (A%(E\{0})))
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l'algebre de Hopf des intégrales iterées Eif0}. Le point essentiel est que @structure sur
les formesw(® , v fournit uneQ-structure universelle sur cette algébre. Son graduscispar
la longeur est tout simplement I'algébre tensori¢l€)]Q @ [v]Q, donc les intégrales iterées
sur€\{0} sont codées par les mots en deux letiw€8 et comme il le faut. Nous avons donc
la version elliptique du membre de gauche(8e), et ses versions en dimension supérieure.

ii). Moyenner des fonctions multivales L'idée de base pour construire des fonctions sur
£, qui remonte au moins a Jacobi, est de moyenner par I'adtartiplication par ¢’ dans
(3.3). Pour appliquer cette idée aux fonctions multivaluéescertain nombre de problemes se
présentent. Prenons I'exemple de la fonction(z) = — log(1 — z). Nous voulons prendre

Z Lii (¢"2)

ne”L
comme définition d'une fonction elliptique multivalué®our cela, il faut d’abord choisir un
relevement du chemigl® dans un revétement universel @&, mais le vrai probléme est que la
somme diverge cdti; (¢"z) ~ ¢"z sin > 0, etLi; (¢"z) ~ log(q"z) sin < 0. L'astuce pour
régler ce probleme est d’introduire une variable sumglgtaireu et de prendre:

Z u"Li;(q"z)

nez
comme définition. Cette somme convergel sk u < |¢|~!, ce qui tue la divergence loga-
rithmique a l'infini sans détruire la convergence (enSi on écritu = exp(2ima), la fonction
précédente a un pole simple en= 0, avec résidu, et on peut la régulariser en posant

£7%(¢;a) = Y exp(2imna)Liy(¢"z) — é

neL

Cette fonction est réguliere en= 0, et les coefficients de son développment comme série en
sont des fonctions a monodromie unipotente. En fait, om grouver la fonctionF’ en moyen-
nant la fonction—=; de la méme maniere. Appliquant la méme idée aux polyltgaes clas-
siquesLi,(z), on retrouve les polylogarithmes elliptiques classigue8lkbch ¢ = 2), Beilin-
son et Levin © quelconque). Ces fonctions ont déja beaucoup d’appitaten arithmétique.

Si on veut généraliser cette idée aux polylogarithmedtiphes on s’apercoit tres vite que
cela ne suffit pas de moyenner par rapport a une seule vari@bl est donc obligé de passer en
dimension supérieure et construire les polylogarithmettiples en un nombre quelconque de
variables su€(™. Les polylogarithmes elliptiques multiples s’obtiennentmoyennant:

mi merT 3 m me
E w™ ou L, o (@, ¢ )

mi,...,Myr

Pouruq, ..., u, dans une certaine région, cette somme converge absol@wnentpeut en ex-
traire la partie finie pour obtenir une série génératdedonctions ‘polylogarithmes elliptiques
multiples’ comme auparavant. Pour démontrer cela on seéeau fait que les singularités
ne sont plus des diviseurs a croisement normaux, et on dalyser I'asymptotique locale de
Liy,,...n.(z1,...,2z,) @ linfini sur une compactification lisse d& ,3. Cette méthode pour
mollifier des sommes avec des variables auxiliaires, caldes divergences, et extraire les podles
est assez générale, et devrait s’appliquer sans tropide @ees variétés toriques, et devrait per-
mettre de construire les fonctions unipotentes sur degtearabéliennes.
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En conclusion, nous obtenons de cette maniere une fangilfertttions unipotentes sur une
courbe elliptique épointée et on demontre I'analoguéadermule de Kontsevich:

Théoreme 11. Les polylogarithmes multiple elliptigues songpigment les iréigrales i€rées
sur £, En particulier, toutes lesgriodes du group fondamental unipotent&ie{0} sont des
combinaisons des valeurs de polylogarithmes multipletalies.

Il faut noter que la notion de période dans le theoremeaetative a laQ-structure définie
précedemment. On s'attend a ce que cette constructipluaieurs applications en arithmétique.

3.3. Espaces de configurations plus@néraux. Dans le preprint
Gauss-Manin connection for iterated integrapgeprint, (avec A. Levin)

nous étudions la construction bar relative a une fibrati@igebres differentielles graduées.
La remarque de base est que la connection de Gauss-Mangigoks'’interprete comme la
differentiation sous une intégrale. Dans cet articleshdéfinissions une connection de Gauss-
Manin correspondant a la differentiation sous une irafegitérée:

/wlo...own.

Plus précisément, on se donne des algebres diffellentigraduésdy C Ar, et on définit
Ap = Ap /A3 Ap. On dit queAp, Ar, Ar est undfibration si A7 est libre en tant quel z-
module, et a ce moment la, une sectipn Ap — A donne une décomposition

ATEAB ®A% AF

de Ag-modules. On voitAg, Ar, Ar comme des espaces de formes differentielles sur la base,
I'espace total, et la fibre, respectivement. La connexiofbdess-Manin classique

V. Hq(AF) — AlB ®A% Hq(AF)
se généralise alors en une connection que nous notons
(3.4) Vg : HI(B(Ar)) — Ap @ HY(B(AF))

ouB est la construction bar, et on suppose désormaisAguiest connexe pour simplifier. Cette
construction a beaucoup d'applications: notamment pocalleul symbolique des intégrales de
périodes, et permet aussi, par exemple, de retrouver tewufes pour I'action de Galois mo-
tivique sur des intégrales itérées. En particuliersnoteVy, Vi etV 'algebre des intégrales
iterées surd -, Ap et Ar (cohomologie de la construction bar en degré zéro), on a

(35) VT = VAB Sk VAF

sous certaines conditions sdr-. Autrement dit, on a une description des intégralesedsr’
sur une fibration, ce qui est un ingrédient crucial dans éuye du théoreme 10 dans le cas
des formes difféerentielles sur 188, ,,. La décompositior{3.5) permet aussi de déduire que le
complexe bar-de Rham (qui existe en toute généraligepas de cohomologie non-triviale dans
certains cas. Notamment, on déduit I'analogue elliptiquehéoreme 9, et aussi une version
pour les espaces de configuration des points sur une coudEnde quelconque.
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3.4. Projets et ouvertures.

(1) ll'y a sans doute une interprétation opéradique dehammwlogie demgm gu'il reste a
expliciter, et qui expliquerait la formule du theoremeGla ferait un bon projet pour
un mémoire de maitrise. Egalement, le lien entr@]@n et les variétés associées aux
algebres amassées reste aussi a décrire, car la caoitdrsemble étre assez proche.

(2) Comme mentionné ci-dessus, la méthod&;3l@ permet de construire des fonctions
multivaluées sur, par exemple, des variétés abélembal’'en tirer les conséquences
arithmétiques. Il faut faire le lien avec le faisceau ‘pobarithme’ étudié par Wilde-
shaus et autres.

(3) La suite de3.2, qui n'est pas encore disponible (27), et d’en donnatdftprétation
en théorie de Hodge, et de définir dasltiZtas elliptiquesn prenant des points base
tangentiels. Cela donne des fonctions multivaluées sdisigue{q : |¢| < 1,9 # 0}
gui généralisent les séries d’Eisenstein et les naitiza la fois. Elles admettent un
dévloppement comme série enpolynomiale enlog ¢, dont les coefficients sont des
multizétas. Ceux-ci donnent un mécanisme, en faisadréenvers0, pour obtenir des
relations exotiques entre multizétas provenant des ferpagaboliques pouf Ly (Z)
(voir aussi la discussion &5.3). C’était pour moi une des motivations principales de
développer toute cette théorie.

(4) Une autre application potentielle 8.2 est la conjecture de Zagier reliant polyloga-
rithmes et valeurs spéciales des foncti@dngour les courbes elliptiques. On peut aussi
restreindre les polylogarithmes multiples elliptiquesdes points a multiplication com-
plexe, ou méme des points de torsion, pour obtenir divexgpbcations arithmétiques.

4. GEOMETRIE HYPERBOLIQUE ET FONCTIONS ETA DE DEDEKIND
Il s’agit du travail publié dans l'article:

‘Dedekind zeta Motives for totally real number fiéldsparaitre dans Inventiones, 2013

4.1. Théoremes de Borel.Soit & un corps de nombres aveg places réelles et places com-
plexes, et soiy(s) sa fonction zéta de Dedekind. Elle admet un pdle simplé, ehson résidu
est donné par la formule célebre

271 (27)™2 R
wA/|dg|

ou hy, est le nombre de classes Hew le nombre de racines de l'unité;, le discriminant de

k, et R le régulateur de Dirichlet. Un vaste programme en aritiigmée cherche, en particulier,

a décrire les valeurg,(n), pourn entier> 2, et de les relier a des invariants supérieurscde
L'approche standard fait intervenir l&-théorie algébrique. En particulier, dans deux articles
fondateurs de 1977 et 1978 ([6, 7]), Borel démontre que porir2,

Resgs=1 (k(s) =

. | r(n) =71+, Sinestimpair
(4.1) dimg (Kon-1(k) ® Q) = { r(n) = ro, sin est pair.

Ensuite il définit le régulateur de Borel:

rp i Kopo1(k) ® Q — R™™
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dont I'imageA est unQ-réseau. Son covolume est bien défini a un multiple ragbpres, et
Borel démontre la formule suivante, généralisationadiimule de Dirichlet:

Ck(n) = acovol(A) pour una € Q* .

Les conjectures de Lichtenbaum, et de Bloch-Kato prétiises formule bien plus précise mais
il N’y a eu peu de progrés dans cette direction (par exenggdacteurs rationnels ne sont pas
explicites). Une difficulté majeure semble étre la cangion des éléments non-triviaux dans
Ko,_1(k).°> Lanalogue du theoreme de Borel pour les fonctidnd’Artin des représentations
non-abéliennes est presque entierement ouvert.

4.2. Le point de vue motivique. Un point de vue plus savant surl&théorie algébrique passe
par la cohomologie motivique. Nous disposons d’'une catég@nnakienne de motifs de Tate
mixtes M7 (k) sur k (dont I'existence repose sur les calculs de Borel menésroi-dessus).
Le lien avec laK -théorie est I'ilsomorphisme suivant:

Exthere (@), Q) = { (1 EQ g2l

Les éléments de I& -théorie correspondent donc aux générateurs de badgée Lie du groupe
de Galois motivique, et ne forment qu’une minuscule paseidatégorieVI7 (k). Le probleme
trés vaste est dorde construire explicitement tous les objets de l&gatie M7 (k), et de cal-
culer leur pgeriodes Les périodes ‘version mixtes’ des fonctions zéta de Riedene sont pas
connues. Ce probléme a deux étapes:

(1) (Génération) Construire les élements correspondant aux générateursm}vmk)

par la cohomologie des variétés algébriques les pluplesrpossibles.

(2) (Liberté) Construire toutes leurs extensions #éré
Dans l'article (17) je donne une réponse positive a la peegretape du probléeme dans le cas de
corps de nombres totalement réels.

4.3. Résultats. Par le theoreme de Borel, il doit correspondre aux valéus) des motifs de
Tate mixtes dont les périodes sa@ptn). C'est le résultat suivant:

Théoreme 12.(17) Soitk un corps de nombres totalemeret. Il existe deglémentsanon-
iques

mot(k,n) € MT (k) pourn > 2
telmot(k,n) € det Ext}\ﬂ(k) (Q(0),Q(n)), etdont la f@riode (image sous legulateur @&duit
par le réalisation de Hodge) est un multiple rationnel ¢ién).

La construction passe par la geéométrie hyperboliqueégdisant des idées de Zagier, Neu-
mann, Bloch, Goncharov et bien d’autres. 3oitn sous-groupe arithmétique sans torsion de la
restriction des scalairey, ;o SO(n, 1) qui agit proprement sur un produit:

H" x ... x H"

d’espaces hyperboliqued€™ de dimensionn. Le quotient)M est un espace symétrique non-
compact, et on peut montrer, par un calcul de nombre de Tamaaffgiegel, Ono, Weil), que
son volumevol (M) est un multiple rationnel dg,(n) multiplié par des produits d@.(2m) pour

3l y aeu, cependent, beaucoup de progres sur ces conjechurant la derniére vingtaine d’années dans le cas des
corps cyclotomiques (Burns-Flach, Benois-Quang Do, Hitiegs, etc), c’est-a-dire les fonctiorls de Dirichlet.
C’est le cas ou on sait construire des éléments exgiciéas lak -théorie supérieure.
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m allant del an. Ceux-ci se réduisent a des puissances gar Siegel-Klingen. On dispose
donc d’une interprétation dg.(n) comme intégrale, mais qui n’est pas encore une période.

La variete M est tres loin d'étre algébrigue (elle peut avoir, parnegks, une dimension
réelle égale a 3). Cependant, on peut lui associer urf dmta maniere suivante. En triangulant
astucieusement la variéfd par des produits de simplexes géodésiques hyperbolignesit
gue le volume est aussi la somme des produits de volumesmdpkezges dans la triangulation.
Ensuite, par un argument de Goncharov passant par le mdedéein de la géométrie hyper-
bolique, un tel simplexe peut ‘s’'algébriser’ car il définhe famille d’hyperplans relatif a une
guadrique (représentant le complexifié de la boule wat&sR”, bord de I'espace hyperbolique
dans le modele de Klein). Cela définit un motif de Tate mirtde motif total de)M s’obtient
en recollant les motifs ainsi obtenus. Il faut montrer quendif total de M est bien défini, est
produit d’extensions simples d@(0) parQ(n), et donne bien un déterminant.

Outre une nouvelle démonstration, motivique, du résdieBorel dans le cas totalement réel,
cet argument montre aussi comment engendréf-théorie rationnelle dé avec des motifs des
guadriques et c’est donc un premier pas pour la construetiplicite d'une catégorie des motifs
de Tate mixtes suk. On obtient aussi une formule pogjr(n) comme déterminant des volumes
de simplexes hyperboliques. Pour= 2 et 3, ceux-ci s’écrivent en termes des polylogarithmes
uniformes classiques, et on peut redémontrer une congectlébre de Zagier reliant valeurs
de fonctions zéta aux valeurs des polylogarithmes classi@les cas > 4 de cette conjecture
sont inconnus).

4.4. Quelques pistes.

(1) Il existe beaucoup d’exemples de variétés hyperbebgnon-arithmétiques en toute di-
mension (Gromov-Piatestki Shapiro). La constructionessiis leur associe un élément
dans K>, 1(Q) ® Q et le volume s’interpréte comme le régulateur. Cependént
n'existe aucune conjecture qui prédit a quoi doit ressemim tel nombre (c’est une
période deM7 (k)). D’un autre cdté, on peut imaginer des formules pour leme
d’'une telle variété en moyennant sur le groupe fondanhéhta passant par des séries
d’Eisenstein. D’ou un projet avec un aspect expérimenrdéicrire ces morceaux de
regulateur. On peut réver méme d’en décrire suffisani@ur obtenir une décomposition
d’une valeur de fonctio d’Artin comme déterminant de ces nouveaux nombres.

(2) La construction ci-dessus se prolonge-t-elle au casedpaces symétriques de rang
supérieur? Dans l'article (17) je considére tous les gesudiscrets agissant sur des
produits d’espaces hyperboliques. On peut s’attendre queen'importe quel groupe
discret d’'un groupe classique (par exemfle,) définisse un motif de Tate mixte. Les
formules pour les covolumes connues pour de tels groupesetisionneraient des for-
mules pour(;(n) pour n'importe quel corps de nombrks

(3) Le fait que I'on obtienne une extension @&0) par Q(n) est tres lié au fait que les
varietes M que I'on considére n'ont pas de bord. Si on prend des éwiavec un
bord, on devrait pouvoir construire des extensions @&r@on-triviales. De la le réve de
construireM7 (k) tout entier par voie géomeétrique.

(4) Le fait que la version du théoreme de Borel démontié@essus soit motivique ouvre la
possibilité d'étudier ses réalisatiopsadiques. Existe-t-il une bonne notion de volume
p-adique (avec des conditions gyrpour le variétés hyperboliques de dimensiin
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5. MULTIZETAS ET71(P'\{0, 1, 00})

Je survole le contenu des trois articles:
‘Mixed Tate motives ovét’, Annals of Math., vol. 175, no.1 (2012), 949-976

‘On the decomposition of motivic multiple zeta valuadvanced Studies in Pure Mathemat-
ics 63, (2012), Galois-Teichmiiller Theory and Arithme&eometry pp. 31-58

‘Depth-graded motivic multiple zeta valtgsreprint.

5.1. Le groupe fondamental pro-unipotent. Je passerai tres rapidement sur mes travaux sur
le groupe fondamental motivique de la droite projectivemadrois points, car ceci fait I'objet
d’un exposeé tres complet de P. Deligne au séminaire Bxxirrb

‘Multizétas, d’apes Francis Browh Séminaire Bourbaki no. 1048, Janvier 2012

J'y ajouterai seulement quelques mots de motivation, atienguelques applications des
résultats principaux. Sait € P1\{0, 1, 00} un point base rationnel, et sait (P!\{0, 1, 0o}, z)
le complété profini du groupe fondamental de la droitegmidye moins trois points. La théorie
du groupe fondamental étale donne lieu & une suite exaatgec

0 — 71 (P'\{0,1,00},2) — 7§ (P'\{0,1,00},2) — Gal(Q/Q) — 0
Le théoreme célébre suivant est dii a Belyi en 1979.
Théoreme 13. L'action p : Gal(Q/Q) — Out (71 (P*\{0, 1,00}, )) est ficle.
Le résultat principal de (14) est une version motivique eléh&oréme. Soit donc

ﬂ—{nOt(]P)l\{O? 1a OO}, TOa _Tl) )

le torseur fondamental motivique de la droite projectiveimadrois points, relatif aux points
base tangentiels @het 1 donnés par les vecteutset —1 respectivement. C’est un pro-schéma
dans la catégorie des motifs de Tate mixtes&auson anneau de fonctions régulieres

oIl = Oz (BN {0, 1,00}, 1o, — 11)) € Ind MT (Z)
est un ind-objet dang17 (Z). Concrétement, sa réalisation de de Rham est

ol1{" = €D Hip(P'\{0,1,00})*"
n>0

ot H,(P'\{0,1,00}) est un espace vectoriel gradué §ude dimensior et de poids2. Du
coup,pll; est l'algebre tensorielle s@eq & Qe; munie de la loi de multiplication donnée par le
produit de mélange. L'espace vectoriel sous-jacent a pase I'ensemble des maisen deux
lettreseq ete;. Par la théorie Tannakienne, I'objgll; est déterminé par I'action du groupe de
Galois motivique

PTGz ey — Aut(ol1{")

qui est compatible avec sa structure d’algébre. Dans [B)jemontré quep™™” est injectif:
c’est I'analogue du théoréme de Belyi dans le cadre noptavi

Théoreme 14. (Conjecture de Deligne-lhara version motivique) L'actidm groupe de Galois
motiviqueg v(7 (z) suroI1{* est fickle.
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De maniére équivalente:

Théoreme 15. La caggorie M7 (Z) est engendre paryIl;. Autrement dit, tout motif de Tate
mixte surZ est obtenu par sous-quotients gé;, twists de Tate et par produit tensoriel.

Le corollaire permet de construire explicitement tousdisnents deM7 (Z) a partir de
certaines configurations d’hyperplans. On peut en caléesepériodes aisément, ce qui prouve
la conjecture folklorique suivante, énoncée pour la peeatfois explicitement par Goncharov:

Théoreme 16. Les feriodes de tout motif de Tate mixte stirsont combinaisons lineaires
coefficients dan®[(2i7) '] de multi2tas.

Au lieu de prendre la réalisation de Hodge (ce qui donneéemges), on peut en prendre la
réalisation/-adique, ce qui donne une fleche

pe - Gal(@/Q) — Out(r(P1\{0, 1,00}, 1o))

sur le complété-adique du complété profini du groupe fondamentaPte{0, 1, co}. La filtra-
tion par la série centrale descendante sur le membre de drduit une filtration suGal(Q/Q).
Le gradué, tensorisé p&@y, est une algebre de Lig,.

Théoreme 17.(Conjecture de Deligne-lhara),, est libre avec ungrérateur en chaque degr
impair < —3.

La partie ‘génération’ a été déemontrée differemirgar Hain et Matsumoto.
On sait que les relations d'associateur de Drinfel'd sontivitues. On déduit que ces
éguations admettent beaucoup de solutions.

Théoreme 18. Le groupe des associateurs de Drinfel'd contigntr(z). Son algbre de Lie
graduge contient une akgbre de Lie libre avec unéagérateur en chaque degrimpair < —3.

Les travaux d'Alekseev, Torossian etc, entrainent degltdts similaires pour le probléme de
Kashiwara-Vergne. On obtient comme corollaire de l'irnjgté de p™7 I'existence de beau-
coup de solutions a ce probleme aussi.

5.1.1. L'algebre de Lie motiviqueLe théoreme 14 permet de voir le groupe de Galois mo-
tivique de maniére trés concrete. L'action sur et € (I1¢% donne une application

Aut(oﬂl) — ()HilR
En composant avec cette fleche, et par l'injectivite &, on déduit une injection
Lie® (Gyr(Z)) — OH(IiR

Notonsg™ son image, et le crochet de Lie pgf. C'estl'algebre de Lie motiviquemunie du
crochet de lhara (qui n'est pas le crochet habituel de I'algébre tensorielle sQeg © Qe;).

Or on sait que™ est libre avec un génératets,, 1 en chaque degré impair, et on peut calculer,
par exemple:

o3 = [eo, [eo, e1]] — [e1, [0, €1]]

Les élementss, o5, 07, 09 SONt canoniques. A partir de 1, ils ne le sont plus car on peut y
rajouter un multiple dgos, {03, 05}} qui est aussi de degré onze. Un probléeme important est
la description explicite (d’'un choix) de générateass 1 pour toutn.
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5.2. Multiz étas motivigues. Un des outils que j'ai introduits pour démontrer le théae14
est la notion de multizéta motivique. On remplace les m@iéis par des objets algébriques

C™(nyy. .. mny)
qui satisfont aux propriétés suivantes. Sgit'espace vectoriel gradué s@ engendré par des
symboles(™(nq,...,n,) et modulo les relations ‘motiviques’ (qui ne sont pas exy@s; mais

définies de maniere abstraite). C’est une algébre gagar le poidst = @P,,~, Hn, et en
particuler, deux MZV motiviques de poids differents sanéairement indépendants. Le point
clé est que c’est muni d'un homomorphisme période

per : H — R

quia¢™(nq,...,n,) associe le nombr&(n4, ..., n,), et d'une action du groupe de Galois mo-
tivique G 47 (z)- C'estdonc un modele de ce que devrait étre une théol@attes transcendante
des multizétas. Dans (14) je démontre:

Théoreme 19.Lesélements motivique§™(ny,...,n,), 0un; = 2 ou 3, forment une base de
I'espace vectoriel{ des multiztas motiviques.

Il existe une version de ce théoreme donnant une basegrulgie des multizétas motiviques
par la famille des élementg*(n4, ..., n,), oun; = 2 ou3 donnée par les mots de Lyndon.

Corollaire 20. (Conjecture de Hoffman 1997). Tout mudtia est combinaison lineait coef-
ficients dang€) des¢(n4,...,n,) avecn; = 2 ou3.

Ce corollaire découle du théoreme précédent en ptdiagplication période.

Corollaire 21. Il existe un associateur rationnel canonique. Il existe gixerateursos, 1 de
I'algébre de Lie motivique qui sont canoniques.

Le point essentiel des multizétas motiviques, que I'onagiepas au niveau des nombres réels,
est I'action du groupe de Galois motivique. Cette action @et pas se calculer directement,
mais se factorise via I'action de certains opérateur£ifitiels:

Doy : Hn — (H/C™(2))2r+1 ®@ HN

gue I'on peut calculer trés explicitement par une formudgade. Cela permet ensuite de calculer
dans certain cas I'action infinitésimale de I'algebre tede Galois. Les opérateurs ‘dériver par
rapport &1’ sont canoniques pour < r < 4 et donnent, par exemple:

O3 CM(7,3) =17¢N(T7) , 05¢™(T7,3) =6¢7(5) 0 CT(7,3) =¢T(3)

ce qui montre leur caractére tout a fait non-trivial. Cdiseis permettent de décrire des algo-
rithmes de calcul pour les multizétas motiviques pureneentermes de I'action du groupe, et

non pas en utilisant des relations entre les multizétasst@e contenu de I'article (16). Le seul

bémol est que ces algorithmes sont exacts seulementeadardhation d’un régulateur pres, et

nécessitent I'identification d’un nombre rationnele Q qui est donné comme dévelopement
infini. Par exemple, on sait a priori qg&'(2, 3) est de la forme

¢M(2,3) =a™(5) +b¢M(3)CM(2), aveca,b € Q.

Applicant la dérivatiord; aux deux membres permet de montrer gue 3 (ce coefficient-la est
exact). Le coefficient ne peut pas se détecter par des méthodes motiviqueslest@tion doit
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le calculer par voie transcendente:
C(2,3) - 3¢(23) 11

¢(5) 2
par un calcul numérique ou autre. En général, ce ne santepicoefficients de§™(n) qui
sont indeterminés. D’un point de vue pratique (ayant ¢@ ties applications en physique,
entre autres), ces algorithmes permettent de reconsamigeielques secondes n’importe quelle

relation entre multizétas jusqu’en poids 16. Cela élerimnécéssité de stocker des tables (qui
deviennent trés vite gigantesques, et mettent des maikaler par les méthodes classiques).

a =

5.3. Filtration par la profondeur. Ne pouvant pas, pour l'instant, décrire explicitement une
famille de générateurs de I'algebre de ki (bien qu’on connaisse sa structure), nous pouvons
cependant nous demander comment décrire I'algebre dgraduée par la profondeur:

0g,' = grpg”
ou la profondeur, au niveau des multizétas motivigiieg:, . . ., n,), est la filtration croissante
donnée par l'indice. La filtration décroissante correspondantegtest induite par I'inclusion

P'\{0,1,00} — P'\{0, 0}, ce qui met en évidence sa nature motivique. Dans (23)pjegse
d’étudier les multizétas motiviques gradués par lagmdeur, que je note:

(p(na,...,nr)
Un tel éléement est la classe & (ng,...,n,) modulo des multizétas de profondeur plus pe-
tite. On sait depuis lhara qug™ n’est pas libre. C’était précisément I'obstacle quidaih la
démonstration du theoreme 14 difficile. D’ou la questigi 0g™ n’est pas libre, quelle est sa
structure? J'avance alors la conjecture suivante (baséesscalculs de Broadhurst-Kreimer):

Conjecture 1. (23) SoienGa,+1 € 0gT" I'image des générateuts,,; deg™ en profondeud.
Ces élements sont canoniques, et on les connait explieite Alors on a

(5.1) Hi (0™ Q) = P Qoant1 & Se(PSL(Z))[4]
n>1
Hy(0g™,Q) = Se(PSL2(Z))[2]
H;(d0g™, Q) = 0 pourtout i>3.

ou S (PSL2(Z)) est I'espace des formes paraboliques de pRidpour le groupe modulaire
tout entier, et les crochets] indiquent des éléments de profondeur

Lisomorphisme entrei»(0g™; Q)[2] et So(PSL2(Z)) est connu depuis longtemps (lhara-
Takao, Goncharov, Schneps), mais I'isomorphisme conjelcttd; (0g]', Q) = S,(PSL2(Z))
est nouveau et jen donne une formule surprenante et ebepligins I'article (23) en termes
des polyndmes des périodes des formes parabolfgu®s.coup, si la conjecture 1 est vraie,
elle permet de décrire explicitement toutes les relatemse les(fj(n1, ..., n,). Je demontre
également qu’elle impligue la conjecture célebre suiwa

Conjecture 2. (Version motivigue de la conjecture de Broadhurst-Krelmer

. 1+ E(s)t
5.2 p Nid =
&2 2 me (e M) = T e

6Cette construction répond, d'ailleurs, & une questiothdea, et est tres fortement liée au fait que I'algebre de
dérivations stables n’est pas libre modaiii, et des questions subtiles en cohomologie Galoisienne.
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ou
2 ¢ 12
S 1-—s2 O(s) = 1—s2 7 S(s) = (1—s%(1—s%)"

5.4. Ouvertures. |l reste a faire le lien avec les multizétas elliptiquesiits dan$3.2. Sion
interpréete les éléements,,,.; comme des séries d’Eisenstein, la conjecture lemtérement
modulaire C’est cela qui suggere le lien avec I'espace des moduesal@bedn, ,,.

(5.3) E(s)
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Théorie Quantique des Champs

6. UN APERCU RAPIDE SUR LES INTEGRALES DEFEYNMAN

Du point de vue perturbafif une théorie quantique des champs se représente parmifie fa
de sommets et d'arétes de differents especes. En bascheyd’électrodynamique quantique
QED a un seul sommet et deux types d’arétes. Ensuite, lpbgsale Feynman s’obtiennent en
mettant ces éléments ensemble:

—_—

AVAVA

s

Un tel graphe représente une interaction, ou ‘processuee particles élementaires; le dia-
gramme ci-dessus représente, entre autres, I'eéchangeptioton (ligne qui tortille) entre deux
électrons (lignes droites). Les regles de Feynman amsioai chaque tel graphe une intégrale
multidimensionelle (éventuellement divergente: on dwandes exemples plus loin), dont la
valeur renormalisée s'interpréte comme une amplitudeprobabiliteé complexe. On doit en-
suite prendre la norme - la valeur absolue- de la somme stestées amplitudes de Feynman
qui contribuent a chaque processus pour en déduire w@thcfion physique. Les diagrammes
sans boucles représentent I'approximation classiqueseatiagrammes avec plusieurs boucles
représentent des approximations quantiques de plus erfips. Pourtant cette approche par
approximation successive représente un défi calcutawitrémement difficile, car le nombre
de diagrammes possibles augmente rapidement avec le noelb@ucles, et les intégrales de
Feynman elles-mémes deviennent rapidement completénmarccessibles par voie analytique,
et méme par des méthodes numériques. Cependant, ctasni@re principale par laquelle les
prédictions pour les accélerateurs de particules, tellguLHC, s’obtiennent actuellement, et
plusieurs centaines de chercheurs, et une grande parte lt&idature de physique de haute
énergie (et la théorie des cordes) est entierement caresadepuis de nombreux années, au
calcul des intégrales de Feynman.

Prenons comme premier exemple les graphes avec une et decedqui contribuent au
propagateur du photon en électrodynamique quantique:

O g AD L

Ces graphes représentent le passage d’'un photon (disayeudbe a droite), avec des étapes
intermédaires ou un ou plusieurs électrons ou photorisels sont échangés. Le graphe a
gauche a pour amplitudé/3, la somme des trois graphes & droite vautEn fait le résultat

La quasi-totalité des prédictions quantitatives posrdecelerateurs des particules s'obtiennent par I'approch
perturbative, i.e., en calculant des intégrales de Feynmian outre, cette recette calculatoire est parfaitement
rigoureuse du point de vue mathématique, siI'on se permétaiter des séries asymptotiques
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Borp est connu numériquement, depuis 2012, jusqu’a 5 boucles:

4 62 3_(5570 832 (3)>a4 (195067 800 416 6880

§a+4a2—32a ?—F?C - W+TC(3)+TC(4)—TC(5))G5+...

ol a est le paramétréﬁ)2 ~ 1/137, ete est la charge de I'électron. Ce résultat, qui pour-
rait sembler anodin a premiére vue, représente quamdent@s travaux d’un nombre trés con-
sidérable de physiciens pendant plusied&senniek Ce résultat est aussi exceptionnel, parce
gue pour la plupart des théories qui font partie du modgedard, la limite actuelle des con-
naissances est seulement de l'ordre de deux boucles (psectieur faible) ou trois boucles
(pour la chromodynamique quantique).

Il est frappant que les valeurs de la fonction zéta de Rienagparaissent dans ce calcul, et
gue le poids augmente d’'une certaine maniere en fonctiamocibre de boucles. En plus, les
coefficients ont des dénominateurs divisibles pau 3 seulement, et le termg?2) est absent.
Peut-on, par pensée pure, déduaingriori cette structure arithmétique?

Prenons comme deuxieme exemple le moment magnétiquéldetion. L'approximation
‘classique’,g = 2 est connue par Dirac (le magnéton de Bohr). Les termes digrerdre
ont été calculés en 1947 (un seul diagramme), le secaird en 1957 (sept diagrammes), et le
troisiéme ordre a été complété en 1996 (72 diagrammes)

g—2 la 197 = = =) /)2 28259 34202
6.0 5= =57+ (g ~ (@ + 612 —CE) (T) + (Sgr — 5O
1192 278 166

- @) og2 - 220 - 2@ - T3 + @O + 5500) (2)]

ol 2 = (). Ici les nombredog 2, ¢(m,m) etc sont des sommes d’Euler: c'est-a-dire des
périodes der™(P'\{0, 1, —1,00}) (ou de maniére équivalent®!7 (Z[1]), par un theoreme
de Deligne). Le fait que I'on obtient des périodes qui s@# thultizétas ramifiés ehest di a

la présence d’'une masse (la masse de I'électron) danstéegales correspondantes.

La valeur expérimentale du moment magnétique connuelbetuent [23] est:

—2
g—_= =¢z 1.00115965218073(£28)

alors que la prédiction donnée par les intégrales derRaprest

-2

gT =, 1.00115965218113(£86).

L'accord entre ces deux nombres est une des meilleuresitésigle la science moderne: c'est
équivalent a mesurer la distance entre la terre et la lvee @ne erreur qui est au plus I'épaisseur
d’'un cheveu humain.

Notons aussi que les résultats analogues du coté dedmoldynamique quantique sont pour
l'instant nettement moins bons puisque la constante delageps correspondante est beau-
coup plus grande, et le développement converge bien phisnient. Dans ce cas, on serait
obligé de monter plus loin dans la tour des diagrammes deray correspondants.

6.1. La renormalisation. Comme mentionné ci-dessus, la plupart des intégralesegenfan
sont trés divergentes. En plus, ces divergences s’earticiie maniére compliguée car tout
graphe hérite des divergences de chacun de ses sous<grdphe suffit pas d’appliquer un
quelconque procédé de régularisation: les contrapitgsiques demandent que I'ensemble des
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amplitudes de tous les graphes doivent se régulariseftain@ment, et de maniere consistente,
pour respecter, entre autres, la localité. La théorieademormalisation (pour les divergences
dites ultra-violettes), résout tous ces problemes aita f

La renormalisation a mis beaucoup de temps a se mettre e, glela premiere formulation
rigoureuse est diie a Bogoliobov, Parasiuk, Hepp et Zimmagr Cependant, ce procédé est
resté apparemment tres compliqgué pendant bien longtewgnt la découverte, par Kreimer,
puis Connes-Kreimer, d’'une structure d'algébre de Hopfsgacente. Combinatoirement, la
renormalization provient d’'un coproduit sur I'algebreré engendrée par tous les graphes dans
une théorie quantique des champs rénormalisable queleotavec multiplication donnée par
I'union disjointe):

(6.2) A : Z|Graphes — Z[Graphef®yz Z|Graphe$
(6.3) AT) = Y yel/y

La forme du coproduit est toujours la méme: on prend la sosuneine certaine sous-famille
de sous-graphes divergenis et le membre de droit€'/~ est le graphe quotient obtenu en
contractant le sous-graphedansI’. Le groupe de renormalizatiompeut alors s'interpréter
comme un sous-groupe a un parametre du groupe pro-unip®pec)[Graphes Malgré ces
avanceées, et le fait que la renormalisation date de plusidegte ans, le probleme central de la
renormalisation de la gravité, par exemple, est compléte ouvert pour le moment.

Bien que la renormalisation des divergences ultra-viedetoit a peu prés sous contrdle, les
singularités dites infra-rouges posent encore probléme

Un troisieme aspect de nature analytique est la questida digergence des séries perturba-
tives. On sait qu’elles doivent s’interpréter comme derges asymptotiques, mais il n’est pas
du tout connu a partir de quel point elles vont commenceaverger. Bien plus difficile encore
gue la détermination du rayon de convergence des séneslélglan de Borel, est la question
de resommation de ces séries, et des questions non-@itadh Cela semble totalement hors
de portée pour le moment.

6.2. Quelles periodes pour la physique? Comme on peut le constater sur ces exemples, les
amplitudes de Feynman sont toujours des périodes. En ptaiguement toutes les ampli-
tudes qui ont été calculées depuis la naissance de ceimmant des sommes d’Euler ou des
nombres multizétas (a part quelgues exemples d'inkégralliptiques dans des processus qui
dépendent de plusieurs masses). De ce fait, le sentim@aneegé dans les années 90 tuges
les amplitudes qui &endent d’'un seul paratre externe dans certainesétbries quantiques
des champs devraiebtre des multitas® Pour des conjectures précises, \iiir C’est exacte-
ment cette problematique qui m’a attiré vers ce domaih& question sur laquelle j'ai passé
quelques années de reflexion depuis mathese. L'espbir®stant: si on arrivait a comprendre
la nature de la totalitée des amplitudes dans une théone&m(si par exemple, ils étaient tous
des valeurs multizétas), on aurait une trés bonne chamcésbudre completement la théorie,
resommer la série divergente, montrer I'existence deéarth, et essayer de la comprendre du
point de vue non-perturbatif. Ce programme est plus ou npmasible pour des modeles ‘jouet’
de théories en 2 dimensions d’espace-temps, mais celaagesu actuellement pour aucune
théorie en 4 dimensions d’espace-temps.

8on peut montrer (parfois a I'aide du théoreme 7) que dest le cas pour certaines théoriedguxdimensions
d’espace-temps. On discutera de I'évidence numérique gette conjecture dans le paragraphe suivant.
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Nous devons a Broadhurst et Kreimer la premiere etudésyique des périodes en théorie
quantique des champs, et la philosophie qu'il faut prendre&ieux les nombres qui appa-
raissent dans les intégrales de Feynman. De I3, le progeadu groupe de Galois cosmique
formulé par Pierre Cartier: mettre en relation le groupesti@rmalization et le groupe de Galois
motivique des motifs de Tate mixtes qui agit sur les pésadiens le développment perturbatif.

6.3. Les enjeux matlematiques. Etant donné le succes spectaculaire des méthodeshaertur
tives en théorie quantigue des champs, et la confirmationaliele standard par la découverte
recente de ce qui est probablement le boson de Higgs, ilngstratif d’approfondir notre
compréhension mathématique des amplitudes de Feynman.

Quelques questions:

e Quelles sont les périodes qui servent a exprimer les &k de Feynman? Peut-
on déduire, par ‘pensée pure’, des informations qual@at(poids, arithmétique des
coefficients, action de groupe de Galois motivique, comatns des périodes, etc) sur
le développment perturbatif sans avoir a calculer toleentégrales?

e Arriver a une compréhension mathématique des diveggert de leur régularisation.
Un probléme central est la renormalisation de la graviiéeste completement ouvert.
Un traitement rigoureux des singularités infra-rougesque actuellement aussi.

e Mise en place des algorithmes effectifs pour le calcul dé&ginales de Feynman, avec
des applications pour les prédictions théoriques.

En conclusion, la théorie de la perturbation fournit uncgde parfaitement bien défirpour
obtenir presque toutes les prédictions physiques a lagmie que I'on veut, et en outre, cela
fait intervenir des objets mathématiques trés richesstitemps de mieux les comprendre.

9A mon avis, le probléme de fonder la théorie quantique Basnps en étudiant rigoureusement les intégrales de
chemin doit d’abord passer par une meilleur compréherdgsraspects perturbatifs.
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7. UN SURVOL DU PROGRAMME DU GROUPE DEGALOIS COSMIQUE

7.1. Graphes primitifs dans ¢*. On peut formuler les intégrales de Feynman dans un langage
proche de la géométrie algébrique en prenant le pointugeparamétrique. Dans ce qui suit
je vais me restreindre & une théorie scalgiteen 4 dimensions sans masses pour simplifier.
Quelques remarques préliminaires sont essentielles:

e Toutes les amplitudes dans une théorie vectorielle (& gaufe) se réduisent a des am-
plitudes scalaires. Cela ne change que les numérateuiatégeales considérées: les
dénominateurs restent les mémes. Du coup, les amplitiadesla theorie? determinent
les amplitudes dans bien d’autres théories: quand on eh&nghéorie, on change
les combinaisons ligairesdes périodes qui apparaissant, mais pas les périodss elle
mémes. Du coup, on peut vair* comme une théorie ‘universelle’, ou une sorte de
borne supérieure, du point de vue de I'ensemble des piqdi apparaissent.

e La théorie¢? sans masse contient un trés grand nombre de périodesmtitagives’
qui sontindépendantes du choix de g&ha de renormalisatiorCela donne une grande
famille de nombres que I'on peut analyser. Ces amplitudesetvent aussi pour tester
les méthodes calculatoires.

Plus précisément, saff un graphe (qui peut avoir des arétes multiples), avecarétes et
he = h1(G) boucles. A chaque arétede GG, on associe un parametre (variable de Schwinger)
a.. Le polyndme de Kirchhoff dé& est donné par:

Vg = Z Hae € Z]a]
TCG e¢T
ou la somme porte sur 'ensemble des arbres couvrants, d&st-a-dire 'ensemble des sous-
graphes connexeg qui passent par chague sommet et ne contiennent pas de folruer
définir le résidu de&~, on supposé- primitif et log-divergent: autrement dify, = 2h¢ et
(7.1) Ny > 2h,

pour tout sous-graphe strigtC G. Avec ces conditions, le résidu deest donné par l'intégrale
projective absolument convergente suivante:

Qy,
72 I = G
( ) G /U \I’é
oo = {(a1 : ... : ang) € PNe71(R),a; > 0} est le simplexe réel dans I'espace projectif,

etQy, = vazﬁ(—l)iaidal ...da; ... doy,. Le premier exemple non-trivial est le tétraedre,

ci-dessous a gauche, dont le polyndme de Kirchhoff a seinees:
(7.3) Yo = (a100 + ara3 + apasz)(as + as + o) + agasas+
(o + ag)oyas + (a1 + ag)asas + (oo + az)asas

Il n'y a rien d’évident de montrer que son intégfal vaut6 ¢(3). En général(7.2) définit une
application de I'ensemble des graphes primitifs log-djesits vers les nombres réels positifs:

{Graphes primitif$ — R ..
Tout I'enjeu est de d’avoir des renseignements sur cetticagipn.
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En voici quelques exemples:

Iq = 6¢(3) I =20¢(5) Ic = 36¢(3)*

Les graphes ci-dessus ot = 3, 4, et 5 boucles. En général, le ‘poids transcendant’ de la
période est égale 2h; — 3. Le graphe a droite a le poi@h; — 4: c’est le premier exemple
du phénomeéne de ‘chute de poids’, ce qui fait preuve debél@ de la filtration par le poids.
Ensuite, le premier multizéta irréductible apparaftlioucles:

27 45 261
Ia = —2C(5,3) + 7 C(5)¢(3) = 55C(8)

Pour une liste tres compléete des périodes connues aucevjmir [19]. La méthode de cal-
cul de ces graphes est trés astucieuse: transformationoedannées polaires, développement
en termes des polyndmes orthogonaux de Gegenbauer, deetiapplication des méthodes
d’accéleration de convergence, ce qui permet de calclimgeédrale a un grand nombre de
décimales. Ensuite un algorithme de réduction de réfdalu ou PSLQ) permet d'identifier,
dans beaucoup de cas, I'amplitude avec une combinaison tizé&tas. Tres peu de graphes
sont connus analytiguement, c'est-a-dire, ont une géraui est prouvée.

Dans les années 80, Broadhurst et Kreimer avaient effedauns [8] un tres gros travail
numeérique, et avaient calculé I&s pour tous les graphes jusqu’a 6 boucles, et certains gsaphe
jusqu’a 9 boucles, a suffisamment de décimales pourifaaries nombred; avec des combi-
naisons linéaires de multizétas. D’ou la conjectur&léslque

Conjecture 3. Les intégraled sont toutes des multizétas.

Cette conjecture est importante pour la raison suivantiusiles graphes de Feynman dans
un théorie donnée donnent des multizétas, cela donspdiede résoudre completement la
théorie et resommer sa série perturbative. Cela déeraitt’existence de la théorie et donnerait
également son comportement non-perturbatif. A I'heuteidle, nous ne savons réaliser ce
programme que pour des modeles jouets a deux dimensions.

Dans l'article [9], Cartier, et aussi Konstevich [1F ont repris cette idée du point de
vue motivique. Les multizétas étant des représentsitahin groupe de Galois motivique (de
la catégorie des motifs de Tate mixtes sur les entierggd’'idu programme du groupe de Galois
‘cosmique’ est de réaliser cette action de groupe de Galois/ique sur la série perturbative:



30

La parené de plus en plus manifeste entre le groupe de Grothendieelchmuller d'une
part, et le groupe de renormalisation de la8drie Quantique des Champs n’est sans doute que
la premere manifestation d’un groupe de s#irie des constantes fondamentales de la physique,
une espce de groupe de Galois cosmique ! P. Cartier

Autrement dit, il devrait y avoir un groupe de Galois ‘cosa@fqui agit sur les constantes
fondamentales de la physique via les séries perturbatregelation avec le groupe de renor-
malisation. Selon la conjecture précédente, ce groupai@treGal(M7 (Z)).

Plus tard, Connes et Marcolli ont trouvé dans [10] unegm@ie Tannakienne liée au groupe
de renormalisation qui est tres proche, etisomorphe quksentations déal(M7 (Z[i][1/2])).

7.2. Interpr étation cohomologique.Les integrales de Feynman ci-dessus peuvent se refor-
muler dans le langage de la géométrie algébrique de laamasuivante. Soit d’abord

Xo c PNe—t

I'hypersurface du graphé&r, donnée par I'annulation du polyndéme de Kirchhéf: (qui est ho-
mogene de degrk;). En général, cette hypersurface est tres singulieadorme differentielle
de Feynman

Q
wg = — ¢ QNe=1(pNo—1\ X)
\IIG

est définie sur le complémentaire de;,. Ensuite, soitB = V(Hﬁ\fl «;) 'union des hyperplans

dansPV¢~! donnés par I'annulation des coordonnées. Le bord du dodimtéegrationo est
contenu dan®3(RR), et définit une chaine relative

o € C,(PYe~1(C), B(C))
L'ideée naive serait de considérer le groupe de cohonieldatif
HNe=Y(pNe=I\ X, B\(BN Xg)) ,

mais il s'avere qud n'en est pas une période parce que l'intersectian X est non-vide.
Dans l'article fondateur [4], on explique comment, en toiasuccessivement des intersections
des hyperplan$3;, on arrive a séparer la transformée stricteX@e de I'image inverse de, de
sorte que l'image inverse de&; soit sans pdles sur le diviseur exceptionel. On obtientedie c
maniére un ‘motif’ - ou plutdt une structure de Hodge mijxte

motg = HNG_I(PNG_I\Xg, B\(B N Xg)
et on a le théoreme important suivant, qui ouvre la poriael étude de l'intégralé; par des
méthodes de la géométrie algébrique.
Théoreme 22. (Bloch-Esnault-Kreimer 2006); est une priode demot;.

La philosophie est que shots est un motif de Tate mixte s, cela impliquerait, par le
théoreme 16 qué; est un multizéta. Le probleme était donc de démontuermgot est de
Tate mixte (que I'on ne savait faire en aucun cas a cettgugo En tous cas, la conjecture 3
devient donc la conjecture suivante, annoncée au coegréepéen des mathématiciens en 2008:

Conjecture 4. (Marcolli [18], conjecture 1.1); est une période d’'un motif de Tate mixte.
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Une approche élémentaire, un peu differente, a étpgséee par Kontsevich bien avant en
1997. Il avait proposé d’étudier la fonction de comptagedints

q— [Xa(F,)|
de 'ensemble des puissances des hombres premiers vergitgs.e

Conjecture 5. (Kontsevich 1997) Le nombre de points d&[F,) sur un corps fini & élements
dépend de maniére polynomiale ¢n

La motivation pour cette conjecture est la suivante: si laoooologie H(X ) est de Tate
mixte pour tout, alors en particulier le polyndme de Poincaré est austatiemixte. En prenant
la réalisation¢-adique, la formule des traces de Lefschetz, cela impligaeun raisonnement
standard, que le nombre de point&; (F,)| dépend de maniere polynomiale ¢n

Ce probleme a été étudié par un certain nombre deithi&s des graphes, avant que Stem-
bridge démontre dans [21] que la conjecture est vraie purgraphe avec moins d€ arétes.
Ensuite, Belkale et Brosnan ont démontré en 2003, &tagrande surprise de tous les experts
(y compris eux-mémes!), que la conjectbrest génériquement fausse:

Théoreme 23. (Belkale-Brosnarj3]) SoitY" un scléma de type fini suspec Z, et soit[Y], sa
fonction de comptage de poirifs. Alors il existe un nombre fini de graphés, ..., Gy et des
polynome9,...,py € Z[q] tels que

N
s(@)[Y]s, = Zpi(q)[XGi]q

ol s(q) est un produit de facteurg" — 1, pour M > 1.

La preuve utilise le théoréeme d’'universalité de Mnévsme fournit pas de contre-exemple
calculable. On arrive donc a une espece de conflit entteel@éme 23 qui dit que les fonctions
de comptage des points sont de type tres généraux, etltexppérience numérique, qui montre
gue les graphes ‘physiques’ donnent bel et bien des miatizé

Il pourrait y avoir plusieurs mécanismes pour résoudteamntradiction apparente:

e Les contre-exemples que I'on obtient a partir de la mé&tiaelBelkale-Brosnan ont des
sommets avec des milliers d’arétes. Les graphes qui istament dans la physique ont
des sommets de degré au ply£t sont topologiquement tres differents.

¢ Lafonction de comptage de points concerne la caractiuisti’'Euler de I'hypersurface
du grapheX¢, alors que la périodé; est déterminée par la cohomologie relative en
degré égal ala moitié de la dimension seulement. |l s gee le support dé&; (le plus
petit motif sous-quotient dewots qui al; comme période) soit toujours de type Tate
mixte, méme si la caractéristique d’Euler &g ne I'est pas.

e De toute facon, ce qui importe est la somme sur tous les gsaphlun ordre donné (un
graphe individuel n'a pas de sens physique: seule la sommntewsiles graphes donne
une quantité qui peut se mesurer). Méme s'il existait daplges qui ont des périodes
compliguées, elles pourraient se compenser quand on f[gelédeloppment perturbatif
tout entier. Plusieurs physiciens ont exprimé le sentimyee ce développment devrait
se trivialiser avec le bon choix de schéma de renormadisati

Le premier point suggere de comprendre comment la topoldes graphes peut contraindre
la fonction de comptage des points. Le second dit que laifonce comptage de points n’est
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pas tout a fait liee a I'arithmétique de la période:dlgeut queX; ait une fonction de comptage
non-polynomiale alors qu&; soit un multizéta.

Pour bien voir cette distinction et formuler la notion du gog de I, il faut comprendre
lesréperesdemot. Ce sont les deux classes données par la forme difféllergide domaine
d’intégration:

lwe] € (motg)ar €t [o] € (mota)p
Ces données permettent de sélectionner une seule é&iod l'intérieur demotq. Le sup-
port demot est le plus petit sous-quotient dets qui ‘contient’ les deux réperes. On peut
montrer queo| est dandV, ou W est la filtration par le poids, et un calcul facile montre que
Wymotg = Q(0) est de type Tate. Il reste donc a comprendre le répereajespond a la
forme differentielle.

Probleme 24.[4] “On aimerait que la partie de poids maximal 8i& = mot soit de Tate,
gI‘K{axM = Q(_p)@r

En plus, on aimerait qu'il existe une sous-structure de leatigrang un : Q(—p) — grlV, .M
tel que l'image devg € Myr dansgr!V My engendre(Q(—p))qr.”

max

Dans le méme article, Bloch, Esnault et Kreimer ont v@iite conclusion pour une famille
de graphes (les roues), et Doryn a ensuite généraliséstdtat pour une classe de graphes
zZig-zag dans sa these.

8. RESULTATS ET ARTICLES

8.1. Résune des Esultats. J'explique la conclusion de mes résultats (certains elalomla-
tion) dans cette direction avant de les traiter en plus gdénail dans les paragraphes qui suiv-
ent.

e Sens positif: jai obtenu des criteres sur la combinatditen grapheG pour quels
satisfasse a toutes les conjectures ci-desdysest un multizétamot est de Tate
mixte, [ X ] est un polyndme eq, le probléeme des réperes est résolu. Ces criteres sont
valables pour une grande classe de graphes, qui contigigiugnaent tous les exemples
connus des physiciens. Toutes les conjectures préasisomt vraies pour cette famille.

e Sens négatif: il existe des graphes explicites, physigredme planaires!) qui sont
modulaires. Cela veut dire que la fonction de comptage| est donnée par les coeffi-
cients de Fourier d’une forme modulaire, et trés loin@&mn polyndme. La conjecture
de Kontsevich est donc fausse pour ces graphes-la. En, ¢eitrepere donné par la
forme de Feynman n’est pas de type Tate, donc la conjectuvtadeplli et le probleme
des réperes sont faux aussi. A ce moment-la, les comgectandard disent qug;
n'est pas un multizéta, et la conjecture 3 est sans aucue fmusse.

e Renormalisation et poids: Avec Kreimer nous avons défimnotif renormalisénot <",
pour la période renormalisée des graphes avec des samrgatices. D’autre part, les
méthodes géomeétriques ci-dessus permettent de cenglig les graphes avec sous-
divergences ont des chutes de poids. Il n'y a donc aucun nagemanger le schéma
de renormalisation pour se débarrasser des contre-egsmyadulaires.

Du coup, il faut completement repenser le groupe de GatEm@ue.

Une partie des idées qui suivront est survolée dansdlarfiL9) et dans des transparents pour
la conférence "Amplitudes 2012” qui sont disponibles sarpage web.
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8.2. Périodes des graphes de Feynmanle passe en revue les quatre articles (7), (18), (12),
(24), qui traitent principalement des aspects ‘périodes intégrales de Feynman:

The massless higher-loop two-point functi@omm. in Math. Physics 287 , 925-958 (2009)
On the periods of some Feynman integrasXiv:0910.0114v2, (2009), 1-69.

Spanning forest polynomials and the transcendental wedfjlfeynman graphgavec K.
Yeats), Comm. in Math. Physics, vol. 301, 357-382 (2011)

Proof of the zig-zag conjectuf@avec O. Schnetz), arXiv:1208.1890 (2012)

8.2.1. The massless higher-loop two-point functidrarticle (7) est mon premier article de
physique. Il s’agit de traiter des graphes de Feynman 1@stoou les propagateurs sont élevés
a la puissancen;e, et I'on consideére les coefficients dans un développerpantrapport .
L'intéerét est que chaque tel graphe de Feynman décaté, @ effet, une infinité de graphes
de Feynman avec des sous-divergences données par dasscti@ibulles’ - qui sont des sous-
graphes avec 2 arétes et 2 sommets.

Le meilleur résultat préecédent dans cette directiait & seul graphe primitif & 2 boucles et
avec deux pattes externes (‘master massless 2 loop 2-pwictidn’) dont on avait conjecturé
pendant longtemps que son développment de Taylor s&#tcen termes de multizétas. Ce
probleme a était résolu en 2003 par Bierenbaum and \WWglnziar une méthode de Mellin-
Barnes qui se généralise difficilement. Le résultat anfvintroduit une nouvelle maniéere de
calculer les graphes de Feynman, et prolonge le recorcegedt par 3 ordres dans la série
perturbative.

Théoreme 25. Il existe un algorithme pour le calcul effectif deéveloppements de Taylor
des graphes de Feynmagkabiés en termes de mulitas (eventuellement avec des racines de
l'unité pour certains graphes non-planaires), pour tous les gegpjusqua 5 bouclesa une
seule exception ps.

Cet algorithme est en cours d'implémentation par C. Bagatindépendemment par E.
Panzer, qui a reussi a pousser la méthode jusqua 7 boulllestiéja donné lieu a un cer-
tain nombre d’applications concretes en physique (§8ib). Il faut signaler que le théoreme
précédent ne donne qu’une borne supérieure pour lexdgsrqui peuvent apparaitre: il est pos-
sible qu’on puisse enlever la réstriction des racinesw&t; en suivant I'analyse plus détaillee
de l'article décrit au paragraphe suivant.

8.2.2. Periods of Feynman integrald.e but du preprint (18) est de construire les fondements
géomeétriques et combinatoires pour le théoremegquiéat et batir une théorie beaucoup plus
générale pour I'analyse des intégrales de Feynman.

L'idée est de construire une suite d’hypersurfaggsou Xy,_1 = X et de montrer que
dans beaucoup de cas, les complem&hts(; se fibrent linéairement les uns sur les autres. Je
définis des invariants polynomiaux des graphes et je mapieede telles fibrations existent si
et seulement si ces invariants s’annulent. Ensuite, parlarigté universelle des espaces des
modules de courbes de gerravecn points marquési ,,, on dispose d’une application des
P\ X; vers lesO ,,, et la période peut se calculer dans ces espaces-la. Gaibpar le
resultat principal de ma thése que les période®tle, sont des multizétas. Finalement, il faut
comprendre sous quelles conditions combinatoires cesustisns polynomiales s’annulent.
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Plus en détail: j'étudie systématiquement certainstrpﬁnhestlfé"[{ qui dépendent de trois

sous-ensemblek, J, K d’arétes d&5 et qui généralisent le polyndme de Kirchhoff (le cas ou
lesI, J, K sontvides). Il y a un dictionnaire délicat entre les relasi algébriques satisfaites par
ces polyndmes et la combinatoire @e De Ia, on peut définir certains invariants polynomiaux
gui dépendent de la structure locale du grapheCes résultats sur les polynéméé"% ont
servi de maniere essentielle dans pratiquement tous st en physique. 7

Ensuite, je développe des techniques pour calculer lginis@ant A; de PYe—1\ X4 par
rapport & une projection si#*. Le discriminant est trés singulier et, dans certains pest
s’exprimer en fonction deB’(\Ilé’JK). Cela permet de définir les hypersurfacésmentionnées
précédemment. On montre qLie si les invariants défingessus s’annulent, alors les projec-
tions PV 1\ X — P\ X; se factorisent par des fibrations en courbes dont la mondresti
unipotente. Cela sera vrai seulement par rapport a certhioix d’ordres sur les arétes @e

Ces techniques devraient étre utiles pour déterminesihggilarités de Landau des intégrales
de Feynman en fonction des donnés cinématiques, et orepeisager des applications pour
I'étude des singularités infra-rouges.

La derniére étape est d'appliquer toute la machinerie rdupge fondamental de de Rham
des espaces des modul® ,,. Toute fibration en courbes de gertrgpeut s’envoyer dans
une courbe universell®g -1 — My, €t quand la monodromie est unipotente, et modulo
quelques subtilités lies a la ramification, on peut daicaes périodes en utilisant les techniques
de la construction bar diB. En mettant le tout ensemble, on a en patrticulier:

Théoreme 26. Il existe une classe infinie de graphesfidis de marire combinatoire, qui
donnent des multias, et tels que leur moiifiot; (ou une variante) soit de Tate mixte.

Une telle famille de graphes est celle d'épaisseur au plugl I'épaisseur est un invariant
combinatoire relativement facile & calculer que je défii@ns le méme article. La démonstration
du théoreme donne l'algorithme effectif pour calculer p&riodes mentionné précédemment.

La conclusion de cette théorie est gneraison pour laquelle les multizétas apparaissent est
a cause de cette propriété remarquable de fibration erbeswe genre zéro. On verra plus
loin que c’est en faita seule raisormque les multizétas apparaissent: dés que les obstradiion
I'existence de telles fibrations sont non-triviales, onbensur des contre-exemples modulaires.

Dans cet article je décris un procédé tres simple etafiigour calculer une des obstructions
polynomiales décrites précédemment. J'appelle caladaction des@hominateursqui jouera
un rdle central dans les articles qui suivent. Pour celggashdu polyndmel et on construit
une suite de polyndmes en éliminant successivement diebhes:

(8.1) Do =Yg Dlzwg}@m%?l . Dy=Wgh . ..., Dy

ou chaque dénominatedr;, est un résultant du précédent. Cette suite dépend dtne choisi

sur les arétes d&'. La classe des graphes pour lesquellgsest toujours de degré au plus

1 enay, s'appelleréductible par @nominateurs Cette classe contient tous les graphes dont la
période est connue numériquement, tous les grapheaid&sur< 3, et tous les graphes jusqu’a

7 boucles. On tombe sur des contre-exemples modulairededutite en sortant de cette classe.

8.2.3. Poids transcendantLa série perturbative est graduée par le nombre de boueidss
multizétas par le poids. La grande surprise est que cesigtiadsne cancident pas certains
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graphes ont une chute de poids. Kreimer a soulevé la quedéssayer de comprendre, com-
binatoirement, pourquoi ce phénomeéne existe.

Dans l'article (12), nous utilisons la méthode de réducties denominateurs pour répondre
a cette question, et nous prouvons des criteres combiestpour qu’un graphe ait une chute
de poids (transcendant). Le fait est que si/ipdans(8.1) s’annule, alors il y a une chute de
poids. Ces criteres suffisent pour expliquer toutes lesées qui sont disponibles a ce jour.
Plus tard, avec Doryn, nous avons rendu la réduction desrdimateurs cohomologique, d’ou
une démonstration rigoureuse de chute de poids dans lersgivique.

8.2.4. La conjecture zig-zagPuisque les intégralek; ne donnent pas des nombres connus
aujourd’hui en mathématiques, il reste la question: pallgs graphes’ peut-on déterminer
explicitementla périodels?

Il est assez étonnant que, malgré le faite que les treqgrantique des champs ont plus de
cinquante ansjl n’y a gu’une seule famille de graphes non-triviaux pouguglle une formule
conjecturale existe Cette famille est la famille des graphes zig-zag (il exisgrtes, d’autres
familles de graphes, tels que les roues, pour lesquellesrumad la période, mais ces graphes-
la ne sont pas physiques). Dans 1995, Broadhurst et Kredmteconjecturé que les graphes
zig-zag (ci-dessous) donnent lieu aux zétas simples.

Zs

Théoreme 27. (avec O. Schnetz). (Conjecture zig-zag 1995) Zpile graphe zig-zag avec
n > 3 boucles. Sagriode eségalea

2n — 2)! 1—(—1)"
12, = 4751(71 - 1))1 (1 - 2251—3) )5(2" -3

Ceci est la premiére famille infinie de graphes primitifasla’importe quelle théorie quan-
tique des champs renormalisable qui ont été calculésest@-dire, la totalité des résultats
précédents se résument en un nombre fini d’'exemplesdpkisésultats pour des graphes avec
divergences triviales (du style des chaines de bulles aoidessus).

Ce résultat est aussi important du point de vue motiviqua.c@nstate expérimentalement
que lesseuls grapheslans¢® qui sont des zétas simples sont les zig-zag [19]. Ces gsaphe
jouent donc le rdle des générateurs de I'algébre de latvgue.

La demonstration du théoréme précedent utilise uaertb’desfonctions graphiqueslue a
Schnetz, et qui repose sur une théorie des polylogarithméiiples uniformes que j'ai construite
quand jétais étudiant (1). Ceci est une méthode poatuev I, pour une famille assez re-
streinte de graphe&, en termes des polylogs uniformes. La famille zig-zag cpoed aux
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versions univaluées des polylogarithmes multiples duekiy 232 . 2(z), que I'on ne con-
nait pas explicitement (car cela fait intervenir des métiés dont on ne connait pas I'écriture
dans, disons, la base de Hoffmann).

Dans (24), nous construisons a la main la famille de fonstimultivaluées qu'il faut pour
calculer leslz, . Cela repose sur des propriétés miraculeuses des etaltidu type

€(2,...,2,3,2,...,2)
On conclut en utilisant un théoreme de Zagier qui exprie® mombres comme combinaisons
linéaires explicites de§(2n + 1) et ((2,...,2) (qui a servi dans ma démonstration de la con-
jecture de Deligne-lhara), pour exprimes, comme zéta simple.
8.3. Autour du programme du groupe de Galois cosmique.Les articles suivants:
A K3in¢* (avec O. Schnetz), Duke Mathematical Journal, Vol. 161 2201817-1862

Framings and the cohomology of graph hypersurfa@a®&c D. Doryn), preprint
Modular forms in Quantum Field Theofgvec O. Schnetz), preprint

The Galois coaction on* theory(avec O. Schnetz), preprint

montrent définitivement que le groupe décrivant lesquiss eny? est trés loin d’&tre le groupe
de Grothendieck-Teichmuller.

8.3.1. Un K3 dans¢* et la conjecture de KontseviclBoit X I'hypersurface du graphé.
Au lieu de considérer la fonction de comptage des pointdesucorps finis, il est mieux de
considérer la classe de I'hypersurfake dans le groupe de Grothendieck:

[X¢] € Ko(Varg)

ou k est un corps. C’est le groupe libre engendré par des cld§sesorphismegl’| de schéma
reduitV’, modulo des relations de découpage.

SoitL = [A}] le motif de Lefschetz. JiX(;] est un polyndme eh, alors cela implique que
[Xclq = #Xc(F,) est (le méme) polyndme en carlL, = g.

Théoreme 28. Soit G un graphe dépaisseur< 3. Alors la classeX] dans le groupe de
Grothendieck est un polgme en le motif de Lefschétz

Ce résultat impliquea fortiori que la conjecture de Kontsevich est vraie pour de tels geaphe
En plus, ce polyndbme peut se calculer effectivement, es totaisons pour quelques familles
de graphes. A ma connaissance, c'est le seul résultatfpt#sis la direction de la conjecture 5
qui soit valable pour une infinité de graphes physiques.

Pour ensuite construire des contre-exemples, nous d&firssinvariant ¢, d'un graphe.
Plus précisément, on demontre qu'il existe une clasg€) € Ky(Vary)/L telle que

[(X¢] = e2(G)L? mod L3
Au niveau du comptage des points, on a donc
(Xclq = 2(G)y ¢®> mod ¢*

ou c2(G) est une fonction qui g = p”, pourp premier, associe un élement(G), deZ/qZ.
Linvariant c2(G) a de trés bonnes propriétés combinatoires, et conteaidoup d’information
sur la période . On demontre que(G), peut se calculer par la réduction des dénominateurs
(8.1), donc l'invariantc, détecte aussi le poids transcendant ge



37

Pour falsifier la conjecture de Kontsevich, il suffit d’extiitunG aveccs (G) non-constant.
Pour simplifier, notong, (&) la réstriction de» aux nombres premiers seulement:

EQ(G) = (CQ(G)Q,CQ(G)g,CQ(G)5,. . ) €EFy xF3xFsx...

Théoreme 29.SoitG le graphe suivant avec 8 boucles. Al@gG) = (a2, a3, as,...) 0U G,
est la classe de,, modulop, et lesa,, sont les coefficients de Fourier de la forme modulaire

> anz" = (n(=)n(="))’
de poids 3 et niveau 7. Ici, on notgz) la fonction eta de Dedekind:
n(z) =22 -2,
n>1

On peut ensuite montrer par le théoreme des nombres presaiia théorie de la multiplica-
tion complexe ques(G) est hautement non-constant(eéfournit le contre-exemple voulu. En
plus, le graph&> a I'épaisseur, donc les résultats précédents sont probablement aptm

15

12
14

16 1 6 8

13
11

10 7

FIGURE 1. Un contre-exemple modulaire a la conjecture de Kontbevi

Le graphe ci-dessous avec 9 boucles, d’épaisseur 4, gfgnfournit un contre-exemple
planaire avec la méme fonction de comptage de points. Dp,co@me la version tres affaiblie
de la conjecture pour les graphes planaires (il y a une lotrgdéion en théorie quantique des
champs de se restreindre a la ‘limite planaire’ d'une tlg@st toujours fausse.

5

10 11

12 2

14 1
13
16 1
18

17

FIGURE 2. Un contre-exemplplanaire, d’épaisseur 4, a la conjecture 5

Pour démontrer le théoreme précédent, on appliquédaation des dénominateurs pour un
ordre bien choisi des arétes @& En effectuant des changements de variables astucieux, on
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tombe enfin sur une surface quartique d&hsll faut ensuite demontrer qu’elle est modulaire
en utilisant toute la théorie de Shioda-Inose sur la diaasion desK 3 singuliers, et les résultats
de Serre, Livné et autres sur la modularité des reprasens Galoisiennes de dimensi2n

Puisque le motif sous-jacent de ces contre-exemples espuissance symeétrique di!
d’'une certaine courbe elliptiquea multiplication complexe, on s’attend a ce que la péifgd
soit une période du groupe fondamental motiviqueEdarivé d’'un certain nombre de points.
Cela devrait donc s’exprimer en fonction des polylogargsmmultiples elliptiques dg€3.2.

8.3.2. Le probEme des regres et la conjecture de MarcolliLe but de I'article
Framings and cohomology of graph hypersurfaqaesec D. Doryn), preprint
est de rendre la réduction des dénominat¢8rs) cohomologique, donner une version coho-

mologique du:, et montrer que ceci est précisément le repére donnia pame differentielle
de Feynmam. Cela expliqgue pourquoi le comptage des points contrgbeids transcendant.
L'idée est que la réduction des denominateurs se traduiine série d'isomorphismes
grN_sH" (P ""\Dp) = griy g H" PV " N\Dyyr)(—1)

pourn > 5, et que la forme diﬁérentiell{egg—;"] engendresr_, H"(PN="\D,,). Cela donne
une machine pour calculer les repéres des graphes de FeyEmaarticulier:

Théoreme 30. SoitG un graphe éductible par @nominateurs avedy arétes. Alors,
Imaz = 9ran—eH" 1PV N\Xg) 2 Q3 - N),

est engendr par la classe de la forme diffentielle de Feynmajug].
Sil'un des @&nominateurdD,, s'annule, alors on a une chute de poids:

gron_¢HYHPY I\ Xg) =0
et les poids de la cohomologié™¥ ~1 (PY~1\ X;) sont< 2(N — 3).
La premiére équation du theéoréme dit que
ery HN ! (Xg) = Q(-2) ,

etgr!V HN=2(X¢) = 0 pouri < 3. Ce résultat est une trés grande généralisation chréhgée
de Bloch-Esnault-Kreimer pour les graphes de type ‘roue’.

Il restait la possibilité que les contre-exemples modetgiqui ont des fonctions de comptage
des points qui ne sont pas des polynémes, donnent quane aéspériodes qui sont des mul-
tizétas parce que le support de a l'intérieur demot est de type Tate mixte. Cela voudrait
dire que la partie modulaire de la caractéristique d’EdeX provient d'une autre partie de
la cohomologie que celle qui nous intéresse. En utiliseattéchniques ci-dessus, on montre
encore que cela ne peut pas &tre le cas:

Théoreme 31.SoitG le contre-exemple modulaire avec 8 boucles. Alors la foriffierdntielle
[we] de Feynman engendre la partie bigraude la conomologie de typ#3, 11):

a1 I, (P19 X )

qui est de dimensionh. Ceci n’est pas de type Tate, donc la conjecture de Marcsllfausse.
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Ce théoreme démontre que la partie modulaire de la femcte comptage de points que nous
avons considérée avec Schnetz provient précisémelat fdeme différentielle de Feynman. I
n'y a donc aucun moyen de s’en débarasser en changeant ddeng@dmeétrique, et cela tue
définitivement I'espoir qud soit de type multizéta.

Il se passe quand méme quelque chose de curieux: on mowtia partie de degré maximal
possible de la cohomologie A&, est toujours de type Tate. Autrement dit: les contre-exempl
modulaires ont forcément une chute de poids, dans le ssmi di-dessus. Ceci pourrait laisser

un petit espoir que la partie de poids maximal d’une théguiantique des champs soit de type
multizéta.

8.3.3. Formes modulaires en QFTOnN peut ensuite se demander ce qui se passe plus loin dans
la série pertubative. Cette question reste totalemers #@mportée en général, mais I'invariant

co nous donne un moyen d'analyser la nature arithmétique @esedesl sans avoir a les
calculer. Dans ce travail en commun avec O. Schnetz, deeakpérimentale, nous avons
calculé les invariants;(G), € F, pour des petits nombres premiers pour tous les graphes
dans¢? jusqu’a 10 boucles (c’est loin d'&tre trivial, car les ydbmes¥ sont de degré 20 et
comportent des millions de termes, donc une approche eafwetalement impossible. En plus

il y a des dizaines de milliers de graphes. Il faut @voquetetda théorie dus pour s’en sortir).

La surprise est gu'il existe un grand nombre de telles sepiecoincident, expérimentalement,
avec des développements de Fourier de formes modulaiagsrababilité que le vecteur

(CQ(G)Q, ... ,CQ(G)lg) eFy x...xFyg,

par exemple, soit identifié ‘par accident’ est de I'ordreld&0”. Nous trouvons:
e < 6 boucles: On démontre qU& ;] est toujours un polynéme.

e 7 boucles: On obtient aussi quelques nouveaux invariantgi sont des fonctions de
comptage quasi-polynomiayX? + X + 1],, [X? — 1],.

e 8 boucles. A partir de ce point-la, on est obligé de se rigstre au calcul du;. On
obtient les quatre invariants modulaires donnés par les formules:

n(q)*n(¢*)n(g*)n(¢®)*  de poids3 et niveaus

(n(q)n(q"))? de poids3 et niveau?
(n(q)n(g®)* de poids! et niveaus
(n(q)n(qg*))® de poidss et niveaws

Nous avons une description compléete des invarianpour tous les graphes a cet ordre.
e ¢/ =9,10. On trouve encore une douzaine de formes modulaires et b@autautres
séeriesco(G) que I'on n'arrive pas a identifier pour l'instant.

Voici une table des formes modulaires qui apparaissent ldath&€orie quantique des champs a
huit, neuf, et dix boucles:
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poids | 2 5 6 7 8

niveau| 11 5 9 3k 9 10
14 7 |4y 7 3
15 710 8 5 8 [5ho
17 -9 11 6 11 6
19 9 12 [ 15 7
20 15 10 15 8 15 8
21 16 12 15 9 16 8
24 19 [13, 19 [10, 19 9
26 20 20 10 20 10
26 20 [17, 20 10 20 12

Conclusion: les intégrale&; sont beaucoup plus exotiqgues que personne n'avait imaginé
mais sont quand-méme tres spéciales.

Quelgues remarques importantes:

e Les formes modulaires de poidsi’apparaissent pas. On ne sait pas pourquoi. Cepen-
dant, si I'on considere des graphes dans avec des sommets de degré 5 - on trouve
bien des courbes elliptiques modulaires donnant des fod@e®ids2.

e Nous avons une description compléte de la théorie a 8lésud.es contre-exemples
modulaires sont isolés, et done peuvent pas se compenser quand on prend la somme
sur tous les graphes.

e Les élements de la table ont des niveaux trés bas. Est-aeaident ?

8.3.4. L’'action de Galois motivique sup*. Si les périodes de? restent inaccessibles, nous
pouvons quand méme essayer de comprendre la partie (emp®rtqui donne bien des mul-
tizétas. Les données numériques sont considérat®s@h dispose maintenant (vdjb.2) de

la notion de multizéta motivique, sur laguelle nous powsverplicitement calculer I'action du

groupe de Galois motivique d&17 (Z). D’ou la question: comment agit le groupe de Galois
motivique sur la partie de la&sie perturbative que I'on connait.

C’est la question a lagquelle on essaye de répondre datisl8a(30). Il s’agit, aussi, d’'un
travail expérimental. On traduit tous les résultats emnpour les périodes dg&* en termes des
multizétas motiviques, et on calcule la coaction. On teles phénoménes suivants:

e Les périodes de? sont fermées sous I'action du groupe de Galois motivique.
e L'action du groupe de Galois motivique se factorise par urssgroupe strict.

Le second point implique que les périodes¢desatisfont & des contraintes fortes qui s’ecrivent
en termes de la coaction. Cela donne une restriction sigtilées combinaisons linéaires des
multizétas qui ont le droit d’apparaitre.

Méme sur la partie de* qui est de type multizéta, ce n'est pas le groupe de Groibekd
Teichmuller qui agit, mais un quotient bien plus petit!

La conclusion de tout cela est que les périodes des tlsequigntiques des champs sont bien
plus complexes que ce que l'on avait pu imaginer, mais satisi des contraintes fortes, et
subtiles, liées a I'action du groupe de Galois motivique.

8.4. Renormalisation. Lidée de l'article
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Angles, scales and parametric renormalizati@rXiv:1112.1180v1 (2011), 1-56 (avec D.
Kreimer)

est de reformuler la renormalisation dans un langage dedmgfrie algébrique et de demontrer
ses propriétés rigoureusement.

La rénormalisation consiste, premiérement, a choisi achelleS, qui est une fonction
guadratique définie positive des impulsiafsexternes des particules, et des massesen
question. On dispose de 'algébre de Hopf de Kreifer Q[Graphe§ dont le spectre définit
un groupe pro-algébrique. Le choix du groupe de renorai@dis sera un sous-groupe a un
parameétre delf: on peut voirH comme le groupe universel par lequel se factorisent tous
les groupes de renormalisation possibles. Le choixSd#gonne d'abord une décomposition
des parameétres cineématiques en fonction de I'echgllet des angle®;; = S~'(gi.q;) et
0. = S~'m?2 qui n'ont pas de dimension. On na#g, O le point de renormalisation. A un
graphel’ € H, on associe I'amplitude renormalisée via la loi de controtusur H:

" (T) = @7 (Op) * 1-5(S) * B(O9)(T)

Ici, ®g : H — C est une application qui dépend purement des arglest pas de I'echelle
S. C’est donné par des intégrales explicites paramé&sqiui sont absolument convergentes.
Ensuite, I'application®;_, : H — C dépend d’'un choix de morphisni¢ — H;_, ou H;_,
est une algébre de Hopf de graphes avec une seule échelmirit essentiel est que I'on définit
une application ‘regles de Feynman renormalisées’

®: Hy_y — Cllog(S/So)]

qui définit un morphisme de groupés, — Spec H;_5. Le morphismed;_, est obtenu en
composant avec celui-ci, et ne dépend que de I'eclsellen a donc une procédure pour séparer
completement les dépendances en les arglesl’échelleS en termes d’intégrales finies.

Concretement, pour tout grapfieon écrit son amplitude renormalisée comme somme et
produits d’intégrales de périodes qui convergent almseht. Pour cela on se sert des polyndmes
des graphe¥ -, mais également du second polyndme de Symabgilui intervient de maniére
essentielle. Ces intégrales paramétriques se prétsaoite a toute I'analyse des périodes que
I'on a effectué dan§8.2.2, et pourront se calculer aussi par I'algorithme&&ié.

Dans cet article nous démontrons rigoureusement leén@mcélebre de Hepp sur la finitude
des amplitudes renormalisées, et le théoreme du graaipendrmalisation de Callan-Symanzik.

8.4.1. Propriétes ducs. Ensuite, dans l'article
On thecs invariants of Feynman graphgreprint 2012 (avec O. Schnetz, K. Yeats)
nous démontrons un certain nombre de choses, dont I'éslsécit est le résultat suivant:

Théoreme 32. Soit G un graphe ave@hg; = Ng. SiG contient un sous-graphe divergent,
alors ca(G) s’annule.

Cela devrait impliquer, pour les graphes avec une seulellectgue les contre-exemples
modulaires ne peuvent pas disparaitre lorsqu’on prendrfarge sur tous les graphes. Il n'y a
donc aucun moyen de changer le schéma de renormalisatiorgpe seulement des périodes
de type multizéta y restent. Il ne reste strictement riegcapérer des conjectures du style ‘QFT
= multizéta'.
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8.4.2. La réincarnation d’'un groupe de Galois cosmiqué® corollaire du travail préecédent
est qudes amplitudes renormak®s pour n'importe quel graphet non seulement les graphes
primitifs sont des périodes de motifs (structures de Hadoges). On peut donc définir I'action
d’un groupe Tannakien sur les motifs avec repéres

[M, wr™, o]

ou M = motgE™ est une structure de Hodge mixtec My etw[® € Myr. On obtient donc
un groupe ‘motivique’ qui agit sur toutes les périodes migties deg?, et on peut ensuite se
poser des questions sur la nature de cette action. |l n&atmds clair que ce groupe préserve
I'alg&bre engendrée par les périodes motiviquegide

8.5. Algorithmique et applications en physique. Une partie de mon grant ERC est consacrée
al'implémentation de la méthode d'intégration paedritjue ci-dessus pour obtenir de nouvelles
méthodes efficaces pour le calcul des intégrales de Fayeiraurs applications a la physique.

Cela a été effectué par Fabian Wissbrock, un étudiasttipe, qui a appliqué la méthode pour
le calcul de certains graphes avec masses dans la théol@ectieomodynamique quantique,
décrit dans le preprint:

Massive 3-loop Ladder Diagrams for Quarkonic Local Operadiatrix ElementsJ. Ablinger,
J. Bluemlein, A. Hasselhuhn, S. Klein, C. Schneider, F. Wissk, arXiv:1206.2252 (2012)

C’est, d’apres leur conclusion, feule néthodeconnue qui soit capable de résoudre le dia-
gramme le plus difficile considéré dans cet article. |l yeadbnc sans doute d’autres applications
guand on passe a des ordres plus élevés.

D’un autre coté, Christian Bogner, actuellement en pmsédBerlin, est en train d'implémenter
la méthode de maniere trés générale, et de I'optinpeenr des calculs a grand nombre de
boucles. Quelques remarques: d’apres les résultatsssiud, cette méthode d'intégration sym-
bolique et paramétrique va, en théorie, tres nettemkrst Ipin que les méthodes existantes.
En plus, c’est la seule méthode qui existe qui soit capableaiter les sous-divergences non-
triviales (qui ne se réduisent pas a des bulles), en la smnbavec les travaux d@.4. Recem-
ment Erik Panzer a reussi a calculer les premiers exemples type (graphes de Feymnan avec
des sous-divergences non-triviales) dont le premier a 6lbsuen utilisant cette méthode.

8.6. Quelgues probEmes et ouvertures.

(1) Théories de jaugeUn travail en cours avec Kreimer a pour but de général®ee cette
histoire aux théories de jauge. Un objectif est de pouvoimer des informations qual-
itatives sur la série perturbative et d’essayer d'exgiges ‘annulations miraculeuses’
de certains zétas. Aussi, il est inacceptable que le cdigl— 2 en électrodynamique
quantique a 5 boucles prennent plus de 25 ans de travailretrdbreux années de post-
doc. Ceci doit pouvoir s’automatiser et se traiter de nranieaucoup plus efficace.

(2) Singulari€s infra-rougesll s'agit de traiter rigoureusement les singularitésanfouges
et de comprendre, par exemple, le théoreme de KinoskigaNauenberg dans le con-
texte de la géométrie algébrique.

(3) La conjecture de comgtion Une conjecture importante, mais j'espére, abordabte, es
de démontrer que l'invariant, est stable par 'opération de complétion de graphes. I
faut montrer ques(G1) = ca(Gs) lorsqueG; = Gs, ot G est le graphe compléte de
G (rajouter un sommet, et le connecter aux 4 sommets trivelent
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(4) Vers une formule pour la coaction motiviquéJn but ultime, trés ambitieux, serait
d’'essayer de comprendre combinatoirement I'action dupggale Galois motivique sur
les amplitudes de®. Il s’agit de définir une sorte de coproduit combinatoire les
graphes qui est compatible aux périodes. Les graphesagigear exemple, devraient
étre les seuls éléments primitifs pour ce coproduit.
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9. RESULTATS ANTERIEURSA MA THESE

9.1. Crit ere de Li pour I'hypoth ese de Riemann.
Journal of Number theor§11(2005), 1-32.

X.-J. Li a démontré en 1997 que I'hypothése de Rieman@@silvalente a une série infinie
d’'inégalités Py, ..., P,,... en les premiers: coefficients du développement de Taylor de la
fonction zéta de Riemann. Dans cet article, j'ai demenine version effective de ce critére
pour une classe tres générale de fonctions zétas endédos L. Précisément, je montre que
la positivité des premiered inégalitésP;, . .., Py est équivalente a I'existence d’une grande
région sans zéros a l'intérieur de la bande critiques'disere que la premiére inégalité de Li
P, > 0 est toujours vraie, et dans le cas de la fonction zéta de &iaraquivaut a I'inégalité

2+ > log(4rm) ,

ou- est la constante d’Euler. La seconde inégalité dé’.i>> 0, est beaucoup plus profonde, et
n'est pas connue en général. Sgik) la fonction zéta de Dedekind d’un corps de nombres, ou
une fonctionZ de Dirichlet. SK(s) est lafonction complétée par des facteurs gamma, kiliiggy

P, > 0 peut s’écrire:

¢ €' ¢'(1))2
O3 (e +em ) 2 (amy)
Dans cet articlge demontre que l'iggalite (9.1) entraine que((s) n'a pas de 2ros de Siegel
La question de I'existence ou non des zéros de Siegel regimbleme important dans la théorie
analytique des nombres, et l'inégalité ci-dessus dospdir de trouver un critére arithmétique
ou geomeétrique pour la non-existence de tels zéros (lestiéss(1),£'(1) sont des périodes
ou des logarithmes de périodes, mais rien n’est connu swatlae de£” (1)).

9.2. Versions uniformes des polylogarithmes multiples.
Comptes Rendus de 'Acachie des ScienceSer. 1338(2004), 527-532.

Des versions uniformes (sans monodromie) des polylogaeghclassiques
[e.e] ,Zk
Li,(2) = —
in(2) kz_:l o

ont &té construites par Zagier, Ramakrishnan, Bloch,tkbajiak et d'autres, et donnent lieu
conjecturalement aux applications régulateurskethéorie algébrique, aux fonctions volume
pour les variétés hyperboliques, et aux valeurs spEidés fonctiong d’Artin (conjecture de
Zagier). Par exemple, la version uniforme du dilogarithrae d Bloch-Wigner est la fonction
analytique réelle:

S(Lig(2) + log |z|log(1l — z)) .
Dans ce travail je construis, plus généralemeotites les versions uniformes des polyloga-
rithmes multiples en une variablki, (z), otw € {0,1}". On dispose donc d’une version uni-
forme canonique de toute intégrale iteréeBti{0, 1, c0}. Cela peut se faire de telle maniére a
ce que toutes les relations algébriques et differeasdjbar rapport %) sont préservées. Toute
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équation differentielle unipotente sBt\{0, 1,00} a donc une solution uniforme en termes de
ces fonctions. En particulier, toutes les versions piénées des polylogarithmes classiques
uniformes s’expriment explicitement en termes de ces fonstplus générales.

Dans un travail non publié, je généralise cette constmgour donner des versions canon-
iques uniformes des fonctions polylogarithmes en plusieariables complexes: notamment
pour toutes les intégrales itérées g ,,.

Le travail ci-dessus a recemment trouvé plusieurs agipdias en physique des hautes énergies:
souvent les intégrales de Feynman, vues comme fonctionpammetres cinematiques ex-
ternes, sont uniformes par définition (‘no branch cuts iphysical channels’), et s’expriment
donc en termes des polylogarithmes uniformes décritessas. C'est le cas notamment pour
certaines topologies eff* (travaux de O. Schnetz, et independamment, J. Drummondjsst a
enN = 4 Super Yang-Mills, devenue extrémement populaire en ce @mbnvoir, par exemple:

Single-valued harmonic polylogarithms and the multi-Refjgit, arXiv:1207.0186, Lance J.
Dixon, Claude Duhr, Jeffrey Pennington (2012), 1-71

Generalised ladders and single-valued polylogaritharXiv:1207.3824, J. M. Drummond
(2012), 1-27

Three-mass triangle integrals and single-valued polytidbens, arXiv:1209.2722, F. Chavez,
C. Duhr, (2012) 1-31.

L'idee de la construction de ces fonctions a aussi serésaudre la conjecture zig-zag en
théorie quantique des champs (travail en commun avec @e&oh \Voir la parti€8.2.4.

9.3. Biologie. En début de thése, j'ai travaillé sur quelques questi@es a la biologie. Il en
est sorti, entre autres, un article de combinatoire

On arithmetic and Asymptotic properties of up-down numifarsec T. Fink, K. Willbrand),
Discrete Math. 307 (2007), 1722-1736.

qui traite du comptage du nombfe(c) de permutations de longue¥ avec un profilo €
{+, =} donné (le profil d'une permutation(1), ..., n(n) est la suite des signés (i + 1) —
(1)) pourl < i < n.) Ces nombres interviennent dans la classification desilsintgs des
fonctions d’une variable réelle (Arnold), et sont liexawefficients de Littlewood-Richardson
pour la multiplication des foncteurs de Schur. Dans cetlartious avons donné une formule
universelle, des estimations asymptotiques, et des cengegp-adiques pour ces nombres.
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