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Applications conservant une mesure absolument
continue par rapport a dx sur [0, 1]

D. Ruelle
Institut des Hautes Etudes Scientifique, F-91440 Bures-sur-Yvette, France

Abstract. Sufficient conditions are given such that a differentiable, non
invertible, map ¢:[0,11—[0, 1] leaves invariant a measure absolutely con-
tinuous with respect to the Lebesgue measure. In particular, this is shown to be
the case for g(x)=Rx(1—x) when R=3,6785735....

Nous nous intéressons dans cette note & des applications différentiables non
invertibles de I'intervalle [0, 1] dans lui-méme pour lesquelles il existe une mesure
invariante absolument continue par rapport a dx. De telles mesures invariantes
nexistent pas «en général» : cela résulte d’un théoréme de Iakobson [2] qui affirme
que les applications Q-stables de S* dans lui-méme forment un ensemble dense pour
la topologie C!. Nous obtiendrons cependant des conditions suffisantes assez
générales pour lexistence d’une mesure invariante absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue.

L’intérét que présente I'existence d’une telle mesure est qu’elle est ici liée & une
«dépendance sensitive par rapport a la condition initiale» pour 'évolution a temps
discret définie par g:[0, 1]~[0, 1]. La sensitivité par rapport a la condition initiale
joue un role important dans divers problémes de physique et d’écologie (voir Lorenz
[4], Ruelle-Takens [7], May [5]).

Nous discuterons surtout des applications du type indiqué sur la Figure 1:
croissant de 0 & 1 sur un intervalle [0, ¢], puis décroissant de 1 4 0 sur [¢, 1]. Nous
commengons par rappeler un cas classique (voir Ulam-von Neumann [8]), celui de
I'application x+4x(1—x).

Soient f, o les applications continues de [0, 1] sur lui-mé&me définies par

fx)=4x{1—x)
o(x)= %arc sin 1/3?

Alors ¢ est un homéomorphisme et

nx 1—cosmx
1(x)--~s1n2 5=y
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En outre
f=pfop7!
est donnée, comme on le vérifie immédiatement, par
- 2x si xe[0,4]
fx)= : 1
21—x) si xe[31].

La mesure de Lebesgue m est invariante pour f, donc f laisse invariante ¢~ 'm, Cest-
a-dire la mesure donnée par

dp(x) dxe l dx
dx

T /x(1=x)

Lemme 1. Soit h une fonction croissante sur [0, 1] avec W0)=0, k(1)=1. Supposons
que la dérivée I est Holder continue d’exposant v, et satisfait 0<a <h' <. Alors la
dérivée W de h=q@ohop™* est Hélder continue dexposant y el satisfait

(o~ 'm)(dx)=

=
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On a I'identité
~ d _
)= ——gheo™'()
X
1 nXx X
= = (o 1(x))-sin — -cos —
V/(heo ™ (x))(L—hop ™ (x)) 22

1
_[9T'x) 1-97'(x) >5 .oy
[ om0

Si P'on utilise les inégalités

axSh(x)<px; al—x)S1—hx)Sp1—x)

il vient immédiatement o/f < I < /o Comme ¢~ ! est de classe C1, la continuité de
Haolder de &' résulte de celle des fonctions
h -
M 1),
1—x
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On a par exemple, en utilisant la formule de Taylor
th'(t)— h(t) =t (1) — WO £tClt — 0P S Cpr ¥ 1,
Dong, si x<y,

hO) _ hx)

Y th' () — h(t) ¥
y x 2

=§—-——i——~—dt§erV”1

X

C C
— S =X)S =l
Y Y

Lemme 2. Soit § une fonction continue sur [0, 1], croissant de 0 d 1 sur un intervalle
[0, ], puis décroissant de 1 a 0 sur [¢, 1] (voir Fig. 2). On suppose que § a une dérivée
g Holder continue d’exposant y sur [0,%] et sur [Z, 173, avec |§'| > 1. 1l existe alors k
Hélder continue d’exposant y sur [0, 1] telle que ¢*®dx est une mesure de probabilité
g-invariante sur [0, 1].

Pour la démonstration, voir Ruelle [6], Section 7.31. Si j est de classe C* par
morceaux, Vexistence d’une mesure J-invariante équivalente a dx résulte aussi d’'un
théoréme de Lasota et Yorke [3].

Proposition. Soient h,, h, des fonctions croissantes sur [0,1] avec h(0)=0, h{1)= 1.
On suppose que les dérivées h, sont Holder continues et satisfont aux inégalités 0 <o,
SH B, Alors, si20,0,/8, B, > 1, il existe une mesure de probabilité équivalente d dx
sur [0,1], et invariante pour hyefoh, (ot f(x)=4x{1—x)).

Soit g=h,o foh,.On peut écrire j =ﬁzofoﬁl, avec j=q@ogop L,... et [f1=2.11
résulte donc du Lemme 1 que la dérivée §' est Holder continue et satisfait

0,0
G222 >1.
BB,

Par le Lemme 2, il existe alors une mesure de probabilité j-invariante de la forme
“@dx sur [0,1]. L'image de cette mesure par ¢~ ' est

P x
)/ x(1— xj )

C’est une mesure g-invariante équivalente 4 la mesure de Lebesgue sur [0, 1].
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Corollaire 1. Soit g une fonction concave sur [0,1] telle que g(0)=g(1)=0 et
maxg(x)=1. Si g est de classe C**7 et si

u<—3%g"'<v avec v:<4du®

alors il existe une mesure de probabilité g-invariante équivalente a dx sur [0,1].

T lg@ldr

Posons h,(x)= j ————— alors foh, =g parce que h,(x)=%(1—(sgng'(x))

1—g(®)
‘Y 1—g(x)). La derlvee | est Holder continue d’exposant y. En effet si ¢ est tel que
glc)=1letsix<y,ona

YvA
) -l | gy

41/*“*1_( ,g"() 20 —g0)

2C
< ICIt—ct“”“‘déTiy-xi”-

En outre, on voit aisément que

minlg' (173 < M
S R e

Par conséquent

d1=*7_h, V =
et 20, /B, > 1.

Corollaire 2. Soit I un intervalle compact de R, Il existe une variété X de codimension 1
dans C**(1,1) telle que toute ge X posséde une mesure de probabilité invariante
absolument continue par rapport d la mesure de Lebesgue sur 1.

On peut prendre {=[—¢,1+¢] avec £>0. Posons alors

= {ge C** (L 1) :g(mfx g(x)) = gz(mftxg(x))}

et soit g, €S telle que go(x) =4x(1— x) pour xe[0, 1] et go(x) <0 pour x¢[0,1]. Si X
est un voisinage ouvert assez petit de g, dans S, alors X est une sous-variété de
codimension 1 dans C?>*(I,I). En outre toute fonction geX, restreinte a
[Hg(max g), max g], satisfait, aprés un changement linéaire de variables, aux
conditions du Coroliaire 1.

Exemple. Soit R=3,6785735... la seule racine réelle de Iéquation (R—2)%(R+2)
=16, et posons g(x)=(R —2)*x(1—x)[1+(R —2)x(1 —x)]. Alors g applique [0,1]
sur lui-méme. Si 'on définit 4, comme dans la démonstration du Corollaire 1, on a
encore g=fh,. Le Corollaire 1 ne s’applique pas (g n’est pas concave), mais un
calcul élémentaire montre que

< B 2)1F

“ﬂ/RTz HmET




Applications conservant une mesure 51

2)/2
J/R(R+2)

mesure invariante équivalente a la mesure de Lebesgue.
Pour 0=£r =4, soit f(x)=rx(1—x). Alors f, applique [0, 1] dans lui-méme. En
particulier f; permute les intervalles [1/R, 1 —1/R] et {1—1/R, R/4]. SiTon pose

P(x)=(R—1—Rx})/(R—2), il vient ¥ %, 1-i}—[0, 1] et Pofpo? 1 (x)=(R

Comme g =0,6188503.. . > %, la Proposition montre que g a une

zl=

—2)x(x — 1), doncye fro fro P~ Y (x)=g(x). Durésultat obtenu plus haut pour g, on
déduit que fg - fz 8 une mesure invariante équivalente a la mesure de Lebesgue sur
1 1 . . - X

[}i’ 1— I—J, donc que f, a une mesure invariante équivalente & la mesure de

1
Leb —
ebesgue sur |-,

R . ' . .
—J. Ceci confirme une conjecture de Dunet, Sakowitsch et

Taranco [1].

En général, on peut conjecturer que f, a une mesure invariante absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue quand I'image du point critique 1 par
une itérée de f, tombe sur une orbite périodique répulsive.
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