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THEORIE DES GROUPES. — Groupes formels associés aux anneaux de Wit
généralisés. Note (*) de M. Pierre GArTIER, présentée par M. Jean Leray.

A tout anneau commutatif A, on peut associer (') un anneau de Witt gené-
ralisé W (A) et (*) un ~-anneau universel A (A). L’existence d’un isomorphisme entre
ces deux anneaux permet de généraliser les résultats de Dieudonné (*) concernant
les groupes formels associés aux groupes de Witt usuels. En particulier, nous déter-
minons ’anneau des endomorphismes et la bialgebre des groupes de Witt géné-
ralisés, et nous définissons une autodualité pour ces groupes.

1. ANNEaUx DE WiIrT GENERALISES. — Il existe un foncteur W de
la catégorie des anneaux commutatifs dans elle-méme et un seul, qu
jouisse des propriétés suivantes |

a. Pour tout anneau commutatif A, 'ensemble W(A) se compose des
suites a = (a,),., d’éléments de A, et pour tout homomorphisme
d’anneaux o : A — B, 'homomorphisme W (g) transforme la suite a en
I8 _suite (6 (a,)),.

b. Pour tout anneau commutatif A, et tout entier n -1, l'applica-

tion w,:a > V d.a)/* est un homomorphisme d’anneaux de W(A)

(/]/z

dans A.
Par ailleurs, s1i A est un anneau commutatif, on note A(A) I’ensemble
coetlicients dans A, de terme constant égal a 1.

\

des séries formelles

[’application K : a +——>H(1 — a,t")"* est une bijection de W(A) sur A(A)

telle que E(a + b) = E(a).E(b); on peut donc définir dans A(A) une
lo1 de composition par la regle fx g= E(E'(f).E*(g)). La multipli-
cation usuelle dans A(A) et 'opération % définissent sur A(A) une structure
d’anneau commutatif, qui coincide avec celle que Grothendieck a intro-
duite dans ().

ENpomorPHISMES DES GROUPES DE Wirr. — Soit K un anneau
commutatif. On notera Algy la catégorie des K-algébres commutatives,
et Wy le foncteur en groupes commutatifs sur Alg, qui associe a toute
algebre A le groupe additif de I'anneau W(A). La définition de A, est
analogue. Selon I'usage, on note G, et G, les foncteurs en groupes
sur Algy associant respectivement a une algebre A son groupe additif
et le groupe multiplicatif de ses unités. On note A, D’anneau de
polyndmes K [a] et f, 'élément (1 — at) ' de A (A,).

Lemme. — Soit G un foncteur en groupes commutatifs sur Algy, trans-
formant une injection en une injection. Si deux homomorphismes w et ¢ de
foncteurs en groupes de Ay dans G sont tels que u, (f,) = ¢,.(f.), on a u = .

Lisomorphisme E : Wi Ap permet de traduire le lemme en termes
de Wyi. On en déduit les conséquences suivantes :

La suite (sw,), , est une base du K-module Hom (W, G.).

.
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b. On défimit pour tout entier n 1 des endomorphismes V, et F,
de Ag en notant V,f la série f(¢") et en posant N[f] = (F.f) (¢*), ou N[...]
désigne la norme prise de A [[t]] a A[[t"]]. Les formules suivantes carac-
térisent V, et F, :

(1) V(1 — at) =1 — at, F.(1— at) =1 — a"t.

Nous définirons aussi 'endomorphisme [¢] de Ag par la formule
(le].f)(t) = f(ct) pour c€ K; enfin, nous 1dentifierons griace a l'isomor-
phisme K les anneaux d’endomorphismes End(Ag) et End(Wy).

Tutorime 1. — Tout endomorphisme uw de Wy s’écrit de maniére unique

sous la forme u = Z V. eun] . Frny, ot pour chaque entier m >~ 1, U’ensemble
m, n

des entiers n >>1 avec ¢, o0 est fint.

[Démonstration au moyen du lemme, les coeflicients ¢,, sont définis

par u, (fo) = H(I = Gl t’“)”“.:l

m, n

Le théoreme 1 permet de décrire comme suit I'anneau End(Wy). Tout
d’abord, on 1dentifie de maniere naturelle W(K) a un sous-anneau
de End(Wy). Quels que soient les entiers m et n, on a F,F, = F,,; par
suite, le sous-anneau H de End(Wg) engendré par W(K) et les I, est
isomorphe a l'anneau des polyndomes a coeflicients dans W(K) en des
variables F, (p premier) qui commutent entre elles et telles que
F,.a=a” F, pour tout a€W(K) (on note a” I'image de a par F,).
Introduisons ensuite 'anneau S des séries formelles a coeflicients dans H
en des variables V ,(p premier) qui commutent deux a deux et dont les

regles de commutation avec les éléments de H sont les suivantes :

(2) BTy, Al PN — Noulie (pour p == q).

On peut alors identifier End (Wy) au quotient de 'anneau S par l'idéal
bilatére engendré par les éléments F,.V,— p, V,.a.F,—Db ou a est
dans W(K) et b est 'image de a par V,.

3. DEcoMPOSITIONS DES GROUPES DE WITT.

a. Supposons d’abord que K soit une algébre sur le corps Q des nombres
rationnels. On notera [ ’ensemble des entiers n 1 et Ny 'intersection
des noyaux des endomorphismes F, de Wg pour n >1. Pour toute
K-algébre commutative A, tout élément de Wy(A) s’écrit de maniere

unique sous la forme Z V..a(n) avec a(n)€Ng(A) pour tout ne€l.

nel
La multiplication par un entier n =1 est un automorphisme de Wy, et

le projecteur de Wy sur Ny nul sur V,Ng pour m >1 est égal a

Z[}L(n)/n] V.F. (en notant v la fonction de Mébius). Pour tout

nel
entier n€ I, w, est nul sur V,, N pour m == n et induit un isomorphisme
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de V, N, sur G, ; le foncteur en groupes Wy est donc isomorphe a (G,)'.
On peut par suite identifier End (Wx) a4 anneau des matrices carrées
de type I a coeflicients dans K, dont chaque ligne a un nombre fin1 d’élé-
ments non nuls, Panneau W(K) s’identifiant & P'anneau des matrices
diagonales.

b. Soit p un nombre premier. On note I(p) 'ensemble des nombres
entiers positifs non divisibles par p, et 'on suppose que les éléments
de 1(p) sont inversibles dans K.

Par ailleurs, on note N ; I'intersection des noyaux des endomorphismes
F, de Wy pour n =41 dans I(p), et W,.i le foncteur « groupe additif
des vecteurs de Witt usuels ». La formule z(a),, = a,.(pour m =~ o entier)

—_—— — A
—

définit un isomorphisme ¢ de N  sur W, . ; la multiplication par tout

entier appartenant a I(p) est un automorphisme de W, et l'endo-

. . | . .
morphisme Z [u.(n)/n] V,F, est un projecteur de Wyg sur N nul sur

nel (p)
I'image de V, pour tout entier n = 1 dans I(p); enfin, pour toute K-algebre

commutative A, tout élément de Wi (A) s’écrit de maniere unique sous la

forme Z V..a(n) avec a(n) €N x(A) pour n€ l(p).

\
,

nel(p)

Ce qui précede définit un isomorphisme de Wy avec le produit (W,. )"
Par suite, 'anneau End(Wy) est canoniquement isomorphe a anneau
des matrices carrées de type I(p) a coeflictents dans I'anneau
H,— End(W,.y), dont chaque ligne n’a qu'un nombre fim1 d’éléments
non nuls. Quant a 'anneau H, 1l peut se représenter comme ['anneau
des séries formelles en une variable V,, dont les coeflicients sont des poly-
nomes en une variable I, a coeflicients dans 'anneau de Witt usuel W ,.(K),

les relations suivantes formant une présentation de H, :

(2) Ko a—= ALl . RV —V, . &R EZN s D
(4) YV ,i&iF,—D avec a€W,.(Kk) el 02V ay.

Plus particulierement, s1 K est un corps de caractéristique p = o, on
peut remplacer (4) par V,F,= p, et H, n’est autre que 'anneau étudié par
Dieudonné (*). '

4. DuariTé. — Pour tout anneau commutatif A, 'ensemble W(A) des
¢léments de W(A) a coordonnées nilpotentes, nulles sauf un nombre fini
d’entre elles, est un 1déal de 'anneau W(A); on en déduit la définition du
sous-foncteur W; de W, (« complété formel a Dorigine » de Wy). Etant
donnés ae W(A) et be \’V(A), on note {(a,b > la valeur en .t =1 .du
polyndme E(a.b)€A [t]. Ceci définit un accouplement de W; x W,
dans G, . Par application du lemme du n® 2, on obtient facilement le
résultat survant :

Tutoreme 2. — Soit u un homomorphisme de foncteurs en groupes

de Wy dans G, . Il existe un unique élément b dans W+ (K) tel que

T . - ’

e R S -
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us(a) = << a, b > pour toute K-algébre commutative A et tout a dans Wy (A).
Autrement dit, 'accouplement précédent définit un tsomorphisme de groupes
commutatifs W*(K) ~ Hom (W;, G,.0).

En appliquant la théorie de la dualité entre « groupes algébriques »
et « groupes formels » (%), convenablement généralisée, on déduit les corol-

laires suivants :
Cororraire 1. — L’accouplement précédent définit un isomorphisme de

groupes commutatifs W+ (K) ~ Hom (Wg, G,.x).

CoroLLAIRE 2. — La bialgébre des distributions sur le groupe formel W;
est une algébre de polynémes K |[Z,, L., ..., Z,, ...] dont le coproduit =
est donné par la formule

(5) m(Z,) = Z Z.QZ; (avec Zy—1).

i+Jj=n

De plus, Ualgébre de Lie de Wy, est le K-module ayant pour base les poly-
BOmes oLl vl @S par e ik, o)== X 4. .o Xlvgs

14 Cit + Cat’+ ... + Catn=] (1 + X;1).

/°:—_1 :
[.e théoreme 2 et son corollaire 1 entrainent l'existence d’un i1somor-

phisme de 'anneau End (WQ sur 'anneau opposé a End (Wy). Cet 1somor-
phisme échange V, et I, d’apres les relations

(6) C ¥pd, b p :/ A N ), CNaB. D > =8 P09

et par suite tout endomorphisme u de Wy s’écrit de maniere unique sous

e \ ’ \
Z Vo.lcmn].Fm, o1 les ¢, sont comme dans le théoreme 1.

m, n

la forme u —

(*) Séance du 12 juin 1967.
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