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INTRODUCTION.

La plupart des recherches concernant les trous noirs en théorie d'Einstein
se sont limitées 3 &tudier soit les &tats stationnaires généraux des trous noirs
soit des perturbations de certains &tats stationnaires particulirement simples.

La premiére voie de recherche a conduit 3 la découverte des lois générales
de la statique, de l'é@lectrostatique et de la thermostatique des trous noirs.
(pour une revue cf. Carter 1978)

Des résultats ayant un plus fort contenu dynamique n'ont pu &tre obtenus
que par des méthodes perturbatives : &tude de particules d'épreuve ou de champs
d'épreuve dans des métriques de Kerr-Newman. (pour une revue générale du voca-
bulaire, des résultats de base et des références originales concernant les trous
noirs cf. De Witt et De Witt 1973).

En particulier Penrose (1969) découvrit un phénoméne riche de conséquences:
de 1l'énergie et du moment angulaire pouvaient &tre extraits d'un trou noir de
Kerr.

Jusqu'alors les trous noirs avaient &té congus comme des objets passifs
susceptibles, certes, de convertir de la masse propre extérieure en énergie
avec un rendement théorique pouvant atteindre 1007, mais cachant en leur sein
une masse énorme qui semblait destinée & rester inerte 3 tout jamais.

Or en analysant des expériences de pensée 3 la Penrose, Christodoulou
(1970) et Christodoulou et Ruffini (1971) ont introduit les concepts de trans-
formations réversibles et irréversibles d'un trou noir et ont montré que la
masse-énergie totale M d'un trou noir au repos isolé de moment angulaire total

—
T et de charge électrique totale Q vérifiait la formule :

2 —s2

2 _ . é?a :T' =2 2
n M = (Mz.z T m + ZW )avec (%J‘/-Q éM/

2

ol la masse irréductible du trou noir, Mir’ ne peut qu'augmenter dans toute



transformation classique et représente par conséquent la seule partie vraiment
inerte de la masse totale. En revanche Q et J peuvent @tre modifids A volonté

en faisant tomber des particules approglées dans le trou noir. Ils en tirerent
alors la conclusion, d'une grande importance potentielle pour 1'astrophysique,
qu'un fort pourcentage de 1l'énergie totale d'un trou noir pouvait &tre stockée
sous une forme extractable : par exemple 297 sous forme d'énergie cinétique de
rotation ou méme 50% sous forme d'énergie coulombienne.

Bekenstein (1973) analysa alors plus en détail la notion d'irréversibilité
dans la physique des trous noirs et étendit la terminologie thermodynamique i
ces derniers en proposant en particulier de leur attribuer une entropie propor-—
tionnelle 3 Mir (voir chapitre III pour les détails). Cependant 1l'analogie
thermodynamique ne semblait pas compléte puisque 1l'entropie d'un corps non
isolé peut bien diminuer si 1l'entropie du monde extérieur augmente assez alors
qu'ici Mir ne pouvait qu'augmenter comme le montrait les travaux de Christodou-
lou et Ruffini (1971) ainsi qu'un résultat indépendant de Hawking (1971) sur
1'accroissement de la surface d'un trou noir.

Cette limitation a &té levée depuis par Hawking lui-méme (1975). Il a
montré que l'interaction entre un trou noir et des champs d'épreuve quantifiés
conduisait 4 une véritable &vaporation de la masse irréductible du trou noir.
Autrement dit méme la masse "inerte" Mir dans la formule (1) peut &tre extraite
en principe, mais ce phénoméne d'évaporation est treés lent et par conséquent

négligeable}pour des trous noirs d'une taille "astrophysique".

Tous ces résultats indiquent clairement qu'il y a grand int&rét i considérer
les trous noirs comme des entité&s dynamiques (et non plus- statiques) capables de
subir ou d'exercer des forces, d'absorber ou de fournir de 1'énergie ou des charges
&lectriques. Nous avons pu obtenir dans cette voie des résultats exacts dans

le cas non stationnaire le plus général (chapitre I, II, III). Nous pouvons



interpréter ces résultats par analogie avec la physique classique. Pour ce faire

nous introduisons de nouveaux concepts associés a la surface d'un trou noir‘j

entre autres : vitesse de surface, densité surfacique d'impulsion, pression

superficielle, distribution surfacique de charge et de courant.

Dans le chapitre I nous obtenons une relation que l'on peut décrire comme
"la loi fondamentale de la dynamique de surface d'un trou noir'". Nous montrons
qu'il existe une remarquable analogie entre la surface d'un trou noir ("1'horizon'")
et une '"bulle'en mouvement décrite comme un fluide newtonien soumis 3 des forces
extérieures et 3 des pressions internes. Ces pressions internes se décomposent
en :

- une pression superficielle scalaire proportionnelle 3 la gravité de
surface du trou noir,

- des contributions de type visqueux qui s'interprétent en attribuant i la
surface du trou noir ume viscosité de cisaillement égale i (167 )_‘1 ainsi
qu'une viscositd de dilatation égale 3 - (Jﬁ‘ﬁf)_l.
Une application de cette loi montre en particulier que la gravité de surface d'un
trou noir stationnaire doit €tre uniforme, ce afin d'assurer 1'équilibre mécanique

de la surface du trou noir.

Dans le chapitre II nous &crivons les lois régissant l'électromagnétisme
et 1'électrodynamique de surface d'un trou noir : "conservation de 1'@lectricitd",
"loi de Faraday", "loi d'Ohm", "force de Lorentz". Prolongeant 1'analogie du
chapitre I nous pouvons interpréter ces résultats en disant que la surface d'un
trou noir est analogue 3 une "bulle'" qui peut &tre &lectrisée et parcourue par
des courants de conduction. La'"loi d'Ohm" s'’interpréte alors en attribuant 3
cette "bulle" une résistivité électrique de surface, égale a 377 ohm (477 )
(Damour 1977¢),(cf. aussi Znajek 1977). En particulier nous &tudions les

"courants de Foucault" induits par la rotation du trou noir dans un champ magné-



tique uniforme incliné sur 1l'axe de rotation. Un tel systéme constitue un
moteur €lectrodynamique ol les phénoménes d'induction créent un couple
relatif entre le rotor (le trou noir) et le stator ( les sources lointaines
du champ magnétique).

Dans le chapitre III nous &tudions la dilatation de la surface du trou
noir. Nous interprétons, aprés Bekenstein (1973), cette dilatation comme umn
accroissement de "l'entropie du trou noir'". Nous montrons comment cet accrois-—
sement "d'entropie" est 1ié, d'une fagon anticipée ("a—causale'), 3 un "déga-
gement de chaleur", lequel contient des termes qui s'interprétent, en plein
accord avec les chapitres I et II, comme des dissipations visqueuses et un
effet Joule. A ce propos nous étudions en détail les courants de Foucault
stationnaires créés par la rotation du trou noir dans un champ magnétique
extérieur quelconque, ainsi que les marées stationnaires induites par la
rotation du trou noir dans un champ gravitationnel perturbateur. Nous montrons
que ces &tats dissipatifs quasi-stationnaires vérifient, dans certaines
approximations, le principe de production minimum d'entropie de Prigogine

(1968) .

Le reste de nos recherches utilise 1'approximation consistant 3 &tudier
des champs d'épreuve placés dans le champ de fond (gravitationnel et &lectro-—
magnétique) d'un trou noir stationnaire.

Nous nous sommes intéressés & certains effets quantiques associés aux
trous noirs (chapitre IV). Nous avons &tudié la création de particules dans
des champs extérieurs stationnaires (Damour 1977a). Chemin faisant, nous
passons en revue certaines des méthodes utilisées pour quantifier un champ en
interaction avec un champ classique ext@rieur, nous rectifions un résultat
classique de J. Schwinger, et nous montrons comment utiliser ces méthodes dans
le cas d'un trou noir (cf. aussi Deruelle 1977).

Appliquant ces méthodes au champ gravitationnel et &lectromagnétique d'un



trou noir nous avons découvert entre autres :

- une nouvelle démonstration, trés courte et directe, du phénoméne
d'évaporation quantique des trous noirs de S.W. Hawking (Damour et Ruffini
1976) . Nous calculons "l'effet tunnel" d'une particule i travers 1'horizon
en employant une méthode de prolongement analytique (cf. aussi Damour 1977a).

- un phénoméne d'instabilit& quantique d'un trou noir tournant ou chargé
dd 3 1l'existence d'états résonnants "3 largeur négative" (Damour, Deryelle et
Ruffini 1976).

- la décharge quantique, par polarisation du vide, d'un trou noir chargé
tournant (Damour et Ruffini 1975).

Ce dernier phénoméne pourrait se révéler important pour l'astrophysique
car il suggére la possibilité d'une décharge explosive d'un trou noir analogue
au claquage d'un condensateur : cette décharge se traduisant non seulement par
un violent dégagement d'émnergie ( ~ 104Jerg) sous forme sans doute d'une bouffée

-

de rayons X mais ayant une signature plus précise 3 travers l'émission de
particules chargées extrémement énergétiques ( n‘]OzoeV).

Mais la condition d'existence de ce phénoméne (ainsi semble-t-il que de
tout autre phénoméne d'extraction d'énergie d'un trou noir) est l'existence
d'une structure électromagnétique autour du trou noir. Nous donnons donc au
chapitre V des arguments de natures dynamique et thermodynamique pour montrer
que l'existence d'une telle structure est non seulement possible mais probable.
Dans ces analyses des magnétosphéres possibles autour des trous noirs nous
introduisons les nouveaux concepts de lignes d'accélération et d'horizon—-plasma
(Damour, Hanni, Ruffini et Wilsom 1978). Nous obtenons aussi les conditions
générales d'équilibre thermodynamique entre des conducteurs chargés tournants
(Damour 1976) et nous montrons, & partir d'ume réécriture de la formule de
variation de masse d'un trou noir (Carter 1973), que ces conditions d'équilibre

s'étendent, sans modifications, au cas oli un trou noir fait partie du systéme.

En particulier nous &tudions le systéme constitué d'un trou noir tournant entouré



d'une spire de courant et nous calculons la charge électrique totale portée
par le trou noir a 1'équilibre (Damour 1977b).

Enfin, au chapitre VI, nous &tudions un mécanisme (Ruffini et Wilson 1975
Damour 1975) qui exhibe la possibilité d'extraire du moment angulaire d'un trou
noir dans des conditions astrophysiques réalistes.

L'extraction de moment angulaire et d'énergie cinétique de rotation d'un
trou noir parait d'un extréme int&rét quand on pense aux observations des sources
galactiqﬁes de rayons X, aux observations des sources extragalactique géantes
ainsi qu'aux phénoménes observés dans les quasars. L'importance de mécanismes

de ce genre (cf. aussi Blandford et Znajek 1977) réside non seulement dans la
possibilité de puiser i une source &norme d'énergie (cf. éq.(d) ) mais encore
dans le fait que cette extraction d'énergie laissera sans doute une signature
vectorielle dans l'espace : E’définissant en effet une direction privilégiée.
(On pensera par exemple au mécanisme de Leblanc et Wilson (1970) ). Dans le
chapitre VI nous utilisons les &quations de la magnétohydrodynamique relativiste
(Lichnerowicz 1967) pour décrire la chute d'un plasma magnétisé dans un trou
noir tournant. Nous en trouvons des solutions analytiques approchées qui nous
permettent de montrer en particulier 1l'existence de deux phénoménes physiquement
intéressants :

= l'existence d'un couple exercé par le trou noir sur le plasma via les
lignes de force magnétique.

- l'existence d'une séparation de charge entre le trou noir et sa

magnétosphére.



RAPPELS PRELIMINAIRES.

Qu'on nous pardonne de faire fi de la rigueur mathématigue pour
rappeler ici les quelques résultats fondamentaux, concernant les trous
noirs, que nous utiliserons dans ce travail. Le lecteur intéressé trouvera
dans Hawking et Ellis (1973) les définitions précises et les démonstrations
correspondantes.

Considérons un espace-temps satisfaisant aux &quations d'Einstein
et"asymptotiquement plat". A partir d'un point p de l'espace-temps, nous
Eémettons tous les''signaux"possibles (cva.d. toutes les courbes issues de p
et dont la tangente est, en chaque point, dirigée vers le futur (temporel
ou isotrope) ). Dans le cas ol aucun des signaux émis par p ne parvient
a 1' "infini", on dit que le point p est situé dans un trou noir. On appelle
horizon, ou surface du trou noir, la frontiére du trou noir c.a.d. la
frontiére entre la région d'old on ne peut pas'télégraphier"i 1'infini et
la région ol on peut le faire.

Le résultat fondamental, que nous utiliserons constamment dans ce
travail, est que l'horizon est une hypersurface isotrope :Ej engendrée par
des segments géodésiques qui peuvent commencer mais non pas se terminer.

Ces segments géodésiques, ou générateurs, sont les trajectoires du vecteur
2 normal (et donc tangent) 3 2; . De plus toute section spatiale S de :;
(une 2-surface obtenue, par exemple, par intersection avec une hypersurface
spatiale x°= constante) est nécessairement compacte. Mais la topologie de S
ne sera nécessairement celle d'une 2-sphiére qu'au voisinage de 1'équilibre.
L'horizon n'étant pas connexe en général, nous nous intéresserons ci-dessous
d une seule composante connexe de l'horizon.
Enfin remarquons que la plupart des résultats des chap. I et II, et
certains de ceux du chapitre III, sont valables non seulement pour 1l'horizon
mais plus généralement pour toute hypersurface isotrope (admettant des

sections compactes).



CONVENTIONS ET NOTATIONS

Les références sont indiquées par des parenth&ses. Ex.: Papapetrou(1966), (&q.(16))
Les équations sont numérotées 3 partir de (1) dans chaque chapitre, si 1l'on se
réfdre 3 une équation dans un autre chapitre on rappellera celui-ci. Ex.
(cf. équation I(51a)).
On utilise, sauf prescription contraire, des unités telles que:

1 =G=¢-= ‘h = k {constante de Boltzmann.)
La signature choisie est —+++ sauf dans les appendices A (chap.I) et B (chap.II).
Le produit scalaire des deux vecteurs X et Y est noté: X.Y .
Les tenseurs de l'espace—temps sont indiciés par des lettres latines
minuscules: a,b,...= 0,1,2,3. Ex. : 8p"
Les tenseurs relatifs 4 1'horizon sont indiciés par des lettres latines
majuscules surlignées: z-\., }—3, vee® 052430 EZs § X%’
Les tenseurs relatifs 3 une section S de 1l'horizon sont indiciés par des lettres

latines majuscules: A, B,... = 2,3. Ex.: X , D

AB

Le déterminant de b est noté —g et celui de XAB’X

Les dérivées ordinaires (agissant sur un scalaire) sont notées indifféremment:

.a-g—’ '—'—?,(F:(P/q

27"
Les dérivées covariantes sont notées:

, dans l'espace-temps: v Yethab ou g ks par rapport a une base{ c} .
.sur 1l'horizon (connection réduite): VXY et V_ %B = XBIC par rapport

3 une base (tangente 3 l'horizon){ ez

. sur une section S de 1l'horizom: D par rapport a une base{ecj

ABIIC
(au chapitre III DABIC désigne la dérivée covariante associée 3d la
o
métrique approximée 3 1l'ordre zéro: XAB).

¢
Les coefficients de connection sont définis par: Veb i = E’; ec

En général on identifie un vecteur et l'opérateur de dérivation associé:

Ex.: v = vaaa = VABA.

La plupart du temps on c;mploie des bases naturelles: e, = BA .



On indique parfois le caracté@re contravariant par une fléche supérieure
- i % . . ~ .
(Ex. v pour VA) et le caractére covariant par un tilde inférieur (Ex. b/
~r
our . (Notations de Carter 1978).
pour Yuz )+ ( 1978)
La normale 3 1'horizon est notée:£ > e, (en coordonnées comouvantes) et
@ A

aussi {): ’ 9“ =D: (Jo"—‘ 90-# v 24 (en coordonnées non comouvantes).

. 5 7 VE e _ _ ;
Le champ électromagnétique s'écrit: Fab ‘aaAb abAa en fonction du
quadripotentiel Aa (alors Ao = —(potentiel &lectrique usuel) ).
Les équations inhomogénes de Maxwell sont: Fab;b = 47TJa, ot J? est le
quadricourant &€lectrique.

a 9 mera ej1a
Le tenseur de Riemann-Christoffel est: Robed =2¢ /ZJ.-QJ [—’c +/bd /:C "'/bc /eJ
4
Le tenseur de Ricci est: R , = R%ad = 0, /:J -
. . R . va s ; =1 & & -
Les équations d'Einstein s'écrivent donc Rab 3 Rgab 8m Ta , od Tab
est le tenseur d'énergie—impulsion (avec Too>/ 0) qui a une contribution
" — ) N em. -1 3 f
€lectromagnétique &gale 3 : _7;1; =(¢ZJ (F;C Fb -z;, EJF iaé)
La 4-forme €lément de volume est notée: J?’ €quJ ‘
La 2-forme &lément de surface (sur une section S de l'horizon) est notée:
23
€ag = VY €as.

On dénote par une barre la conjugaison complexe. Ex.: m°.
Pour un trou noir général on indique parfois les quantités liées 4 1'horizon
par l'indice "H". La gravité de surface du trou noir sera notée: g (ne pas
confondre avec é = —dét gab) (cette quantité est notée X par B.Carter).
La densité surfacique d'impulsion sera notée: ,/7:1' , le taux de dilatiom: g

B

et le taux de glissement (ou de cisaillement): C;B . Ne pas confondre o= -9,;5 ’”ﬂ/"l

avec U;} : la densité surfacique de charge (CQH = 56 0;7; 45 ) .

Pour un trou noir de Kerr-Newman de masse M, de moment angulaire total J et

de charge &€lectrique é,(aussi notée Q ou QH) , on note comme d'habitude

2 2 _ 2 2 2
a = J/M jalors on a: als 82< Mz, A = R2—a2My +a%e ,Z’__’Z +a60667,

[/ - L N ;
Rz M+ (Mz-az_ el)/z_—_-_ "rayon de l'horizon",QH—- CI/(I{L.“() = ‘Witesee
angulaire, = €’Z+/[’I+z+47) —potentiel électrique comouvant, et

E (M- a®- ez)%"//'zf +az) — gravité de surface.



GHAPITTRE 1

MECANIQUE DES TROUS NOIRS




I. MECANIQUE DES TROUS NOIRS.

I. Introduction.
Nous allons déduire des &quations d'Einstein une &quation vectorielle

" 1a loi fondamentale de la dynamique

que nous interpréterons comme
de surface des trous noirs'.

Cette équation concerne le comportement de 1'horizon (que nous
appellerons souvent "surface du trou noir') et, notre &tude &tant au
départ purement locale, cette équation sera en fait valable pour toute
hypersurface isotrope.

Mathématiquement nous pouvons interpréter 1'équation que nous
obtiendrons comme une équation de Codazzi contractée pour une hypersurface
isotrope. Pour introduire celle—ci rappellons le fait bien connu,
(Lichnerowicz 1955), (Bruhat 1962), que 1'&tude du probléme de Cauchy
pour les équations d'Einstein conduit, &tant donnée une hypersurface non
isotrope de normale unitaire F , 4 séparer en deux groupes les équations
d'Einstein: &quations d'&volution et conditions initiales. Parmi ces
derniéres se trouvent la projection sur 1'hypersurface du covecteur}qu&

Explicitement nous pouvons introduire le projecteur orthogonal
a a G 2
(1) hb = % b -*Q gé/‘g

-

et la seconde forme fondamentale de l'hypersurface considérée:

i c d
(2) Xal;" pc;Jha}'lL

3 : a ’ P
Le tenseur ;( pris sous forme mixte :K b peut aussi se définir en

chaque point f comme une transformation linéaire du plan tangent &

1'hypersurface : ] en lui-méme (transformation de Weingarten (Hicks 1965)_

f

au moyen de la formule

® zeT, L, Xzy=f €T,

- / - - - . .
ol K7 denote la dérivée covariante ambiante.
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Par calcul direct 3 partir de 1'eq(2) on peut obtenir 1l'expression

(cf. par exemple Hawking-Ellis 1973)
b b b ¢
4 X uif = % bla = PPRu. hfa

ol la barre désigne la projection sur l'hypersurface de la dérivée

; , ta L& 0 Lo e . )
covariante ambiante ( bic =nNeng N, hjt ) qui est égale
3 la dérivée covariante riemannienne définie par la métrique induite.
L'équation (4) peut aussi s'obtenir en contractant les équations de
Codazzi qui, avec celles de Gauss relient la courbure interme, la cour-
bure ambiante et la deuxifme forme fondamentale d'une hypersurface
(cf. par exemple Eisenhart 1926) c'est. pourquoi nous nous réferons a

1'équation (4) comme: &quation de Codazzi contractée.

2
Malheureusement dans le cas d'ume hypersurface isotrope ( e = 0) nous

ne pouvons pas utiliser directement cette approche, le vecteur normal-@
n'étant pas complémentaire du plan tangent d 1'hypersurface. Nous devons
reprendre les choses 3 la base ce qui peut se faire de diverses fagons:
par une approche intrins&que, ou par l'utilisation de systémes de coordon-
nées adaptées (par exemple Sachs 1962), ou encore en employant un repére
mobile convenable. Afin de n'utiliser dans cet exposé que des techniques
bien connues nous utiliserons la deuxidme approche (coordonnées) cependant
nous indiquerons en appendice la forme que prennent nos résultats avec

les notations de Newman et Penrose (Newman-Penrose 1962) ceci afin de

faciliter les comparaisons avec les résultats publiés dans la littérature.

2. Géométrie intrinséque d'une hypersurface isotrope.

Notre premidre tache sera donc de définir des coordonnées adaptées
a 1'étude d'une hypersurface isotrope E; . Nous prendrons comme coordon-

- 1 - i
née X~ une coordonnée constante sur z; (par exemple X'= 0j.
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. = & oo i . 2o » 2 3
Puis, 34 l'intérieur de z; nous considérons des coordonnées x°, X , X

telles que x2 et x3 sont constantes le long de chaque générateur (ou rayon)

- = .
c'est-3-dire le long des trajectoires de la normale P a}j(car P est par défi-
nition 4 la fois normal et tangent 52). x° sert alors de paramétre le long
des générateurs et nous ne supposerons aucune normalisation pour x° sur 2:
(en particulier x° ne sera pas un paramétre affine) ceci afin de se garder
la possibilité de normaliser x° 3 1'infini (quand cela s'avérera possible
Ef désirable). Etant donné x° nous normalisons cependant le vecteur normal
? comme étant :

.a= ji )
(5) ? 5= = €,

)

Et pour des raisons qui apparaltront plus tard nous noterons souvent la
dérivée le long de f:CL avec un "d" droit plutdt que 9,.

Nous désignerons par Sxo une section x° = const. de 2; (ou x1 est dé-
ja constante). La base des vecteurs coordonnés sera notée indifféremment
‘3/314 ) Ja ou €. . Il sera utile dans la suite d'employer un indice

A _8

majuscule pour désigner les coordonnées internes des sections sx°: % L,
2 3
pour X ou X .
(6) A, B, C,~= 2,3.
Enfin nous aurons aussi besoin d'un indice général pour désigner les
coordonnées internes a EZ , nous utiliserons alors un indice majuscule sur-
. - A o 2 3
ligné: X pour X , X Ou X .
(7 A, B, C,... = 0, 2,3.
Ces notations étant précisées nous remarquons que la seule restriction

géométrique que nous ayons imposée est que le vecteur normal ? transporte

au sens de Lie les sections successives Sxo de 1'hypersurface Z:.

Nous devons maintenant imposer le fait que f est normal 3 25 1 soit

(8) gOZ = ea.E’A‘ =0
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c'est—-3-dire que parmi les gOa (a=0, 1, 2, 3) seul goi est non nul.
(Et il faut bien que g;isoit non nul pour queg soit régulier).
La métrique induite sur z; (ou premiére forme fondamentale) 23
se réduit donc a gAB que nous noterons?{;B indiquant par 13 un objet géo-
métrique intrinséque d'une section SXO. Nous pouvons donc écrire
B c} 2
9 dst|e« = Ada® = ds
?{AB comme il est bien connu, mesure donc la distance entre les générateurs
.. . . o A — i ; :
(au voisinage d'un point x°, x de ), ). AB définit une métrique Riemanienne
i s , y AB . -
positive sur Sxo.Nous noterons /) le déterminant de‘X;B et}{ la matrice
AB
inverse de'X,AB. ?{ ainsi défini est un objet géométrique intrinséque a
S 6.
X
I1 est important pour la suite d'introduire la dérivée de Lie de 1la
métrique Riemanienne 7{ par rapport au vecteur ? de déplacement le long
des générateurs. Plus exactement, par analogie avec la mécanique des milieux
continus (Germain, 1973) nous appellerons tenseur des taux de déformation D
la moitié de cette dérivée de Li€-

Comme ? transporte les sections Sx° , on voit que D est intrinséque aux

sections et qu'on peut écrire, avec nos conventions de coordonnées

:DAB :E.L(’EPE)AB = z—lJoXAB

I1 est traditionnel aussi de décomposer la déformation en trace et en partie

(10)

sans trace.

(11) DAB = 0743 +2119 b/,qg

AB
ol 0=X %Best la trace du taux de déformation et ol 0;3 (avecb/ABo’ = 0)
AB
est le tenseur de glissement, ou si 1l'on préfére de cisaillement (en anglais

"shear").gadmsi défini est le scalaire de dilatation surfacique, car si

1'on considére un élément de surface JS Je 5;‘,

(12 JS — ‘/Tb; JZZ/\ J’X/3
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il varie sous l'effet d'un transport de Liepar P, selon la loi :

(13) £,05ds = dV¥ /g =+ ¥ d ¥ = 0.

3. Transformation de Weingarten et connection affine réduite.

Il nous reste 3 considérer la connection affine et ses coefficientsrﬂ:
14) e fi 1o
( ajb = lap €
Premiérement, nous savons que le vecteur Y = 90 est tangent & des géo-
désiques (cela se démontre aisément en utilisant 1'équation 30;=:0 ) d'ou
0
(15a) €o,0 = [0o €,
c'est—-3a-dire que :
A /—'i
(15b) [ = leo =0
. o - . - -
le scalaire f;o jouant un rdle important dans la physique des trous noirs

a regu un nom : gravité de surface et nous le désignerons par la lettre g

(i1 est noté K par B.Carter, 1973).
; /
(15¢) r =39 soit V‘qg — 3
Le vecteur eo} A doit &tre tangent a 2; (il suffit de différencier

o . 0o = tomst, =0 pour s'en convaincre) d'od

0 8
(152} €0, 4 = [o4 g * [os €&
(16b) i _

0 0A ~—

La quantité 0A va jouer un rOle essentiel dans la suite aussi convient-il
de la désigner d'une fagon spéciale ; nous poserons
0
(17) [oa = Sla
pour suivre, Hajicek (1975) qui a introduit -Q'A dans le cas ol ‘DBC:O
sous le nom de "champ gravito-magnétique'. Nous proposerons plus bas une
interprétation différente pour SQ.A s

B .
Il est aisé de calculer E; en utilisant les symboles de Christoffel

bor 7 2
b lop :Z(jaa,A +55A/0 “5A0,8)=j33,4/o: —DAB
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or d'aprés (8) et (16b) on a

384 of = Yae [;AC

d'ol en inversant : ae

(18a) /:AB = XBC,DAC :,DAB =7 J XAc/a
d'oli 1'on déduit la relation utile :

(18b) [;BB = :DBB =0 .

On peut donc écrire (16a) sous la forme :

(18¢) Ul =0 + Dys eg .

Ces résultats nous permettent d'écrire explicitement la transformation
tangente J(’ﬁ de Weingarten (cf. Hicks, 1965) définie par la généralisation
au cas isotrope de 1l'équation (3) c'est-d-dire encore par :

B
] (1‘.3) gz VQA_P: X—Af ‘-OE pour toute base 6’;. t-:angente 52 ~
( xﬁ existe car = const.,alors 2{ est un tenseur intrinséque & E;
induit par la connection ambiante).

On peut écrire explicitement ){ ) sous forme d'une matrice, dans la
base employée ci-dessus :

(23) (752 4 —(% Q‘a) - (57
Al = %05 %AB 0 DA

C'est cette quantité qui va satisfaire une &quation en tout point

(20)

semblable 3 1'équation de Codazzi contractée du cas nonisotrope.
Prolongeant les définitions de Hicks (1965) la deuxiéme forme fon-
damentale de Z: : II sera alors obtenue en abaissant 1'indice contravariant

de ;( c'est—3-dire si X et :Y sont tangents 5.};:

— I8 syC
(21a2) H(X,Y) = S(XIX(Y)) = JdAg XA%E >/
d'old, comme go; =0 ) une forme symétrique :
B A C A B
(21b) II(X,}/)T- Gus La X N = Dup X" ¥
Donc, on peut dire que dans le cas isotrope, la deuxiéme forme fonda-

mentale et définie par le taux de déformation (c'est—é—dire(&aéfg ) alors
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que la transformation de Weingarten dépend en outre de g et §2,4
Enfin, nous complétons la liste des coefficients de connection qui nous
intéressent avec : 8

ey Chyo = Fam = 2,6, + Dy €4
(22b) €a; 8 = GBO €o + /:BC €. + G; €4
On a en utilisant les symboles de Christoffel

a 1
Qi [:s = g4 /:3 =2'L[340/B + 3084 “53,4/0) '—”DAB

soit :

i
(23) [z = —Diws/3,,

q ) 1
o gCu /;3 = 551, A8 T gCi f;& = )zl(g'Ac/B +5CB/A —gBA/C)

d'od
c (2 cD
(24) lis = {AB} + Dis U 954 /40

C
oud {ABZ -,-zi KCD(XAD/5+XD8;A "XBA,P) sont les coefficients de la connection

Riemanienne de S s °
Zz

Etant données 1'hypersurface ;S , la connection ambiante .V7 et
une direction arbitraire transverse & Z (par exemple eq) nous définissons
maintenant la restriction de la connection ambiante ézg : ii 5 )( el >/
sont des vecteurs tangents 3 Z 3 VX>/ sera la projection sur Z’ , par
rapport 2 ey de X7X 8 . Autrement dit si 65' est une base du plan tangent

-~

a Z on définira cette connection réduite a S par :
— c

(25) : Veg f =€ = [C;g' €e
ol les Eg sont les coefficients [:b de V dans la base (94/ ey )avec
une simple restriction du domaine des indices. Insistons sur le fait que
cette connection réduite dépend du choix arbitraire d'une direction trans-
verse a Z (c'est-3a-dire complémentaire du plan tangent e‘zz ) alors que la
transformation de Weingarten % est un tenseur défini sur Z indépendamment
du choix d'une direction transverse. En revanche,}{ dépend explicitement

de la normalisation choisie pour f
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4. Equation de Codazzi contractée.

7/ . . . . -~
Interessons nous maintenant au tenseur de Riccl amblantleagou plutot
aux composantes de ce dernier qui interviennent comme conditions initiales
- > e 2R

dans le cas non isotrope : ce sont les projections sur de ab

o 0°R | b :
c'est—3-dire les composantes ab QZ' Or, on a dans notre systéme de
coordonnées :

eaRaBe% ROZ

Mais on a d'aprés (8)

q - 1 — 3 e
Q.oa;q = .01 A +R.OBA

ul
i

q

4 y 1
VL’C 302 r'\>-017c = 300_R-OLC:Rooz,C:OISULZLR:Obc-'—'O,

-_—

S
d'ou 3

= = a
Roi= R¥oss = loni-log g +lor lug = o5 7
1'indice a prend les valeurs O, 1, 2, 3 mais d'aprés (15bpt (16b) on a
1
I =1
Donc, on peut restreindre a a 0, 2, ou :
Roz =15§,§+C§G§~C; }—G
8

B
On voit apparaitre ainsi la dérivée covariante réduite de l&' = 6}

1

w
10,
W\m‘

=

) 5
considéré comme objet tensoriel interne & Z? (c'est-3a-dire précisément la
transformation de Weingarten ) d'ou :

W R = Xig - ){Eli

Ce résultat est exactement analogue 3 1'équation de Codazzi contractée

@)\

pour une hypersurface non isotrope (4). La définition de ;( comme transfor-
mation de Weingarten (c'est-d-dire dérivée du vecteur normal) est identique.
La seule différence &tant que 2: n'étant pas munied'une métrique Riemanienmne
propre il a été nécessaire de la munir d'une connection en féduisant

la connection ambiante EEZ. Cette réduction dépend du choix de ei , ce-—
pendant, nous allons maintenant explicitement vérifier que le deuxiéme
membre de 1'8quation (26) ne dépend pas du choix de €; , ce qui doit étre

a priori puisque le premier membre n'en dépend pas.
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Séparant dans (26) les termes avec indices O on trouve aisément

aprds quelques réductions

Rao = ;30 +’r;a fﬂo

(27a) y

@7) Ry = AO,D il T [FABB+FC.CB i ] (/:00+CBB>

0 0 c
Ca :3/ /;A = QA , log = Dg sont indépendants de €, seuls les
4

termes en /2 3 1'intérieur des crochets dépendent du choix de ©€,. Mais
il est immédiat de vérifier , en utilisant 1'expression (24) pour'fz;

DC c ¢
que les termes en 3D4X DAB s'éliminent (car rc;ﬂ =D,q ). Les termes entre
crochets s'écrivent donc :

: . 5
L% r;:,s v Iox Cae—- /:cs las = DABH’ +Ds ECDB} - D¢ {ACBJED””B

Od 1'on a introduit une double barre pour indiquer la dérivée cova-

riante associée 3 la métrique Riemanienne des sections fif(définie i partir

S
des symboles de Chr%goffel de 5;5 s

En remplagant maintenant les coefficients fﬂ par leurs noms on a le

double résultat : AB
(29a) Roo = ~d,0 +36 ~Dp D
8
9) Ron = (d,+6)S2s + Dans —(346),4

C'est-3-dire, décomposant le taux de déformation selon (ll)(@:ﬁ*j@}j:

2

(30a) Roo = —d,6 +96 -%a'“_ig

(30b) | R'OA: (Jo‘f‘g) QA ‘f'o-;BHB —-(g-r"z—'g),A

La premidre équation (30a) est bien connue (équation de Raychaudhuri
généralisée 3 une congruence isotrope , (Cf. eg. Carter, 1978) et s'écrit

souvent en introduisant la convergence f’ au lieu de la dilatation surfaci-

que § par

(31a) f:—-lé’ ou 9:—-2?
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G dyg = gp +pt 4lont 2 R

n

2 AB anb
avec : [o’l® = iLO;lBO/ ef Rgg Ra},g g =Roo
Nous verrons au chapitre suivant comment 1l'on peut donner de cette
8quation une interprétation thermodynamique plus compléte que celle qu'on

lui attribue d'habitude.
Nous allons maintenant nous attacher 3 montrer que 1l'autre &quation

(30b)’qui semble-t-il n'avait jamais &té remarquée peut 8tre interprétée

comme décrivant la dynamique de surface des trous noirs.

5. Densité surfacique d'impulsion d'un trou noir.
q

Du point de vue géométrique : étant donnés z:gg_ses sections Sx”
transportées, au sens de Lie, par le vecteur p = e, il est aisé de
vérifier que R,, , g et 8 sont des scalaires définis sur chaque Sxa .
que R, et SIA sont des covecteurs sur chaque Sx° et Cﬁe un tenseur
bicovariant. Alors pour écrire (30b) de fagon explicitement covariante
(par rapport aux changements de coordonnées dans les sections) il suffit
de remarquer que C’o QA est en fait la dérivée de Lie du covecteur _S}.

—

selon le vecteur e .

(32) d, L4 = (fé 9)4
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Alors la dérivée qui intervient dans (30b) peut s'interpréter comme

la dérivée de Lie de la 2-forme a valeurs covectorielles :

(33) QA 0{5 = QA }/‘:b; JZZAC{’Lg

car d'aprés (13) et (32)
fad [(JO+Q)QA] 45 = [agp(QJ5)JA

En d'autres termes -QA apparait comme une densité surfacique covectorielle

et do -LQ comme la dérivée de Lie de cette densité&. Nous allons voir
que QA peut en fait s'interpréter (& un coefficient prés) comme

densité surfacique d'impulsion.
Du point de vue physique, les équations d'Einstein donnent:
(35) ROZ = 8T 7;}}-

ou Tab est le tenseur d'énergie-impulsion.

L'élément de surface deZ s'écrit (avecg= - dét %ab)

JZQ = ‘[g: échq a’xb,\ c/:tc/y JQ:J/3I

ou Ebc da St complétement antisymétrique et satisfait:

60123 = +1
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Or dans le systéme de coordonnées ci-dessus on peut écrire sur Z

(avec \KAB CB = %dA).

t2 Y, (P AR (4P 4 C 8122 +(%,-Y5¢ C5)011)+
o + £ god (]7 dx?

d'ol immédiatement

For 1Y

Or 301 vaut fi la seule composante non nulle de —ﬁ d'ol :

(37)

(38) a3y, = 0 42 dS
avec JS == [57 c'/zzx\ 6!225

Donc le flux d'énergie—impulsion a traversz est (le signe — est du a la
signaturelfa étant orienté vers le futur)
ab ab 0
-T JZQ :(——T &) 0(2’,\0‘5
Donc le 4—-vecteur = Tab ,p = représente un flux d'énergie-impulsion &
t:r:aver:sz| par unité de surface propre (dS) et par unité de temps x°.
Si 1'on en prend une projection spatiale selon le vecteur e,
b ,€ dS = - ToA dS représentera un flux d'impulsion d travers dS

par unité de temps s D'aprés les fondements de la dynamique un tel flux

est une force que l'on peut noter ;A ds ol JQA est une densité surfacique
v

de force : On a donc

a
(39) &4:' /"A:'~Q“A{0

Donc on peut réécrire (30b) comme

o Mz('?%—” b - A0) +E% s - 4(5)

L'8quation fondamentale de la dynamique dit que la force est &gale a la
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dérivée de 1l'impulsion. En interprétant ici le mot dérivée au sens de Lie
on voit qu'il apparalt comme naturel de considérer la quantité - Q'A/87T

comme densit@ surfacique d'impulsion. Vu l'importance de cette quantitéd

dans l'interprétation dynamique de 1'équation (30b) que nous donnerons au
paragraphe suivant nous introduisons pour elle la nouvelle notation 71;

soit :

o= -S04 /8.

(40b)

Il convient, & ce point,d’'insister sur le fait que, bien que notre Etude
jusqu'ad présent ait été valable pour une surface isotrope quelconque,

1'introduction de densités sufaciques semble surtout intéressante(d'un

point de vue heuristique) dans le cas de l'horizon d'un trou noir. En effet,
1'horizon d'un trou noir étant la frontidre de la région d'old 1l'on peut

télégraphier 4 1'infini, 1l'intérieur du trou noir ne saurait influencer
E]

la physique 3 1l'extérieur (infini futur compris). Il parait donc inté&ressant

et simplificateur de remplacer autant que possible toute la structure interne

du trou noir par des densités superficielles i 1'horizon. L'exemple le plus
simple d'une telle schématisation de surface est donné par le concept de
quadricourant &lectrique de surface d'un trou noir (Damour 1977¢)(cf. chapitre
II) qui assure la conversation de 1'électricité dans la variété excisée du
trou noir mais munie de sa surface comme bord. Nous alloms voir qu'en ce
qui concerne la dynamique générale d'un trou noir, ce programme peut &tre
mené assez loin de facon coh&rente.

Vérifions par exemple que l'interprétation de 77; (40b) comme densité@

surfacique d'impulsion est cohérente avec la définition habituelle du moment

angulaire d'un trou noir axisymétrique.

Dans le cas ol l'espace—temps admet un vecteur de Killing axisymétrique:
-
7n¢?, le moment angulaire total associé admet une décomposition en moment

. a ¥ . 2 ’ _— .
angulaire dd au tenseur 1l'impulsion-énergie extérieur au trou noir :
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(41 Jext Rq[, ’m(;; do;

I
= g ===
s
o
(ot O est une hypersurface spatiale joignant 1'infini 3 une section S de
. < J A“ i a . _
1l'horizon et od O; est positif quand,% est orienté vers le futur)

et en une contribution venant de la section S du trou noir

a;b
(42) Jy &= ,‘é_ﬁf mg?” d S,y

dSay = (T by = 4) dS

(43)

-~

n &tant un vecteur isotrope orthogonal i la section S et normalisé& par ;

q
(44) M, «? —iR o 1
(pour une revue de ces propriétés cf. Carter 1978).
a"1:'0na

Utilisant 1l'antisymétrie de oo

Ty = - $ 1l £)ds

5 z s 100 o L '
En coordonnées adaptées on a 9-9-—%0 et m ¢ =20 oi Yest l'angle de

rotation autour de 1l'axe de symétrie. Donc p et my commutent c'est-a—-dire :
a b q b
Mp . Z &= {? .
(P/b /blm‘?
d'ol

Tu = = b (0% m}?) ds

Mais par définition on a (lgc ) :

'0; A = ‘%h {? = S:lA éj + JD/? E?B

Donc en contractant par le vecteur n orthogonal & ep et satisfaisant (44)

on a '
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Q
s _ _8mTh
(45) Ma V?AP = Q“ = =l

D'od prenant e, = my (i1 faut pour celd que la section S soit axisymétrique)

A

q b A
-4 ne 04 my = TTomg - 1T,

77} étant la projection selon ‘B¢ du covecteur 77;. Et finalement on a

bien

Juy = f 7T¢JS

en parfaite conformité avec l'interprétation, proposée par nous, de JIA

(46)

comme densité surfacique d'impulsion du trou noir. Remarquons bien que ce

résultat ne suppose nullement que l'espace-temps soit stationnaire.

6. Cinétique et dynamique de la surface d'un trou noir.

Maintenant tous les autres termes de l'équation (40a) vont s'inter-
préter simplement en les comparant & ceux de 1'équation de Navier-Stokes
d'un fluide Newtonien (Germain 1973) dans un espace euclidien & n dimensions.

Considérons un fluide visqueux. Soient : vi (1 =4,..., n) son champ
de vitesses, TTE sa densité volumique d'impulsion, p sa pression, %Q la
densité de force extérieure,?l et)f les coefficients de viscosité@ de cisaille-
ment et de dilatation. On peut écrire l'équation classique de Navier-Stokes
(en coordonnées cartésiennes).

wn (4 +0)m + v"m-l,(:f‘-J’,f*Z’Zo?ﬁk P

oi 1l'on définit 2 partir du taux de déformation du fluide

! . .
(482) DL/: = 2 [Vb/k—r Vé,c)
le taux de glissement

(48b) 0y = Dik -~ i Dy Sk

et le taux de dilatation
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(48¢c) 0= Dir = vhe.

Celd se compare trés précisement avec (40) si l'on introduit un systéme de
coordonnées sur 1l'horizon tel que la surface du trou noir soit en mouvement.
Nous voulons dire par 13 que nous avons choisi ci-dessus des coordonnées
A ; s ' ;
x dans les sections Sx” telles que chaque générateur de 1l'horizon corres—

< o A .
ponde 3 une valeur fixe de chaque x . Maintenant nous reld3chons cette
contrainte.

En d'autres termes si l'on considére les générateurs comme les parti-
cules d'un fluide nous admettons maintenant la possibilité d'un mouvement

s - - o A . "
de ce fluidepar rapport au systéme de coordonnées (x , x ) de l'horizonm.
e g . ; .1

L'horizon correspondant toujours 3@ une valeur fixe de la coordonnée x

on peut normaliserla tangente aux générateurs comme &tant :

(49a) {= 0%, = 3 + v,

. , . .0 :
C.a.d. étant donnée la coordonnée x (un champ scalalre),le vecteur<f est

-

normalisé par :

a
(49b) I = 0% =1

(une telle normalisation est nécessaire pour que p transporte les sections
S&oau sens de Lie).
o Alors vA mesure le déplacement des générateurs dans la direction '3A
pendant 1'unité de temps x°. Donc on peut considérer VA comme la vitesse
du fluide susmentionné. Insistons bien qu'il s'agit 13 d'une divitesse
-

A % e = . .
V. =V aA rapportée a un temps extérieur arbltralre<x° et non d'une

quadrivitesse mesurée en temps propre. Ce concept de vitesse de surface

d'un trou noir fut introduit dans le contexte de 1'&lectromagnétisme des

trous noirs (Damour 1977c cf. chapitre II) pour son utilité dans la formu-—
—

lation de la loi d'Ohm. Il fut alors vérifié que le module de Y (voir (50b))
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est toujours inférieur 3 1 pour les métriques de Kerr-Newmann, n'atteignant

4 qu'd 1'équateur d'un trou noir de Kerr extréme (a = M). Il est tentant de
conjecturer que cette propriété est vraie pour un trou noir stationnaire
général, V étant défini comme la différence ent:reip et le vecteur de Killing
stationnaire 9,= k d'ol :

v )42 < 1 ? (sur 1'horizon)

Dans un tel systéme de coordonnées (non — comouvantes) les relations (8) se

trouvent remplacées par

(50a) Toa = = Bps V°

A B
— v
(50b) Joo = + Sas V7
de sorte que la métrique induite sur l'horizon peut s'écrire

Js’}

(50c) 3 = XAB (da#- vAdx2)( d2B- v®dz®) .

Les définitions de g et QA se font toujours selon la base g —F/ Ey = 94}

c'est-3-dire (cf. (15c) et (18c) ) :

(51a) Vpi = 3'p

B
(51b) VQAIO — QA p + DA QB .

En revanche 1'expression de la dériyvée de Lie selon p est maintenant modifiée
par des termes "convectifs". Par exemple :
! .y ¢ € c
(52a) DAB - l(fl)j),qg"z/ao-xﬁB ald 2:. XAB*’ 9AV XCB * 23‘/ Z;c)
C'est en prévision d'une telle modification que nous avons employé ci-dessus

un d droit pour désigner la dérivée le long dep afin d'éviter les confusions
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avec ce qui va étre noté 20 dorénavant.
L'équation (52a) peut encore s'écrire en utilisant la dérivée

covariante Riemannienne des sections Sxo

(52b) Dse Z‘(VA"B +Vaua + %)

D'ol la dilatation surfacique et le glissement :

AB c 5 i
(52¢) G = XABDAB = \/Cuc +Z—/b/ ”ZXAB = Vi + 01 S
c

z ——'—92/,45
(52d) Oap = Das =

De méme la dérivée du co Vecteur E?A s'derit :

Oou encore :

8 () V8,4 g
£ S W AllB + A
(53b) \/ { Q)A = 4 QA ‘

Ce qui permet d'écrire 1'équation de Codazzi contractée (30b) sous la

forme :
a 8 3
(54) Rabﬁ e[j, = g &2 0S4 Qaus +V5y g +
. O;a&ng - [g+2—’9)/,1 ;
En introduisant la densité surfacique d'impulsion 7?A = - gZA/?77 (40b) on

peut réécrire (54) sous la forme de '"l'équation fondamentale de la dynamique

de surface du trou noir" :




(55)
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B 8
(9+0)75 +v8 my, +ViyT = ¥A _/%,),A + 24 Gy — 6,

igm * N8 T [4m

L'analogie entre (55) et (47) est frappante et l'on peut dire que le
"fluide des générateurs" de 1'horizon est :
- un fluide visqueux dans un espace Riemannien i deux dimensions
muni de la métrique }{AB'
- de densité surfacique d'impulsion 7TA = "QA/g”
- de vitesse VA
- de densité de force extérieure{A= - Ta.Afa (cf. pour un exemple II
(34))
- de pression + 3/8’/77
- de coefficient de viscosité de cisaillement 4Z:= # 1/47677)
- de coefficient de viscosité de dilatation 2: i ﬁ/?l6ﬂj
Mis 3 part le fait que le taux de dilatation (52b) contienne un terme
en :90 X;B (mais ceci est une généralisation bien naturelle du cas
classique) et que certaines dérivées ordinaires deviennent covariantes
les seules différences sont 1'apparition d'une dérivée de Lie de 1'impulsion
par rapport 3 la vitesse et le fait important que 1' impulsion de surface

n'est plus nécessairement colinéaire 3 la vitesse. Mais cette dernidre

situation ne saurait arriver en général car le covecteur ZT est bien

e s o % ; >
defini dés que x et par conséquent les sections Sxa sont données alors

-
que pour définir le vecteur V il faut se donner le systéme de coordonndes

A . . . o =
X dans chaque section. En ce sensz:(—est bien plus invariant que V ne

dépendant que du choix d'un champ scalaire (xo) qui est parfois fix& par

i g P 5 : )
d'autres considérations. Notons que méme dans le cas stationnaire x
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(pris égal au paramétre du groupe des translations dans le temps)
n'est défini sur 1'horizon que moduloune fonction arbitraire additive

A ; 2 ; . 2
des x (qui correspond au choix arbitraire des sections).

Du point de vue de l'interprétation physique plusieurs remarques

s'imposent :

- Notre fluide est muni d'une pression de surface 4 /87 ou g est

la gravité surface et non comme Bekenstein (1973) l'avait suggéré d'une

tension de surface 4/§7 . Cette suggestion venait de l'existence d'un

terme(BWfigdS dans la différentielle de 1'énergie d'un trou noir en
fonction de son moment angulaire,de sa charge &lectrique et de*%Surface s.
Pourtant l'interprétation de 3//8ﬁ' comme pression de surface (c'est-a-dire
une tension superficielle négative) est naturelle si 1'on se rapporte

3 1l'exemple delélectromagnétisme. En effet si 1'on essaie de faire un
modéle classique de 1'@lectron comme une bulle &lectrisée il faut
contrecarrer la répulsion électrostatique en munissant cette bulle d'une
tension de surface (tension de Poincaré).Dans le cas gravitationnel
notre approche consiste, en gros, 3 faire un modéle d'un trou noir comme
une bulle, il nous faut donc contrecarrer l'attraction gravifique
(gravité de surface) en munissant cette bulle d'une tension de surface

négative.

- Le fait que ce fluide soit yisqueux avait &té indiqué par

Hawking et Hartle (1972) en partant de la dissipation causée par des

-1
marées sur l'horizon (chapitre II). La valeur ([§7) pour le coefficient
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de viscosité de cisaillement de surface est une conséquence de
leurs arguments,mais jamais n'avait &té exhibé 1'analogue de la loi

de Navier-Stokes : (55).

- Le fait que la viscosité de dilatation de ce fluide soit
négative ( - (hf”)-i ) n'a jamais été suggéré. Cependant nous verrons
au chapitre III que cette valeur est en parfait accord avec l'inter-
prétation thermodynamique que nous donnerons de
1'équation de Raychaudhuri généralisée (30a).

De plus on peut justifier ce signe négatif en remarquant que
dans le cas classique Z(O veut dire que le fluide est instable par
rapport a une expansion oua une contraction (car la pression visqueuse
supplémentaire = Zé’ ne s'oppose pas a la_cause) Vce qui paralt
naturel pour 1'horizon d'un trou noir qui a tendance a imploser
ou exploser selon les conditions initiales et qui n'est en fait défini

que de fagon finale (c'est—d-dire par une condition 2 x° = +o00 )i
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7. Application 3 1'état d'équilibre d'un trau noir.

Considérons un trou noir en état d'équilibre c'est-a-dire en &état
stationnaire admettant un vecteur de Killing k qui est orienté dams le

-~

temps 3 1'infini. k sera normalisé de sorte que

(56) k? = -1 3 1'infini.

L'horizon du trou noir devant &tre invariant par k, on en déduit que k
est tangent 3 l'horizom.

Alors on peut introduire une coordonnée temporelle x° telle que
k==3/310partout. La coordonnée x° feuilldte 1'espace temps et en particulier
1'horizon ce qui définit comme ci-dessus des sections :510 . Comme ci-
dessus, on compléte le systéme de coordonnées avec une coordonnée "radiale"
x1 (telle que x1 = 0 sur 1l'horizon) et des coordonnées xA, fixes par rapport
a k, sur les sections f%zo . Le vecteur normal a 1'horizon {

est alors normalisé de sorte que :

(57a) f =k +v

oii k est le vecteur de Killing stationnaire et ol v est tangent aux sectionms
Szo c'est-3a-dire

(57b) v=vi9,

On retrouve donc des conventions de coordonnées identiques 3 celles
émployées ci-dessus dans le cas non-comouvant, avec en plus la restriction
que rien ne doit dépendre de la coordonnée x°.

En outre, on sait par un théoréme de Hawking (1973) que :

(58) 6 >0

Or, si 8 était strictement positif quelque part,cela impliquerait
un accroissement de surface de l'horizon ce qui ne saurait arriver en état

stationnaire d'ou :

(59) g =0
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Utilisant cette information dans 1'équation de Raychaudhuri généra-
lisée ( 30a ) et utilisant 1'hypothése de positivité de 1'énergie faite

par Hawking (1973) (d'od :Rppz.&[,eqf‘)/o) on obtient

(60a) Ry( = 0
et

(60b) 0y = 0
o 3 0:45"‘2,"9)/"5 = -DAB = Z‘CVAM + VBuA)
4'08 goc) vaws + Varn = (£ X Jag =0

c'est-3-dire que v est un vecteur de Killing de la géométrie des sections
51;" . Hawking a démontré que 510 devait avoir la topologie d'une sphére
donc 1'isométrie engendrée par v (si v#O0) doit &tre du type : symétrie
axiale et par conséquent on peut introduire sur chaque fsxa une coordonnée
ignorable ¥ (de période Z% ) et une constante §2H telle que

61) v=S24 3

La constante S2++ ainsi introduite est appellée vitesse angulaire
de rotation du trou noir (Carter, 1973). L'équation de Codazzi (54) se
réduit alors & :

& (£, ), = %4 + 'R el

Or, l'hypothése de dominance de 1'énergie (c'est-i-dire, qu'aucun
flux d'énergie ne soit dirigé dans 1l'espace) implique que le vecteur 7:£,Pq
n'est pas spatial, or on vient de voir (60a) que —/_4'5 gqg?: O donc 7:(, é’”
est nul ou paralléle 3 pb ) d'ol si 1l'on admet 1'hypothése de dominance
de 1l'énergie : 1

(63) R s 4" 5 sar Tayleq =0

Donc, si le trou noir ne tourne pas (v = 0) on déduit immédiatement
de (62) et (63) que g est uniforme sinon ( V';f 0) on obtient :

6 (D), = 2004 = Yy

Avec Hawking (1973) nous pouvons choisir des sections :Sz” telles que

g soit constant le long des générateurs ce qui implique domnc :
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£ g=8udpg=0 dow 2g=0

. . 20 _0
En dérivant encore 1'équation (64) on trouve donc que 2 =
y “CA

(65)

soit comme ng doit étre périodique en ?’ que 9¢§2A est nul et donc aussi
QA g . Nous avons donc montré qu'd 1'état stationnaire, la gravité de

surface (convenablement normalisée) était uniforme sur le trou noir. Cette
uniformité s'interprétant d'aprés (55) comme une condition d'équilibre mé-

canique (uniformité de la pression de surface).

Remarquons enfin que la démonstration précé&dente indique que le vecteur
\/=§2H9¢ aprés normalisation convenable transporte non seulement la géométrie

induite de 1l'horizon B;B mals encore son impulsion et sa gravité de surface.
(S)w4ef g ) c'est—3-dire la transformation de Weingarten qui est une cour-
bure extrinséque de 1l'horizon. Ce résultat est le début de la démonstration

par Hawking que v est en fait un vecteur de Killing de la géométrie ambiante.

(cf. Hawking-Ellis, 1973).
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APPENDICE A

Afin de faciliter les comparaisons entre notre exposé et certains
travaux de la littérature nous allons indiquer la forme que prennent nos
résultats quand on utilise les notations de Newman et Penrose (1962) .(Ci-

dessous (NP 4.4), désigne 1'équation (4.4), de l'article de Newman et Penrose).

Nous utilisons provisoirement dans cet appendice la signature +- - -,

Comme tétrade iSOtYOpe nous prenons : pour f le vecteur normal 3 1'hypersur-—

face Z , pour m un vecteur complexe tangent a4 la section 5:1:’
et pour n le vecteur transverse a Z et orthogonal a 5,19 . La normalisation
de ces vecteurs est telle que (la barre désignant le complexe conjugu€):
1) m 0t = —mymt =4
sont les seuls produits contractés non nuls. Les opérateurs de dérivatiom:
correspondants 4 la tétrade P/n/m /’77—1. sont notés respectivement D,A / S, 5 .
D'aprés les commutateurs

@ity 55-5E=(F-p)D {F-pA-(G-BE ~(f-)§
$D-D§=(xep-TD+rd ~T8 ~(pre-7) &

on voit immédiatement (Frobenius) que

. Le fait que ?, met m soient tangents a Z implique
(A2) K- =0 (c'est-3a-dire f est géodésique).
et

(A3) P = )5

. Le fait que m et m soient tangents 3 5,10 implique en outre

(A4) /U ':/-J-
De plus, nous imposons comme ci-dessus que f transporte au sens delie

que
les sections Sl" c'est—é—direAle commutateur [f, m] c'est-a-dire [D/ 5]
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soit une combinaison linéaire de m et m d'ol

(45) X+p =

Les coefficients qui nous interesseront sont :

b —apb
4 —
& = i(pa;b’n ¢ Ma; b M )

P = pa;b /)’M"/ﬁfb

@O o = Lo /m”i _ g )
o = 3 (Lajpmian — Mgyp MM
B = 4 ({)a;l, nimb _ ’H"a,—ﬁ’ﬁq’mb}
Par définition, (cf. 15¢) : \04}.5 ﬂéz g ﬂa on en déduit d'abord :
(A7) E+E = j = gravité de surface.
De plus, j) el O peuvent s'écrire :
(ABa) §f = é(ﬁ«‘ﬁ) =2’-(pa/-b+ gb;q) m"/ﬁb = 2"(‘1{9 g)aé ’”’4";;&

(A8b) O

! 5 1 (L b
Z[pd,b"pbjn)mqml = 2 (’-C'f %)dé md/’n
; a . . 4 ; -
Mais, m étant tangent a 510 peut se remplacer par .  on voit ainsi
apparaitre la dérivée delie par rapport 3 f de la métrique induite sur 520

c'est—-3a-dire —}(AB (ol 1'on change de signe & cause du changement de signa-

ture de sorte que XAB soit toujours une métrique Riemanienne positive).

d'old :

A—B
(A9a) Pz —4Lp ¥ )y m M

A B
(A9b) o = 'Z‘éE?X)AB m’m
Ecrivant par exemple :

1 A - A

(A10) m? = y’j[% = 9(3))

ol é’(z) 97‘ 6’(-,-) forment une base orthonormale du plan tangent 3 la section

Sza on trouve :
- AB . AB
(A11) rm”/mB—_—j(X‘_+‘5V
ol 6,43 est la forme élément de surface de 520 :

jz_ €45 z/'rAA 428 — Vy dz?rdx?
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En se souvenant de (10) et (11) soit
1 _ - O, L0
(A12) Z(JEE»Z-()AB— .DAB— Ap 7 bﬁ‘B
on obtient donc (tenant compte de XAB rm’?/m B: 0 )
1
(Al3a) Pe=z4

3
(A13b) o = — T4 m’

m

En outre, on introduit avec Hajicek (1973) les combinaisons

(Alba) Q= x+4
(A14b) [T -T-5

d'od :

(A15) Q = ﬂa;/, n'm’

Mais, on avait par définition (51b)
B
Ve,,g = -QAQ + Dy eg
d'ol en contractant avec /mA :
B A4
Vmp :(QA/MA)p-# Dy m eB,
d'ol par contraction avec N
A
(A16) (= n%g = Sy m
Quant a F il correspond i la connection Riemanienne des sections
S,ln de la fagon suivante :

si on considére une quantité complexe :

e

A
(A17) A= 244,41...,4, m m
dite de spin § (@ Q ef 0’ &tant respectivement de spin O, 1, et 2)
/
,A'A ... Ay Etant un tenseur symétrique, sans traces, intrinséque & 520.
4
On peut &crire la dérivée de H
_ a, q b° a
(A18) SF\-— (Aa"..‘ a”m .om S)IB’”' = qa"___q’ /'b m .4../7)'14’/»\‘,, € 3 Aaqu’ /majﬁ'mﬁ/qumq”
—a
D'aprés (Al4b) on a L 'ma/.m mb d'ou :
a a4 ay
(A19) fma‘/.b /mb: —F’m 4—/— une combinaison linéaire deg d n .
Mais ‘Aq__, ag dtant un tenseur (covariant) intrinséque, & 510 n'a de
4

contraction non nulle qu'avec des vecteurs tangents 3 51,0 (c'est-a-dire

a " .
M™ ) d'od 1l'on tire :
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a as . b
(A20) (S—f's ﬂ)A = Aa{..a,/.b’m.‘..’ms/m
D'aprés la formule de Gauss (Kobayashi-Nomizu, 1963) le second membre

: q a b A A B
de (A20) vaut : Aa4---a,;b’)n“.-'m' Swm” = ;{A‘--'A;//B m™...om >m

Donc, introduisant l'opérateur%’:ﬁ-{-sﬁ (Geroch, Held, Penrose, 1973) on

a
_ A Ay B A A
(AZ]) %/A- AA’,‘"‘AﬂIB m..m “m :(5+5 F)(A&f’:’m 1. m e g
Telle est la dérivée covariante interne 3 -S’L” d'une quantité de spin s.
s i B e =B R
On définit de meme % ou (HB /mB) est remplacé par ( g M ) d'ol
les résultats : ~ " Iz
: T = 5 =l

Considérons alors 1'équation (NP 4.2a):
Dy _Sk=pr+0G 4(c+E)p -k T —~ K(BX 4T ) + Sgao
Elle s'écrit en tenant compte des ré@sultats précédents (A2 - 3).
Dp=p2+lol® +gp + 4 Ry 0°0°
On voit alors facilement qu'elle est identique 3 1'eq. (30a) obtenue
ci-dessus[cf. (31b)].
En revanche, pour obtenir 1'&quation (30b) il faut combiner les eq.
P4.2d) DX — 6 € =(p +€-2E)& +ﬁf—ﬁg-FJ-K?+(E+f)ﬁ + @10
(WP4.28) DB — 6 € =@+M)0 H{P_e)p — (W+¥)k - (3-7)e 4+ @4
(NP4. 2K) 5?_'5‘.0*___f:@/;)_d(zu—ﬁ)+(f>-j>‘)f-(}/-//lk G, + éﬁ,i
D'od ., par calcul direct :
(D+€—eﬂ&%)—07@%)—5&+é)+§p—[§+2gﬂﬁ)y75
— 0"(77_0(-/}') —I-fﬁ(&—-ff(& +7T) +}_7-(7-[——T) -
kU -FA + 2 @M
Afin de simplifier le premier membre on introduit le covecteur

d'espace-temps °
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A

q q
(A22) Q_;, E’”agjﬁ (avee mg €= +1)
A
tel que : QE &4./3——_; ﬁﬂ;b %dlmb_—_— ‘QI:MA
Remarquons que bien qu'on ait :

.E\Zb/mb = -Q-'-’QAMA

Q], n'est pas un objet géométrique interne aux sections 52, . Cepen-

A

dant, sa projection sur 57'0 est identique & QA 3
La dérivée Dﬂ du scalaire Q peut alors s'interpréter comme une
dérivée de Lie dans 1l'espace-temps:

DL - o{g(ﬁé”"b) = ’mb(lgl Q}L + ﬁﬁ(f-l/m)b

Le commutateurfg'm = 'f F se lit directement 3 partir de
m

b B s b b —-154\[" z) b
- = (mr-o- —kn LM HPIe-g)m
(NP 44) (15:’"1) =-[5,D]7’= (” )¢
A pb 3 -a b —
d'ol en remplagant et en tenant compte de Qép = E+E M o Y+Y

Le résultat final est donc

(A23) m* (£, ) —(p+f)SL - S(e4E) +6 9 — [g—-Z(“'/Z))O’E
= 0tm-a-F) +F (T-25) +pP)T-F-F +28,, .

D'aprés les hypothéses faites (A2-5) le second membre se ré&duit i
2@912 377‘74‘5 fa’mb (car Newman et Penrose utilisent un tenmseur de RicCi
opposé au ndtre)
Ce résultat s'identifie alors terme 3 terme avec 1%xpression (30b) ou

(54) . I1 suffit en effet de constater que
A
'mb(fp Q)b: bﬂ] Q54+£45 Q B(Qso” -QBA + V/B 24)
6 (¢+&)= mhg 4
A

gﬁ:-—i—@/,,/m

et en utilisant (A21),(A13b),(Al11) et le fait que 0 est symétrique et

sans trace

C B A
[5 2(“-/3)]‘7 %(7“ AB//c'”””'A’”’ :——G'ABM’M.

Afin de compléter 1l'interprétation de ﬂ et d'indiquer comment passer
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de nos résultats 3 ceux de Prior (1977 a, b) ; considérons aussi

" é@z-l«/]-ﬁﬁbufK

la quantité : _
(A24) Fh-7Fp = Su-bp+a0p-0E-pp = Jp-AT
ol nous introduisons la courbure complexe K dejigGeroch, Held, Penrose,
1973) qui dépend de ?I; c'est—-3-dire du tenseur de Riemann-
Christoffel.
Exprimant & e'["ﬁ en fonction de L ef [ et séparant K en parties

réelles et imaginaires' on obtient deux &quations

a250) K+K= 35 = 67,57 - 27
sy K-K =70 - 782
La premiére équation est 1'équation de Gauss pour la 2-surface
f;zv (Eisenhart, 1926) et indique que K + K est la courbure de Gauss def;o.
La deuxiéme équation s'écrit :
(A25¢) K —; = ¢ €A8 .QAIIB
C'est-3-dire (K-K)/i est le rotationnel de f24 . Donc, module
un gradient}ng peut s'obtenir 3 partir de la partie imaginaire de
la courbure complexe de :Sza . Notons que Hajicek (1977) normalise
SzA (dans le cas ol 023? =0 ) en imposant l'annulation de sa

divergence.



