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DOC. 25 FIELD EQUATIONS OF GRAVITATION
844 Sitzang der physiklisch-mathematischen Klase vom 25, November 1915

Derlag Ullftei , Berl )
e Dio Peliglsickhungen dor Gravitation.

Von A. Eivstei.

ln zwel vor kurzem erschienenen Mitteilungen' habe ich gezcigt, wie

man zu Feldgleichungen der G i gvlnngrn kann, dic dem Pustu-
Iat allgemeiner vann\-nru. entsprechen, d. h. die in ihrer allgemeinen
Fassung beliebig derR itvarfabeln wegeniiber ko-
variant sind.
Der Entwicklungsgang war dubei folgender. Zuniichst fand ieh
“Gleichungen, \velchn die Newtossens lheon(- als Nitherung enthalten
und beliebig von der 1 i t gegendber ko-

variant waren. Hierauf fand ich, daB diesen Gleichungen allgemein
kovariante entsprechen, falls der Skalar des Energietensors der »Ma-
terie« verschwindet. Das hoonhnlunsyswm war dann nach der ein-
fachen Regel zu spezialisieren, daB J'—y zu 1 gnm:cht. wird, wodurch
dic Gleichungen der Theoric eine emi Vervi crfah
Dabei muBte aber, wie erwihnt, die Hypothese elnmmhn werden,
daB der Skalar des Energictensors der Materie verschwinde.

Neuerdings finde ich nun. da8 man ohne Hypothese @iber den
Energictensor der Materie auskommen kaum, wenn man den Energie-
tensor der Materie in etwas auderer Weise in die Feldgleichungen
cinsetzt, als dies in meinen beiden fritheren Mitteilungen geschehen
ist. Die Feldgleichungen fir das Vakuum, suf welche ich die Kr-
klirung der Perihelbewegung des Merkur g let habe, hleiben von
dieser Modifikation unberiihrt. leh gebe hier nochmals die ganze Be-
trachtung, damit der Leser nicht gendtigt ist, die friheren Mitteilungen
unnusgesetzt heranzuziehen.

Aus der hekaunten Rivuansscnxn Kovarinnte vierten Ranges leitet
man folgende Kovariante zweiten Ranges ah:

Gia = Ru+5. o)

ey Tty o

Wachd .21;'_)““ ‘,.

N (T,

* Sitzungsher. XLIV, S, 778 wnd XLVI, 8. 799, 1915,

k'unt newe Grdfe der ?’ﬁellgdﬁlmu Albert Cinfein, L Sen 3 3

deffen Foridsi eiie odlige dlguny suferer bedeuten

und den Ertenmenifien cines Kopernitus, R:'kr und Rewton pleidwerti find.
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2 2 d éce m b re 19 1 5 Shaber Dot Mads- Wise——=(118)

Uber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes
nach der EmnstemNschen Theorie.

Von K. ScuwarzscHiLv.

(Vargelegt am 13. Japuar 1916 [s. oben S. 421)

§ 1. Hr, Kissviay hat in seiner Arbeit dber die Perilielbewegung
des Merkur (s, Sitzungshberichte vom 18. November 1915) folgendes
Problem gestellt:

Ein Punkt bewege sich gemif der Forderung

é |-a'z =0, |
wobel K - (t)
ds = l")y_,d.r.d:, ox |.z..!-4l

ist, g,, Funktionen der Variabeln x bedeuten und bef der Variation
am Anfang und Ende des Integrationswegs die Variablen x festzuhalten
sind. Der Punkt bewege sich also, kurz gesage, auf ciner geoditischen
Linie in der durch das Linienelement ds charakterisierten Mannig-
faltigkeit. .

Die Ausfilhrung der \arnmou ergibt die Bewegungsgleichungen
des Punktes

d'%.. . A% dx, %
7 e AL 7 S Al
. wobei
\ . ' Og.a, 99a v
Karl S chwarzschild —. - 29'( w —a) 3
« g0 . o i g8 g i 5
wobei die HllngfOBe st und »*f die zu g,, koordinierte und normierte Subdeterminante in

der Determinante | g,, | bedeutet. .
1 E Dies ist nun nach der Erxsrmaxschen Theorie dann die Bewegung
pines masselosen Punktes in dem Gravitationsfeld einer im Punkt =

1
R — (3:1:1 + p)g — (T3 + a_3) ® & =z, =, = 0 hefindlichen - Masse; wenn dic »Kompouenten des :

-Gn\iutlonsfcldes- I iberall, mit Ausnahme des Punklcs: =1, —'.r,=o, ol

. R — den -Feldglelchungen-"—' s s e - ,““F“"‘
eingefuhrt ist. = < T i

Setzt man diese Werte der Funktionen fim Ausdruck (9) des Linienelements ein und kehrt zugleich zu gewdhnlichen Polarkoordinaten
zuriick, so ergibt sich das Linienelement, welches die strenge Ldésung des EINSTEINschen
Problems bildet:

dR?
1—-a/R

Dasselbe enthélt die eine Konstante a, welche von der GréBe der im Nullpunkt befindlichen Masse abhéngt.

ds®> = (1 — a/R)dt? — — R* (d9* +sin’9d¢?), R=(r*+a )% (14)



L’histoire accidentée des trous noirs

e Décembre 1915 : solution exacte trouvée par Karl Schwarzschild (= bouclier noir !)

ds* = — [ 1— By cAdt? + L + 7r? (d6’2 + sin? Gdf,OQ)
r 1—R,/r
2GM
* « Rayon gravitationnel » : R, = —
c

Soleil RQO ~ 3 km ; Terre R;e ~ 1 cm

_ L 3
e ? Condenser la masse du Soleil dans: R? ~ 3 km — densité ~ 2 x 10*°g/cm” |
La masse d’une montagne dans chaque dé a coudre ; cent fois plus grand
gue la densité nucléaire T

e Une conséquence de la théorie de la Relativité -
Générale qui est restée voilée pendant longtemps '{ p >,

e Concept inventé par Oppenheimer et Snyder
en juillet 1939

e Pris au sérieux, et développé seulement a partir
de 1967-1969 par Doroshkevich-Zel’dovich-Novikov,
Israel, Wheeler, Penrose, ...



Développements théoriques et découvertes
observationnelles qui ont permis I’'émergence du concept (1)

e 1910-1924 Evolution des étoiles ; Supernovae )
« Naines blanches » : densite : Mo dans Rgy — 10°g/cm

e 1926 Relativité Restreinte + Mécanique Quantique + Principe d’Exclusion — théorie
de la matiere relativiste fermionique froide (Fowler 1926)

® 1929-35 masse limite des naines blanches (Chandrasekhar, Landau)
e 1932 Découverte du neutron (Chadwick)

* 1934 Concept d’étoiles a neutrons ([Landaul], Baade-Zwickg) densité d’'une étoile
a neutrons : Mo dans 10km — densite ~ 1014g,/c-.111 ~ Pl

* 1939 Oppenheimer-Volkoff : étoiles a neutrons en Relativité Générale :
masse limite des étoiles a neutrons

e juillet 1939 Oppenheimer-Snyder : les étoiles trop massives pour « finir leur vie »
en étoiles a neutrons, s’effondrent sur elles-mémes, jusqu’a ce que R, < Rg :

la lumiere émise par I'étoile ne parvient alors plus a I'extérieur o



juillet 1054)

Supernova du crabe (4




Développements théoriques et découvertes
observationnelles qui ont permis I'émergence du concept (2)

e 1963 Quasars = Existence de trous noirs supermassifs ?

* 1963 solution exacte de Roy Kerr
(généralisant Schwarzschild)

e 1967 Pulsars =& existence des étoiles a neutrons
* 1968 le nom « black hole » est inventé (Wheeler)

e 1969 vision spatio-temporelle globale du trou noir
(Penrose)

* 1970 sources X binaires 9 existence de trous noirs de ~ 100/ Roy Kerr

e 1973 [1963] sursauts gamma



Précurseurs et résistances conceptuelles au trou noir

e 1784 Michell, étoiles invisibles
e 1796 Laplace, corps obscurs

e 1920 A Anderson : « if the mass of the sun were contracted ... shrouded in
darkness... »

¢ 1921 O. Lodge : « a sufficiently massive and concentrated body would be able to
retain light and prevent its escaping. »
e 1922 discussions Hadamard-Einstein

* %k %k % %k %k % %k %k %k %k *x %k

e Landau 1932 « ... do not show any such ridiculous tendencies... »

e Eddington 1935 : « | think there should be a law Nature to prevent a star from
behaving in this absurd way. »

e Einstein mai 1939 : « The « Schwarzschild singularity » does not appear for the
reason that matter cannot be concentrated arbitrarily. »

e Wheeler 1958 : « [the Oppenheimer-Snyder proposal] does not give an
acceptable answer to the fate of a system of A-nucleons under gravitational
forces. »



Définition d’un trou noir

A Définition naive : Vraie définition : diagramme d’espace-temps
Vitesse de libération > vitesse de la lumiere r =0 SINGULARITE @}
ST
rayon masse
R & R - QGA/[ ECLAIR
S Ng = ) «— LUMINEUX
C EMIS DEPUIS
/ ‘ LE CENTRE
constante \\
de la gravitation vitesse
my.,m ie ETOILE EN
F =G it Tt de la lumiere EFFRONDREMENT
?“2 temps

espace

10



>

Espace « plat » (Euclide)

C
N\
C . o .
A+ B+ C =2droits =
N\
B
B
C

AB? = AC? + CB?

11



Einstein : espace élastique, déformé par |la matiere-énergie

Planete, étoile, étoile morte...

R, =

2GM

2

A

Y

2R

Facteur d’agrandissement des angles

z+§+am(1+%)

1 cm
| ~ 1.000000001 ~ 1 + 107"
Terre : + 6 100 ko +
) 3 km
Soleil: 1+ ——1+10°°6
- 700000 km -
g 4 km o
Etoile a neutrons: 1 + ——— ~ 1.4 40 %
0 km
Trou noir: =~ 1+1 100 %

12



Einstein : temps élastique, déformé par la matiere-énergie

Facteur de ralentissement du temps

R
Tsm‘face == — Eg J-_F:'-iizlin

Terre: ~ 1 — 107"
Soleil: ~1— 107"

Etoile a neutrons: = 1 — 0.4 =0.77 -23%

Trounoir: =+v'1—1=10 -100 %

13



Jumeaux et trou noir

Temps gelé a la surface du trou noir

14



Le bloc Espace-Temps einsteinien

PSR

A. Einstein . H. Minkowski

FOPACE + TEMPS — ESPACE-TEHPS

el /\
P ,

H. Poincaré
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Le cOne de lumiere

b %
b/ > ,
£/© /
w .




Espace-Temps élastique de la Relativité Générale

Relativité Restreinte

Relativité Générale

17



Effondrement d'une étoile et formation d'un trou noir

temps

espace

r =0 SINGULARITE

ECLAIR
«— LUMINEUX
EMIS DEPUIS
LE CENTRE

ETOILE EN
EFFRONDREMENT

e rien ne peut sortir de l'intérieur du
trou noir (zone grisée) : ni lumiére, ni
matiere, ni information

e |a surface du trou noir (ou "horizon")
est une bulle de lumiere qui,
localement, se déplace vers |'extérieur
a la vitesse de la lumiere, mais qui,
globalement fait du "sur-place”

e |e développement temporel de Ia
région intérieure est limité et se
termine par un bord d'espace-temps
(gris foncé) ou l'espace-temps cesse
d'exister : un "big crunch" ou la toile
espace-temps se déchire

18



Les trous noirs en astrophysique (1)

e Les étoiles évoluent en brdlant leur carburant nucléaire. Il existe des étoiles
trés massives (dix fois, ou méme cent fois plus massives que le Soleil), alors que
la masse des états finals possibles (naines blanches, étoiles a neutron) est limité
a ~ 3M¢ . Dongc, les générations passées et présentes d'étoiles doivent former
des trous noirs (plus massifs que le Soleil)

e Les sources X binaires
dans notre Galaxie
fournissent une douzaine de
candidats trous noirs:
systemes binaires fait d'une
étoile ordinaire cannibalisée
par un compagnon massif




Les trous noirs en astrophysique (2)

el 'existence de sources
trées intenses d'ondes Jet of high-speed

particles

électromagnétiques
situées au centre de

. Magnetic field
nombreuses galaxies lines
suggere |'existence de
trous noirs supermassifs
accrétant de la matiere
dans leurs puits de Accretion
potentiel gravitationnels s

Copyright © 2008 Pearson Education, Inc., publishing as Pearson Addison-Wesley. 20



Les trous noirs en astrophysique (3)

el y a de trés fortes preuves indirectes de |'existence d'un trou noir de
quatre millions de masses solaires au centre de notre Galaxie (Genzel)

21



Trous noirs et ondes gravitationnelles

ﬁ e La preuve ultime de
I'existence de trous noirs sera

ﬁ sans doute apportée par
I'observation prochaine des

ﬁ ondes de déformation de la

HE% > ﬁi géométrie de l'espace (ou

"ondes gravitationnelles")

engendrée par des systemes
binaires de trous noirs,
évoluant jusqu'a leur
coalescence finale. Dans

cette coalescence, les deux
trous noirs fusionnent pour

§ f former un trou noir plus gros.

22



Energétique des trous noirs

e Bien qu'un trou noir soit fait seulement d'espace vide, on peut le considérer
comme un objet physique localisé dans I'espace et persistant dans le temps, et
représenté par un tube d'espace-temps (= horizon = surface du trou noir)

e Un trou noir possede une masse, une énergie, une impulsion, un moment
cinétique, une charge électrique.

Les trous noirs sont les plus grands réservoirs d'énergie libre de l'univers. lls
peuvent stocker jusqu'a 29% de leur énergie de masse ( E = Mc?) sous forme
d'énergie cinétique de rotation, potentiellement extractible (Christodoulou-
Ruffini)




Propriétés thermodynamiques, électriques et
hydrodynamiques des trous noirs

I

e Analogue du second principe de la thermodynamique :
irréversibilité, I'aire de I'horizon ne peut qu'augmenter
(Christodoulou-Ruffini, Hawking)

e Analogue du premier principe de la thermodynamique
(Bardeen-Carter-Hawking)

eSurface du trou noir analogue a une surface métallique
conductrice de I'électricité : loi d'Ohm V = R[
R ~ 30 Ohm (Damour, Znajek)

.....

e Surface du trou noir analogue a un fluide visqueux
(Hartle-Hawking) satisfaisant une équation de

Navier-Stokes avec une viscosité égale n = = (Damour)
(s

24




Propriétés quantiques d’un trou noir

Propriétés quantiques d'un trou noir

Perte d'un bit d'information quand une
particule est absorbée par un trou noir;
Bekenstein suggére une entropie
proportionnelle a I'aire du trou noir.

Hawking trouve qu'en théorie quantique

les trous noirs émettent un rayonnement
(] continu, comme un corps "chaud" a une
température non nulle. Cela confirme la
pertinence de |I'entropie d'un trou noir

1A
Spy = —

4 hG

25



Entropie, désordre et (manque d’) information

X NN
'i%"i'i i /é;(

Nombre de configuration microscopiques possibles (a V et E fixés) : N
Boltzmann (1877) : Entropie S=log N

[log N~ 2.3 (# chiffres de N — 1)

e.g N=123456 789 = 1.23456789 x 108 —>log N ~2.3 x 8]



Questions ouvertes

e Quels sont les états quantiques
miscroscopiques d'un trou noir ? La théorie des
cordes répond partiellement a la question
(Bowick-Smolin-Wijewardhana, Susskind, Sen,
Strominger-Vafa, Callan-Maldacena,
Breckenridge-..., Witten, Horowitz-Polchinski,
Damour-Veneziano, ..., t'Hooft, ..., Mathur,
Denef, Pioline, Bena-Warner, ...)

e Qu'advient-il de l'information tombée dans un
trou noir quand le trou noir s'évapore ?

(Hawking, Page, ...)

e Quel est le role des trous noirs en physique des
particules ? (t'Hooft, ...)

27



Conclusions

e Les trous noirs sont la prédiction la plus fascinante de la théorie de la Relativité
Générale d'Einstein; le concept a mis longtemps a étre appréhendé, accepté et
reconnu.

e |Is existent probablement dans |'univers réel, avec des masses pouvant aller de

107°g a 1010, ~ 10%yg

e Leurs propriétés mathématiques, et en physique non-quantique, sont
relativement bien comprises (avec des zones d'ombre restantes)

e Leurs propriétés et leur role en physique quantique restent encore en partie
mystérieux.
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