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Introduction

Cette thése s’inscrit dans la problématique générale des quotients compacts d’es-
paces homogénes GG/H par des sous-groupes discrets I' de G. Ici G désigne par
exemple un groupe de Lie linéaire réel et H un sous-groupe fermé de G. On demande
que l'action de I sur G/H soit propre afin que le quotient I'\G/H soit séparé. Cette
condition impose de fortes restrictions sur I' lorsque H n’est pas compact : il suffit
pour s’en convaincre de considérer 'exemple de G = SLy(R) et du sous-groupe H
des matrices unipotentes triangulaires supérieures, pour lequel tout groupe discret
agissant proprement sur G/H est fini. On demande souvent aussi que 'action de I'
soit libre pour que I'\G/H soit une variété. Cette seconde condition n’est pas trés
contraignante. En effet, si le groupe I' agit proprement et cocompactement sur G/ H,
il est de type fini! donc admet un sous-groupe d’indice fini sans torsion d’aprés le
lemme de Selberg [Sel]. Autrement dit, I'\G/H admet un revétement fini par une
variété compacte.

La théorie des quotients compacts d’espaces homogénes trouve ses origines dans
I’étude des groupes discrets d’isométries d’espaces riemanniens symétriques et dans
celle des variétés pseudo-riemanniennes complétes de courbure constante. A la fin des
années 1980, T. Kobayashi a initié¢ I’étude générale des quotients compacts d’espaces
homogenes réels G/H ou G et H sont réductifs. Dans cette thése, nous nous plagons
dans le cadre plus large des espaces homogénes réductifs sur des corps locaux, ce
qui comprend aussi bien les espaces homogénes réductifs réels et complexes que les
espaces homogénes réductifs p-adiques ou les espaces homogénes réductifs sur des
corps de caractéristique non nulle de la forme F,((¢)). Nous obtenons deux types de
résultats.

D’une part, nous décrivons les sous-groupes discrets infinis de G' qui agissent pro-
prement sur G/H. Sachant que de tels sous-groupes n’existent pas lorsque G et H
ont méme rang relatif (¢f. paragraphe 0.1.2), nous considérons au chapitre 2 le cas
d’existence ot H est “le plus gros possible”, c¢’est-a-dire de corang un. Le théoréme
général 2.1.1 que nous obtenons permet en particulier de décrire les actions propres
de groupes discrets sur les espaces homogénes de la forme (G x G)/Ag, ot G est un
groupe semi-simple connexe de rang relatif un sur un corps local et A la diagonale
de G x G (théoréme 2.1.2). De maniére équivalente, nous décrivons les sous-groupes
discrets de G x G qui agissent proprement sur G par multiplication a gauche et

1. Le groupe T est un quotient du groupe fondamental de 1’espace compact I'\G/H privé d’un
voisinage ouvert du lieu de ramification, qui est de type fini.



a droite. Nous donnons au chapitre 3 une condition nécessaire et suffisante pour
que de telles actions soient cocompactes (théoréme 3.1.1). Comprendre les quotients
compacts de G par des sous-groupes discrets de G x G s’avére intéressant du point
de vue de la géométrie lorentzienne pour G = SLy(R) (cf. paragraphe 0.1.3) et du
point de vue de la géométrie riemannienne holomorphe pour G = SLy(C) (¢f. para-
graphe 0.1.4). Pour G = SLy(R) par exemple, nous précisons la description connue
des variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 (corollaire 5.1.2) et apportons
des informations supplémentaires sur le spectre des longueurs de leurs groupes fonda-
mentaux (corollaire 5.1.4). Nos résultats concernent également des groupes ultramé-
triques comme G = SLy(Q,), ce qui nous permet de faire de la géométrie p-adique en
décrivant par exemple les quotients compacts des quadriques de Qf) (théoréeme 3.1.1
et paragraphe 2.4.3).

D’autre part, nous nous intéressons a la déformation des quotients compacts d’es-
paces homogeénes réductifs G/H. Dans tous les exemples connus, lorsque G/H admet
des quotients compacts, il en admet des “standard”, par des sous-groupes discrets de G
qui sont des réseaux dans un sous-groupe réductif L de G agissant proprement et
cocompactement sur G/H. Il est naturel de chercher a déformer ces sous-groupes
dans G pour obtenir des quotients compacts non standard, plus “génériques”. Par
rigidité du rang supérieur, on se rameéne au cas ou L est de rang relatif un. Au cha-
pitre 6, nous montrons que dans ce cas, si I’'on déforme légérement dans G des réseaux
cocompacts sans torsion de L, ils restent discrets dans G et leur action sur G/ H reste
propre (théoréme 6.1.3). De plus, on sait que leur action reste cocompacte si l'espace
homogéne GG/H est réel ou complexe, ce qui nous permet d’obtenir de nouveaux
exemples de quotients compacts d’espaces homogénes réductifs par des sous-groupes
Zariski-denses (corollaire 6.1.2). Pour les espaces homogeénes p-adiques de la forme
(G x G)/Ag ou G est semi-simple de rang relatif un, nous établissons au chapitre 4
un résultat plus fort : si 'on déforme légérement dans G X G un sous-groupe discret
quelconque de G x G agissant librement, proprement et cocompactement sur GG par
multiplication a gauche et a droite, il reste discret dans G x G et son action sur GG
reste libre, propre et cocompacte (théoréme 4.1.1). Via la théorie de Bruhat-Tits,
c’est une conséquence d’'un résultat général sur les groupes d’isométries d’arbres réels
simpliciaux (proposition 4.2.1). Au chapitre 5 nous adaptons cette approche au cas de
G = SLy(R) : nous donnons une nouvelle démonstration de ’analogue pour SLy(R)
du théoréme 4.1.1, sans utiliser la complétude des variétés anti-de Sitter compactes,
et nous généralisons la conservation de la propreté a une classe plus grande de sous-
groupes discrets de SLy(R) x SLa(R) (corollaire 5.1.6). Nous nous appuyons pour
cela sur 'étude du prolongement d’applications lipschitziennes équivariantes de H?2.

0.1 Origines géométriques du probléme des quotients
compacts

Voyons d’abord comment 1’étude de certaines variétés riemanniennes, pseudo-
riemanniennes ou riemanniennes holomorphes est liée & ’étude de quotients compacts



d’espaces homogénes. Ce faisant, nous présentons quelques développements récents
et questions ouvertes qui motivent cette thése. Il ne s’agit pas de dresser la liste
exhaustive des résultats connus a ce jour; le lecteur pourra consulter a ce sujet les
articles de synthése [KY] et [Ko6.

0.1.1 Formes de Clifford-Klein des espaces riemanniens symé-
triques

Dés la fin du dix-neuviéme siécle s’est posée la question de classifier les varié-
tés riemanniennes de courbure sectionnelle constante. En effet, suite aux travaux
de Clifford de 1873 sur les plongements isométriques de tores plats dans 'espace
projectif P3(R), Klein s’est demandé deés 1890 si 'on pouvait trouver toutes les sur-
faces de courbure de Gauss constante. Ce probléme, généralisé en 1891 par Killing
en dimension quelconque et appelé le probleme des formes de Clifford-Klein, doit
sa formulation moderne a Hopf en 1925. D’apreés les travaux de Killing et Hopf, les
variétés riemanniennes connexes de dimension n > 2, géodésiquement complétes et
de courbure sectionnelle constante nulle (resp. strictement positive, resp. strictement
négative) sont, & une isométrie et a la renormalisation de la métrique pres, les quo-
tients de R™ (resp. de S", resp. de H™) par un sous-groupe discret de R™ x O(n) (resp.
de O(n+1), resp. de O(n, 1)) agissant librement et proprement sur R™ (resp. sur S”,
resp. sur H"). Ces variétés sont appelées respectivement formes de Clifford-Klein
euclidiennes, sphériques et hyperboliques.

Parallélement s’est développée, a la fin du dix-neuviéme siécle, la théorie des
pavages de l'espace affine euclidien R", motivée par des questions de cristallogra-
phie. En 1911 et 1912, Bieberbach a posé les bases de la théorie des groupes cris-
tallographiques, c’est-a-dire des groupes de symétries de pavages cocompacts de R"
euclidien [Bie|; son premier théoréme affirme par exemple que tout groupe cristal-
lographique de R™ est une extension d’un groupe fini de rotations par un groupe de
translations isomorphe a Z". C’est Nowacki [Now| qui, en 1934, a mis en évidence
le lien entre la théorie de Bieberbach et les formes de Clifford-Klein euclidiennes
compactes : sachant que toute variété riemannienne compacte est compléte d’aprées
le théoreme de Hopf et Rinow de 1931, les formes de Clifford-Klein euclidiennes
compactes de dimension n ne sont autres que les quotients de R"™ par des groupes
cristallographiques.

Les formes de Clifford-Klein euclidiennes, sphériques et hyperboliques sont des
cas particuliers d’espaces riemanniens localement symétriques, c’est-a-dire de varié-
tés riemanniennes dont le tenseur de courbure est invariant par transport parallele
ou, de maniére équivalente, dont la symétrie géodésique en tout point est une isomé-
trie locale, comme 1’a remarqué E. Cartan a la fin des années 1920. En s’appuyant
sur des idées d’Ehresmann, Borel et Lichnerowicz [BoL| ont montré en 1952 qu’un
revétement universel d’un espace riemannien localement symétrique est un espace
riemannien (globalement) symétrique : ainsi, les espaces riemanniens localement sy-
métriques compacts sont des quotients, ou formes de Clifford-Klein, d’espaces rie-
manniens symétriques.



Le probléme de l'existence de formes de Clifford-Klein compactes des espaces
riemanniens symétriques a été résolu en toute généralité par Borel [Bol| en 1963.
Depuis les travaux de Cartan, on savait que tout espace riemannien symétrique sim-
plement connexe est le produit de ses composantes euclidienne, de type compact et de
type non compact. Le probléme précédent se ramenait donc a celui de I'existence de
formes de Clifford-Klein compactes des espaces riemanniens symétriques de type non
compact, ces derniers étant essentiellement des espaces homogeénes de la forme G /K
ou GG est un groupe de Lie semi-simple réel et K un sous-groupe compact maximal
de G. Par compacité de K, le probléme se ramenait finalement & la question de
I’existence de réseaux cocompacts sans torsion des groupes de Lie semi-simples réels.
Cette question a été résolue de maniére arithmétique par Borel : suite aux travaux
de Borel et Harish-Chandra [BHC| d’une part, Mostow et Tamagawa [MT]| d’autre
part, sur les points entiers des Q-groupes algébriques, il lui a suffi d’établir en 1963
I'existence de certaines Q-formes d’algébres de Lie semi-simples réelles.

Notons que les formes de Clifford-Klein des espaces riemanniens symétriques ne
sont pas toutes arithmétiques, du moins en ce qui concerne les formes de Clifford-
Klein hyperboliques : des réseaux cocompacts non arithmétiques de O(n, 1) ont été
construits par Vinberg [Vin|, puis Gromov et Piatetski-Shapiro [GPS| (cf. aussi 'ap-
pendice C de [Ma3]).

0.1.2 Variétés pseudo-riemanniennes complétes de courbure
constante

Soient p,q € N deux entiers. Rappelons que, tout comme les variétés rieman-
niennes, les variétés pseudo-riemanniennes de signature (p, ¢) admettent une unique
connexion affine sans torsion dont le transport paralléle préserve la métrique pseudo-
riemannienne ; cette connerion de Levi-Civita permet, exactement comme en géo-
métrie riemannienne, de définir les notions de géodésique, de tenseur de courbure
et de courbure sectionnelle. On dispose de trois espaces modeles de variétés pseudo-
riemanniennes de signature (p,q) et de courbure sectionnelle constante : RP? SP4
et HP4. La variété RP? ~ (RP*4x O(p, q))/O(p, q), de courbure constante nulle, n’est
autre que RP"? muni de la métrique pseudo-riemannienne g, , obtenue par translation
de la forme quadratique Qpq(21,. .., Tprq) =27+ ... 422 — a2 — ... — 2, ; son
groupe d’isométries est RPT? x O(p, ¢). La pseudo-sphére S ~ O(p + 1, q)/O(p, q),
de courbure constante égale a 1, est la quadrique d’équation Q,;1, = 1 de RPTH4,
munie de la métrique pseudo-riemannienne induite par g,1i4; son groupe d’isomé-
tries est O(p + 1,q). Elle est difféeomorphe a SP x R? donc simplement connexe
dés que p > 2. Enfin, l'espace pseudo-hyperbolique H?? ~ O(p,q + 1)/O(p, q), de
courbure constante égale a —1, est la quadrique d’équation Q411 = —1 de RPZH
munie de la métrique pseudo-riemannienne induite par gp 1 ; son groupe d’isomé-
tries est O(p, ¢+1). Notons que HP? est difféomorphe & S par un simple échange de
coordonnées dans RPT41. Pour ¢ = 0 on retrouve bien les variétés riemanniennes mo-
déles mentionnées ci-dessus : R”? est un espace euclidien, SP est la sphére SP et HP®
est formé de deux copies de I’espace hyperbolique HP. Pour ¢ = 1 (cas lorentzien), on
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trouve I'espace de Minkowski R?!, 'espace de Sitter dSP™ = SP'! et ’espace anti-de
Sitter AdSP™! = HP'; les variétés lorentziennes de courbure constante strictement
positive (resp. strictement négative) sont appelées variétés de Sitter (resp. variétés
anti-de Sitter).

Par analogie avec le cas riemannien, les variétés pseudo-riemanniennes connexes,
géodésiquement complétes, de signature (p,q) pour p # 1 et ¢ # 1 et de courbure
sectionnelle constante nulle (resp. strictement positive, resp. strictement négative)
sont, & une isométrie et a la renormalisation de la métrique pres, les quotients de RP»4
(resp. de SP?, resp. de HP?) par un sous-groupe discret de RPT? x O(p,q) (resp.
de O(p+1,q), resp. de O(p,q + 1)) agissant librement et proprement sur RP? (resp.
sur SP¢, resp. sur HPY) (cf. [Wol|) 2. Pour p = 1 (resp. ¢ = 1) il suffit de remplacer
SP1 = O(p + 1,9)/O(p,q) (resp. H”? = O(p,q + 1)/O(p,q)) par un revétement
universel SP4 = 6(p +1, q)/@(p, q) (resp. HPI = G(p, q+ 1)/6(}9, q)).

Pour tout couple (p, ¢) il existe bien stir des variétés pseudo-riemanniennes com-
plétes plates de signature (p,q) qui sont compactes, puisque le groupe ZPT? agit
librement, proprement et cocompactement sur R”?. Se pose alors la question de dé-
crire ces variétés et leurs groupes fondamentaux. Comme généralisation du premier
théoréeme de Bieberbach, Auslander [Aus| a proposé en 1964 que tout sous-groupe
discret de R™ x GL, (R) agissant proprement et cocompactement sur R" soit virtuel-
lement résoluble ; en particulier, toute variété pseudo-riemannienne compléte, plate
et compacte admettrait un revétement fini dont le groupe fondamental est réso-
luble. La conjecture d’Auslander reste ouverte, méme si des résultats partiels sont
connus : elle a été démontrée par exemple pour les variétés lorentziennes plates com-
pactes |GK], pour les variétés pseudo-riemanniennes complétes, plates et compactes
de signature (2,q) [AMS3] ou en dimension < 6 [Tom|, [AMS2]. La conjecture est
mise en défaut si I'on remplace “virtuellement résoluble” par “virtuellement abélien”
ou méme “virtuellement nilpotent” (cf. [Abe]|), ou bien si ’on supprime 1’hypothése
de cocompacité, comme 1’a proposé Milnor |[Mil| : citons & ce sujet les célébres contre-
exemples de Margulis [Mal|, [Ma2].

Contrairement au cas plat, en courbure constante non nulle I'existence de variétés
pseudo-riemanniennes complétes compactes de signature donnée n’a rien d’évident.
Par exemple, Calabi et Markus [CM] ont démontré en 1962 que le groupe fonda-
mental d’une variété de Sitter compléte est toujours fini; en particulier, il n’existe
pas de variété de Sitter compléte compacte. En termes de groupes, cela se tra-
duit par le fait que tout sous-groupe discret de O(p + 1,1) agissant proprement sur
St = O(p+1,1)/0(p, 1) est fini. Wolf [Wol] a généralisé ce résultat aux sous-groupes
discrets de O(p+1, q) agissant proprement sur S = O(p+1,q)/O(p, q) pour p > q.
Le phénomene de Calabi-Markus a été formalisé en 1989 par Kobayashi [Kol|, qui
a démontré que pour tout groupe de Lie réductif réel G et tout sous-groupe fermé
réductif H de méme rang réel que G, les sous-groupes discrets de G agissant propre-
ment sur G/H sont finis; en particulier, G/H n’admet pas de quotient compact, &
moins d’étre lui-méme compact. Le résultat de Kobayashi est également une consé-

2. Pour p = 0 (resp. ¢ = 0) il faut bien str remplacer SP'9 (resp. HP'?) par I'une de ses deux
composantes connexes.



quence du critére de propreté établi par Benoist [Bel| en 1994, qui s’applique plus
généralement aux groupes réductifs sur un corps local.

La conjecture générale est que ’espace homogeéne S”4 = O(p+1, q)/O(p, q) (ou, de
maniére équivalente, I’espace homogeéne H*? = O(q, p+1)/0(q, p)) admet un quotient
compact si et seulement si le couple (p, q) appartient a la liste suivante [KY] :

l.p=0etqgeN,
2. peNet g=0,
3. p=1et qge 2N,
4. p=3 et g€ 4N,
5. p=Tet qg=8.

Cette conjecture reste largement ouverte : a 'heure actuelle, I'absence de quotients
compacts de SP? n’est connue que pour p > ¢ > 1, pour p+ 1 = ¢ impair > 3 et
pour pq impair (cf. [KY]).

0.1.3 Variétés anti-de Sitter compactes

La conjecture précédente stipule notamment qu’il existe des variétés anti-de Sit-
ter compactes complétes de dimension n si et seulement si n est impair. Le fait qu’il
n’existe pas de variété anti-de Sitter compacte compléte de dimension paire est bien
connu : les théorémes de Gauss-Bonnet et de Poincaré-Hopf donneraient des valeurs
contradictoires pour la caractéristique d’Euler d’une telle variété. D’autre part, Kul-
karni [Kul| a fourni en 1981 les premiers exemples de variétés anti-de Sitter compactes
complétes de dimension impaire en observant que I’espace anti-de Sitter H?™! fibre
en cercles au-dessus de 'espace hyperbolique complexe H' = U(m, 1)/(U(m) x U(1))
(cf. partie 6.6), ce dernier admettant des quotients compacts en tant qu’espace
riemannien symétrique (cf. paragraphe 0.1.1). On obtient ainsi un plongement du
groupe U(m, 1) dans O(2m,2), et les variétés anti-de Sitter compactes construites
par Kulkarni sont les quotients de H?™! par les réseaux cocompacts sans torsion
de U(m,1); de telles variétés sont dites standard.

Bien que I'analogue du théoréme de Hopf-Rinow ne soit pas vrai en général pour
les variétés pseudo-riemanniennes, Klingler [Kli] a montré en 1996 que toutes les va-
riétés lorentziennes compactes de courbure constante sont complétes, généralisant un
résultat de Carriére |Car| sur les variétés lorentziennes compactes plates. En parti-
culier, il n’existe pas de variété de Sitter compacte, et les variétés anti-de Sitter com-
pactes sont, a une isométrie et a la renormalisation de la métrique pres, les quotients
de la forme T\H*™! oum > 1, ou H*™! = O(2m, 2)/0(2m, 1) désigne un revétement
universel de H?™! et o I" est un sous-groupe discret de 6(2m, 2) agissant librement,
proprement et cocompactement sur H2m!, D’aprés les résultats de Kulkarni et Ray-
mond [KR] pour m = 1 et de Zeghib [Zeg| pour m > 2, on peut se contenter de
revétements finis de H?™! & la place d'un revétement universel. Les variétés anti-de
Sitter compactes sont donc, a une isométrie et a la renormalisation de la métrique
prés, les revétements finis des quotients compacts de H*"™! = O(2m, 2)/0(2m, 1).
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Les variétés anti-de Sitter compactes prennent des formes trés différentes se-
lon qu’elles sont de dimension 3 ou > 5. En effet, Zeghib a démontré en 1998 que
pour m > 2 tout sous-groupe discret de O(2m, 2) agissant librement, proprement et
cocompactement sur H*™! est soit conjugué a un réseau cocompact de U(m, 1), soit
Zariski-dense dans O(2m,2) |Zeg]. Il a de plus conjecturé que la seconde situation
ne se produit pas, c’est-a-dire que toutes les variétés anti-de Sitter compactes de di-
mension > 5 sont standard [Zeg| ; cette conjecture reste ouverte. Il existe par contre
des variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 qui ne sont pas standard : les
premiers exemples furent construits par Goldman |[Gol] en 1985 en déformant des
variétés standard. La possibilité de déformer des variétés standard en des variétés
non standard n’existe qu’en dimension 3 (cf. paragraphe 6.1.1); elle est liée au fait
que le groupe O(2,2) n’est pas quasi-simple, contrairement aux groupes O(2m, 2)
pour m > 2.

L’étude des variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 est particuliérement
riche. Remarquons que 'espace anti-de Sitter H*! s’identifie a la variété SLy(R)
munie de la métrique lorentzienne induite par sa forme de Killing (c¢f. [Sa2| par
exemple) ; & des groupes finis prés, son groupe d’isométries est SLy(R) x SLy(R),
qui agit sur SLy(R) par multiplication & gauche et & droite. En 1985, Kulkarni et
Raymond ont décrit les groupes fondamentaux des variétés anti-de Sitter compactes
de dimension 3 : a la permutation prés des deux facteurs de SLy(R) x SLy(R), les
sous-groupes discrets sans torsion de SLy(R) x SLy(R) agissant proprement et co-
compactement sur SLy(R) sont des graphes de la forme

I ={(v,p(7)), v € Ty},

ot I'y est un réseau cocompact de SLy(R) et p : I'y — SLy(R) un morphisme de
groupes. A Ty fixé, tous les groupes I'f n’agissent pas proprement sur SLy(R) : la
propreté de 'action de I') impose une restriction forte sur p, souvent appelée admis-
sibilité. Le critére de propreté démontré en 1994 par Benoist [Bel| a permis d’expri-
mer ’admissibilité en termes d’une projection de Cartan de SLy(R) (voir plus loin).
Pour tout réseau cocompact sans torsion I'y de SLy(R) et tout morphisme admissible
p: Tg — SLy(R), 'action libre et propre de I'f sur SLy(R) est toujours cocompacte
par un argument de dimension cohomologique (cf. paragraphe 0.2.2). Ainsi, décrire
les variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 se rameéne essentiellement & un
probléme de représentations de groupes de surfaces : il s’agit de décrire, pour tout
réseau cocompact sans torsion I'y de SLy(R), 'ensemble des morphismes admissibles
de T’y dans SLy(R).

Remarquons d’abord qu’a I'y fixé, I’ensemble des morphismes admissibles est
ouvert dans Hom(I'y, SL2(IR)). Pour le voir, une bonne approche est celle des (G, X)-
structures (cf. paragraphe 5.7.1). Les variétés anti-de Sitter de dimension 3 sont les
(O(2,2), H*!)-variétés, ou encore les (SLy(R) x SLy(R), SLy(R))-variétés. Le fait que
’ensemble des morphismes admissibles est ouvert dans Hom(I'y, SLy(R)) résulte alors
du résultat de complétude de Klingler [Kli] et du fameux principe d’Ehresmann, qui
affirme que si M est une variété compacte munie d'une (G, X)-structure d’holonomie
h € Hom(m (M), G), tout morphisme A’ € Hom(m; (M), G) suffisamment proche de h
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est I’holonomie d'une certaine (G, X)-structure sur M. Nous renvoyons au chapitre 5
pour plus de détails.

A la fin des années 1990, Salein [Sa2| a construit, pour certains réseaux co-
compacts I'y, des exemples de morphismes admissibles dans toutes les composantes
connexes de 'espace Hom(I'g, PSLy(R)), hormis les deux composantes de nombre
d’Euler extrémal. Ces derniéres ne sont pas atteintes car un morphisme admissible
ne peut étre injectif d’image discréte; ceci résulte de la positivité de la distance
asymétrique de Thurston sur l'espace de Teichmiiller de la surface T'o\H? (cf. [Sa2]
et le chapitre 4). La non-connexité de 'ouvert des morphismes admissibles pose de
nombreuses questions encore ouvertes a ’heure actuelle, par exemple le nombre de
composantes connexes de cet ouvert.

0.1.4 Variétés riemanniennes holomorphes

Si M est une variété complexe, on appelle parfois métrique riemannienne holo-
morphe sur M un champ holomorphe de formes bilinéaires non dégénérées sur le fibré
tangent T'M. Comme pour les métriques riemanniennes ou pseudo-riemanniennes, a
toute métrique riemannienne holomorphe sur M est associée une connexion de Levi-
Civita complexe, qui permet de définir les notions de géodésique (holomorphe), de
complétude géodésique (les géodésiques sont définies sur C tout entier), de tenseur
de courbure et de courbure sectionnelle. Pour tout entier n > 1, la sphére complexe

t={(z1,...,2041) €C™, 2 +...+22, =1} ~0O(n+1,C)/O(n,C)

est naturellement munie d’une métrique riemannienne holomorphe compléte de cour-
bure constante non nulle, pour laquelle son groupe d’isométries est O(n + 1, C). Par
analogie avec le cas pseudo-riemannien, les variétés complexes de dimension com-
plexe n > 2 munies d’une métrique riemannienne holomorphe compléte de courbure
constante non nulle sont les quotients de Sg = O(n + 1,C)/O(n,C) par un sous-
groupe discret de O(n 4 1, C) agissant librement et proprement sur Sg.

On conjecture qu’il existe des variétés compactes complexes de dimension com-
plexe m munies d'une métrique riemannienne holomorphe compléte de courbure
constante non nulle si et seulement si n € {1,3,7} [KY]. Le fait que la sphére S§
admette des quotients compacts est évident car elle s’identifie & C*. Pour n = 7 une
preuve a été donnée par Kobayashi et Yoshino [KY] en utilisant 'action de groupes
spinoriels. Enfin, pour n = 3 la situation est un analogue complexe de celle des varié-
tés anti-de Sitter de dimension 3 : la sphére complexe S s’identifie a la variété SLy(C)
munie de la métrique lorentzienne induite par sa forme de Killing (cf. [Ghy]); son
groupe d’isométries est SLo(C) x SLo(C), agissant sur SLy(C) par multiplication a
gauche et & droite. On obtient des variétés compactes complexes de dimension 3
munies d’'une métrique riemannienne holomorphe compléte de courbure constante
non nulle comme quotients de SLy(C), d’un seul coté, par un réseau cocompact sans
torsion ; ces variétés sont dites standard.

Comme dans le cas des variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3, la pre-
miére étape dans la description des variétés compactes complexes de dimension 3



munies d’une métrique riemannienne holomorphe compléte de courbure constante
non nulle consiste & décrire celles qui sont obtenues par déformation de variétés stan-
dard; la question est ici plus difficile car I'on ne dispose pas de résultat analogue
a la complétude de Klingler [Kli]. Autrement dit, étant donné un réseau cocom-
pact sans torsion I'y de SLy(C), on aimerait savoir si le groupe p(I'g) agit libre-
ment, proprement et cocompactement sur SLy(C) pour tout morphisme de groupes
¢ : Iy = SLy(C) x SLy(C) suffisamment proche du morphisme trivial (¢,1); on
note ici i l'inclusion naturelle de I'y dans SLy(C) et 1 le morphisme constant. Le
groupe 'y est localement rigide dans SLy(C) d’aprés un résultat de Calabi, généra-
lisé par Weil [Wel]. Par conséquent, la question qui se pose est la suivante : étant
donné un réseau cocompact sans torsion I'y de SLy(C), le sous-groupe discret

Iy ={(vp(7), v €To}

de SLy(C) x SLy(C) agit-il librement, proprement et cocompactement sur SLy(C)
pour tout morphisme de groupes p : I'y — SLy(C) suffisamment proche de 17

En 1995, Ghys |Ghy| a répondu affirmativement a cette question, et en a déduit
un résultat intéressant concernant la déformation des structures complexes sur une
variété compacte de la forme M = I'g\SLy(C) o I'y est un réseau cocompact sans
torsion de SLy(C). Il a démontré que les structures complexes sur M proches de la
structure naturelle sont celles qui sont obtenues en identifiant M avec le quotient
de SLy(C) par un sous-groupe discret de SLy(C) x SLy(C) de la forme I'j pour un
morphisme p : Iy — SLy(C) proche de 1. De plus, deux telles structures complexes
sont biholomorphes si et seulement si les morphismes p correspondants sont conjugués
par un élément de SLy(C).

0.1.5 Quotients compacts de SL,,(R)/SL,,(R)

Terminons cette premiére partie d’introduction en évoquant le cas des espaces
homogenes de la forme SL,(R)/SL,,(R), ot n > m. Ceux-ci sont naturellement
munis d’une structure de variété pseudo-riemannienne de signature

(n(n+1) —2m(m+1)7n(n—1) ;m(m—l))

(cf. [KY]), de courbure sectionnelle non constante.

La question de l'existence de quotients compacts de SL,(R)/SL,,(R) illustre la
grande diversité des méthodes développées pour traiter le probléme des quotients
compacts. La conjecture générale est que pour tous entiers n > m > 2, I'espace
homogene SL, (R)/SL,,(R) n’admet pas de quotient compact.

Le premier résultat dans le sens de cette conjecture est 1’absence de quotients
compacts de SL,(R)/SL,,(R) pour n > [3m/2] (ou [-] désigne la partie entiére
supérieure), comme conséquence des travaux de Kobayashi [Ko2| de 1992. L’obstruc-
tion découverte par Kobayashi est en fait trés générale, 'idée étant que lorsque G
et H sont réductifs, 'existence de quotients compacts de G/H implique une certaine
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forme de maximalité pour H. Plus précisément, supposons H stable par une involu-
tion de Cartan 6 de G, fixons une sous-algébre de Cartan a de Lie(G) associée a 6 et
notons W le groupe de Weyl correspondant. Kobayashi a montré que s’il existe un
sous-groupe réductif G’ de G, stable par 0, tel que (a N Lie(G")) C W - (aN Lie(H))
et tel que 'espace symétrique de G’ soit de dimension strictement supérieure a ce-
lui de H, alors G/H n’admet pas de quotient compact. Il suffit d’appliquer ceci
a G =8SL,(R), a H=SL,(R) et & G =SO(|m/2],n— |m/2]), ou |-| désigne la
partie entiére.

Une autre approche au probléme des quotients compacts de SL,, (R)/SL,,(R) a été
développée par Zimmer dans les cas ot le centralisateur de SL,,(R) dans SL,,(R) est
“suffisamment gros”. Cette approche est liée aux travaux de Benoist et Labourie [Bel],
qui ont montré en 1992 que pour tout groupe de Lie réel semi-simple connexe G et
tout sous-groupe réductif connexe H de GG, la non-compacité du centre de H implique
’absence de quotients compacts de G/H.3 En 1994, Zimmer [Zim| a prouvé que sous
ces hypotheéses, si H est non compact et si le centralisateur de H dans GG contient un
groupe de Lie quasi-simple connexe G’ de rang réel > 2 tel que tout morphisme de G’
dans H soit trivial, alors G/H n’admet pas de quotient compact. Sa démonstration
s’appuie sur des arguments de rigidité de cocycles en rang supérieur. On en déduit
I'absence de quotients compacts de SL,(R)/SL,,(R) pour n > 2m. En collaboration
avec Labourie et Mozes, Zimmer a ensuite amélioré ce résultat en remplacant n > 2m
par n > 2m |LMZ]|, puis par n > m + 3 |LZ].

Le cas difficile ot n = m+1 est impair a été traité par Benoist [Bel| en 1994 grace
a son critére de propreté, que nous énongons précisément au paragraphe 2.2.1. Ce
critére exprime la propreté de 'action d’un sous-groupe I' de G sur G/H en termes
d’une projection de Cartan de G. En utilisant ce critére et en étudiant I’ensemble des
points fixes de 'involution d’opposition, Benoist a montré que pour n impair > 3,
tout sous-groupe discret de SL,(R) agissant proprement sur SL,(R)/SL,_;(R) est
virtuellement abélien ; on voit facilement que I'action d’un tel sous-groupe ne peut
étre cocompacte.

Les résultats mentionnés jusqu’ici concernent le plongement standard de SL,,(R)
dans SL,(R). En 1997, Margulis a introduit une nouvelle méthode permettant de
démontrer I'absence de quotients compacts de SL,(R)/a,(SLy(R)) pour le plonge-
ment o, : SLy(R) — SL,(R) donné par la représentation irréductible de dimension n
de SLy(R). Sa méthode consiste, pour certains espaces homogénes G/H, a contro-
ler la décroissance de la restriction a H des coefficients des représentations unitaires
sans vecteur invariant de G. Plus précisément, dans I'exemple de SL,,(R)/a,,(SL2(R))
pour n > 4, Margulis prouve l'existence d’une application f € L'(a,(SLy(R)))
telle que pour toute représentation unitaire (m,H) de SL,(R) sans vecteur inva-
riant non trivial et pour tous vecteurs unitaires v, w € H invariants par SO(n), on
ait |(m(h)(v),w)| < f(h) pour tout h € H. Il en déduit que pour un sous-groupe
discret I" de SL,(R) de covolume infini, le groupe a,,(SL2(R)) ne peut agir propre-
ment et cocompactement sur I'\SL,(R); par dualité, I" ne peut agir proprement

3. Benoist et Labourie ont en fait montré que sous ces hypothéses, il n’existe pas méme de variété
compacte localement modelée sur G/H.
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et cocompactement sur SL,(R)/a,(SLa(R)). L’absence de quotients compacts de
SL,,(R)/a,(SLa(R)) en découle aisément.

En estimant lui aussi des vitesses de décroissance de coefficients de représentations
unitaires, mais en procédant d’une maniére différente de Margulis, Shalom [Sha| a
retrouvé en 2000 l'absence de quotients compacts de SL,(R)/SLy(R) pour n > 4
et pour le plongement standard de SLy(R) dans SL,(R). Enfin, D. Constantine a
annoncé cette année avoir redémontré ce résultat pour n = 4 en raffinant les méthodes
de Zimmer.

Ainsi, les cas qui restent ouverts sont ceux de SL,(R)/SL,_1(R) pour n pair > 4
et de SL, (R)/SL,,_2(R) pour n > 5.

0.2 Principaux résultats de cette thése

Nous avons vu en 0.1 'intérét géométrique de I’étude des quotients compacts d’es-
paces homogeénes réels, en particulier des espaces homogenes de la forme (G x G)/Ag
pour un groupe de Lie semi-simple réel G de rang un, Ag désignant la diagonale
de G x G. En effet, nous avons vu que I'étude de certaines variétés lorentziennes ou
complexes riemanniennes holomorphes se raméne a I’'étude des sous-groupes discrets
de G x GG agissant librement, proprement et cocompactement sur G par multipli-
cation & gauche et & droite pour G = SLy(R) ou SLy(C). Des problémes géomé-
triques analogues se posent dans le monde p-adique et motivent ’étude des quo-
tients compacts d’espaces homogénes p-adiques, notamment des quotients compacts
de (GxG) /A pour un groupe semi-simple p-adique G de rang un. Pour G = SLy(Q,)
par exemple, on obtient ainsi les quotients compacts de la quadrique de @; d’équation
2?2 + 22 — 22 — 22 = 1 (cf. paragraphe 2.4.3). Les chapitres 3 et 4 sont entiérement
consacrés aux quotients compacts des groupes de rang un sur une extension finie
de @, (et plus généralement sur un corps local ultramétrique) et dans les chapitres 2
et 6, qui présentent des résultats plus généraux, nous traitons aussi bien le cas des es-
paces homogeénes réels et complexes que celui des espaces homogénes ultramétriques.

Soit k un corps local, c’est-a-dire R, C, un corps p-adique ou un corps de sé-
ries de Laurent formelles & coefficients dans un corps fini. Soit G un groupe de Lie
réel linéaire semi-simple connexe de rang réel un ou l’ensemble des k-points d’un
k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un. Comme on 1’a observé pour
G = SLy(R) ou SLy(C) avec I'exemple de certaines variétés anti-de Sitter ou rieman-
niennes holomorphes standard, I’espace homogene (G x G)/A¢g admet toujours des
quotients compacts. En effet, pour tout réseau cocompact sans torsion I'y de G, les
groupes I'g x {1} et {1} x Ty agissent librement, proprement et cocompactement sur
(Gx@G)/Ag; de tels réseaux existent d’aprés Borel et Harder [BH] (cas de caractéris-
tique nulle) et Lubotzky [Lub] (cas général), et d’apres le lemme de Selberg [Sel|. Une
grande partie de notre travail consiste a décrire les quotients compacts de (GxG)/Ag
et a étudier leurs déformations. Nous sommes guidés par les questions suivantes, que
nous avons déja entrevues plus haut pour d’autres espaces homogeénes.
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Questions 0.2.1. 1. Décrire les sous-groupes discrets sans torsion de G x G qui
agissent proprement sur (G x G)/Ag.

2. Parmi ces sous-groupes, décrire ceux qui agissent cocompactement sur (GxG)/Ag.
3. Etablir Uezistence de déformations non triviales de tels sous-groupes dans GxG.

4. Déterminer st une petite déformation d’un tel sous-groupe dans G X G préserve
le caractére propre et cocompact de Uaction sur (G X G)/Ag.

5. Etudier Uadhérence de Zariski des sous-groupes discrets sans torsion de G x G
agissant proprement et cocompactement sur (G x G)/Ag.

Comme nous 'avons déja évoqué dans un cadre général, les sous-groupes discrets
de G x G sont loin de tous agir proprement sur (G x G)/Ag. En effet, comme Ag
n’est pas compact, la situation est trés différente de celle des espaces riemanniens
symétriques par exemple. En 1994, Benoist [Bel| a montré, a travers son critére de
propreté, que la propreté de I'action d’un sous-groupe de G x G sur (G x G)/Ag se
lit sur le facteur AT ou Z* d’une décomposition de Cartan de G.

Rappelons que si G est un groupe de Lie linéaire réel semi-simple connexe, il
admet une décomposition de Cartan de la forme G = KA'TK, ou K est un sous-
groupe compact maximal de G et AT une chambre de Weyl d’un sous-groupe de
Cartan de G. Ceci permet de définir une application continue, propre et surjective
de G dans un certain cone convexe fermé E+ de E = RS appelée projection
de Cartan ; lorsque G est de rang réel un, on a £+ = R*. Par exemple, pour G =
SLy(R) (resp. G = SLy(C)) on peut prendre K = SO(2) (resp. K = SU(2)) et
AT = {diag(a,a™), a > 1}; le réel u(g) est alors égal au logarithme de la plus
grande valeur propre de'gg. Si G est 'ensemble des k-points d’un groupe algébrique
semi-simple connexe G de k-rang un sur un corps local ultramétrique k, Bruhat et
Tits [BT1] ont montré que G admet encore une décomposition de Cartan, qui en
général est de la forme G = KZTK, ou K est un sous-groupe compact maximal
de G et Z* une chambre de Weyl du centralisateur d’un tore déployé maximal de G.
Ceci permet de définir une projection de Cartan p de G dans un certain cone convexe
fermé E1 de E = R™ex(G) | qui est continue et propre ; lorsque G est de rang relatif un
on a ET = R" et u(G) est un multiple réel de N. Par exemple, pour G = SLy(Q,)
on peut prendre K = SLy(Z,) et ZT = AT = {diag(a,a™?), |a|, > 1}; on a alors
p(diag(a,a™t)) = 2lvy(a)|, ou v, : Q, — Z désigne la valuation p-adique.

Rappelons encore que tout groupe de Lie linéaire réel semi-simple connexe est la
composante neutre (pour la topologie réelle) de I’ensemble des R-points d’un groupe
algébrique réel semi-simple connexe. Aussi pouvons-nous nous contenter d’énoncer
les résultats pour les groupes algébriques sur un corps local; les énoncés restent
valables pour les groupes de Lie linéaires réels.

0.2.1 Actions propres

Au chapitre 2 nous répondons a la question 0.2.1.1 par le résultat suivant.
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Théoréme 0.2.2 (chapitre 2). Soient k un corps local, G ’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connere G de k-rang un, Ag la diagonale
de G x G et u: G — Rt une projection de Cartan de G. A la permutation pres
des deux facteurs de G X GG, les sous-groupes discrets sans torsion de G X G agissant
proprement sur (G x G)/Ag sont les graphes de la forme

If={(v,p(7)), v € Lo},

ou I'y est un sous-groupe discret de G et p : 'y — G un morphisme de groupes
admissible, au sens ot pour tout R > 0 on a u(p(y)) < wu(y) — R pour presque
tout v e F().

Ce résultat avait déja été démontré pour G = SLy(R) par Kulkarni et Ray-
mond [KR|, mais sans la condition sur p, qui est due a Salein [Sa2| dans ce cas.
Kobayashi [Ko3| a ensuite considéré le cas des groupes réels de rang un en général :
il a montré que tout sous-groupe discret sans torsion de G x G agissant proprement
sur (G x G)/Ag est un graphe, et a posé la question de la discrétude d’une des
projections sur GG d’un tel sous-groupe. Le théoréme 0.2.2 répond affirmativement a
la question de Kobayashi et généralise son résultat a tous les corps locaux.

La condition d’admissibilité sur p signifie que 1’ensemble (u x p)(I") est essentiel-
lement situé sous la diagonale de RT x R™ (& un nombre fini de points prés) et qu'il
“s’éloigne de la diagonale a I'infini”.

On déduit du théoreme 0.2.2 quelques exemples trés simples de sous-groupes
discrets de G x G qui agissent proprement sur (G xG)/Ag et dont les deux projections
sur GG sont non triviales.

Exemples 0.2.3. Soient I'g un sous-groupe discret sans torsion de G et p: 'y — G
un morphisme de groupes. Le groupe T = {(~, p()), v € T'o} agit proprement sur
(G x G)/Ag dés que l'une des conditions suivantes est vérifiée :

1. le groupe p(T'y) est borné dans G,
2. Ty est engendré par un élément a € A' et p(a) = a™, oum > 2,

3. T est engendré par un élément a € A™ et p(T'g) est unipotent.

Notons que la description donnée par le théoréme 0.2.2 est spécifique au rang un.
En effet, si G est de k-rang > 2, il existe toujours des sous-groupes discrets de G X G
agissant proprement sur (G X G)/Ag qui sont des produits de deux sous-groupes
infinis de G (c¢f. |[Ko3| et les paragraphes 2.1.2 et 3.3.4); en particulier, ces sous-
groupes sont loin d’étre des graphes!

Pour démontrer le théoréme 0.2.2, nous établissons le résultat plus général suivant
sur les espaces homogeénes réductifs de corang un.

Théoréme 0.2.4 (chapitre 2). Soient k un corps local, G ’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connere G et H [’ensemble des k-points d’un
k-sous-groupe algébrique réductif conneze H de G tel que rang, (H) = rang, (G) — 1.
Soient p : G — E1 une projection de Cartan, Cy le cone asymptote a u(H) et
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t: BT — ET Uinvolution d’opposition. Pour tout sous-groupe discret I' de G agissant
proprement sur G/H et qui n’est pas un groupe de torsion, il existe une composante
conneze C de Et \ Cy telle que u(y) € CUL(C) pour presque tout v € T et telle que
1(C) =C si I" n'est pas virtuellement monogéne.

Rappelons que I'involution d’opposition ¢ est définie par u(g~t) = «(u(g)) pour
tout g € G. Le cone asymptote Cy est le sous-cone vectoriel de Et engendré par les
limites de suites ((hy)/||p(hn)|)nen, ot (hn) € HY et ou ||u(hy,)| — +oo. Comme
rang, (H) = rang, (G) — 1, le cone Cy sépare ET en un nombre fini de composantes
connexes permutées par ¢ (cf. paragraphe 2.2.1).

Le théoréme 0.2.4 nous permet de retrouver le résultat suivant, di & Benoist [Bel].

Corollaire 0.2.5 (chapitre 2). Sin > 3 est un entier impair, tout sous-groupe discret
de SL,,(R) agissant proprement sur SL,(R)/SL,_1(R) est virtuellement abélien.

Nous affinons en fait le résultat de Benoist en démontrant que les sous-groupes
de SL,(R) agissant proprement sur SL,(R)/SL,_1(R) pour n impair sont virtuel-
lement monogénes. Une conséquence du corollaire 0.2.5 est I'absence de quotients
compacts de SL,(R)/SL,_;(R) pour n impair > 3, que nous avons déja mentionnée
au paragraphe 0.1.5.

0.2.2 Actions propres et cocompactes

Dans les chapitres 3 et 4 nous considérons a nouveau les quotients compacts des
espaces homogénes (G x G)/Ag ou G est semi-simple de rang relatif un, mais en
nous plagant spécifiquement sur un corps local ultramétrique. Comme nous ’avons
déja mentionné, I'une de nos motivations est le fait que pour G = SLy(Q,), l'espace
homogene (Gx@G)/Ag s'identifie a la quadrique de Q) d’équation #7+15—25—23 = 1.
Cette derniére est la seule quadrique de Q;ﬁ dont la description des quotients compacts
n’était pas encore connue (cf. paragraphe 2.4.3).

Au chapitre 3 nous répondons a la question 0.2.1.2 en montrant que sous les
hypotheéses du théoréme 0.2.2 et pour 'y de type fini, le quotient T'f\ (G x G)/Ag est
compact si et seulement si le quotient I'o\G l'est (théoréme 3.3.1). Nous obtenons

ainsi la description suivante.

Théoréme 0.2.6 (chapitre 3). Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble
des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un, Aq la dia-
gonale de G x G et pu: G — R une projection de Cartan de G. A la permutation
pres des deux facteurs de G x G, les sous-groupes discrets de type fini sans torsion
de G x G agissant proprement et cocompactement sur (G X G)/Ag sont les graphes
de la forme

I ={(v.0(7), v €To},

ou Iy est un réseau cocompact sans torsion de G et p : I'g — G un morphisme de
groupes admaissible.
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Pour k = R ou C, le théoréme 0.2.6 est également vrai, par un argument de
dimension cohomologique développé par Kobayashi [Kol| d’aprés des idées de Serre.
Plus précisément, Kobayashi a montré que si GG est un groupe de Lie réel réductif,
H un sous-groupe fermé réductif de GG et I' un sous-groupe discret virtuellement sans
torsion de G agissant proprement sur G/ H, alors I' agit cocompactement sur G/H
si et seulement si l'on a

vedg(T) = dim(Xg) — dim(Xg),

ot vedg(I') désigne la dimension cohomologique virtuelle de I' et dim(X¢) (resp.
dim(Xp)) la dimension de 'espace symétrique de G (resp. de H). Rappelons que
pour tout groupe I', la dimension cohomologique (réelle) de I' est par définition la
borne supérieure des entiers n € N pour lesquels il existe un R[[']-module M vérifiant
H™(I'y, M) # {0}. Si " est virtuellement sans torsion, tous ses sous-groupes d’indice
fini sans torsion ont méme dimension cohomologique ; on note vedg(I') cette dimen-
sion cohomologique, appelée dimension cohomologique virtuelle de I'. Le résultat de
Kobayashi s’applique aux sous-groupes discrets I' qui sont de type fini, car ceux-ci
sont virtuellement sans torsion d’aprés le lemme de Selberg [Sel].

L’argument de dimension cohomologique ci-dessus ne s’applique pas lorsque k est
ultramétrique. Dans ce cas en effet, tout sous-groupe discret sans torsion de G est
libre, donc de dimension cohomologique un [Se2|. Pour démontrer le théoréme 0.2.6,
nous étudions au chapitre 3 'action de I'y sur I’arbre de Bruhat-Tits de G, qui est un
arbre simplicial biparti sur lequel GG agit proprement par isométries, avec un domaine
fondamental compact.

Le théoréme 0.2.6 nous permet de démontrer le résultat suivant, en réponse a la
question 0.2.1.5 et en complément des exemples 0.2.3.

Proposition 0.2.7 (chapitre 3). Soient k un corps local ultramétrique, G ’ensemble
des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et Ag la
diagonale de G X G. 1l existe des sous-groupes discrets I' de G x G agissant librement,
proprement et cocompactement sur (GXG)/Aq et qui sont Zariski-denses dans GXG.
On peut de plus choisir I' de telle sorte qu’aucune de ses projections naturelles sur G
ne soit bornée.

0.2.3 Déformation de quotients compacts ultramétriques

Au chapitre 4, nous nous plagons sur un corps local ultramétrique comme au
chapitre 3, et nous montrons que de petites déformations préservent la propreté des
actions décrites par le théoréme 0.2.2 pour des groupes discrets de type fini sans
torsion.

Théoréme 0.2.8 (chapitre 4). Soient k un corps local ultramétrique, G ’ensemble
des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et I' un sous-
groupe discret de type fini sans torsion de G X G agissant proprement sur (GxG)/Ag.
Il existe un voisinage U C Hom(I',G x G) de linclusion naturelle formé de mor-
phismes injectifs et tel que pour tout ¢ € U, le groupe o(I") soit discret dans G X G
et agisse proprement sur (G x G)/Ag.
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Notons que les groupes discrets I' du théoréeme 0.2.8 sont libres puisque ce sont
des graphes décrits par le théoréme 0.2.2 et que tout sous-groupe discret sans torsion
de G est libre lorsque k est ultramétrique. Ils admettent donc des déformations non
triviales dans G x G : il suffit de déformer indépendamment chaque élément d’une
partie génératrice libre. Ceci répond en particulier a la question 0.2.1.3 lorsque k est
ultramétrique.

En utilisant le théoréeme 0.2.6 et le fait qu’aprés une déformation suffisamment
petite tout réseau cocompact sans torsion de GG reste un réseau cocompact sans
torsion, on obtient le résultat suivant, qui répond a la question 0.2.1.4.

Corollaire 0.2.9 (chapitre 4). Sous les hypothéses du théoréme 0.2.8, si I agit pro-
prement et cocompactement sur (GXG)/Ag, il existe un voisinaged C Hom(I', GX Q)
de l'inclusion naturelle formé de morphismes injectifs et tel que pour tout ¢ € U,
le groupe p(I") soit discret dans G X G et agisse proprement et cocompactement sur

(G X G)/AG

L’étape principale de la démonstration du théoréme 0.2.8 consiste & prouver que
pour tout sous-groupe discret de type fini sans torsion I'y de GG, 'ensemble des mor-
phismes admissibles est ouvert dans Hom(I'y, G). Lorsque 'y est un réseau cocompact
sans torsion de G, c’est 'analogue ultramétrique du résultat mentionné a la fin du
paragraphe 0.1.3. Nous démontrons en fait le résultat plus précis suivant.

Théoréme 0.2.10 (chapitre 4). Soient k un corps local ultramétrique, G ’ensemble
des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et I'g un
sous-groupe discret de type fini sans torsion de G. Pour tout morphisme de groupes
p: Lo = G, notons Ct > 0 la borne inférieure des réels C' > 0 tels que [’ensemble

{u(p(7)) — Cu(v), v € To} C R soit majoré.
1. Il existe une partie finie F' de To~{1} telle que pour tout morphisme p : 'y — G
on ait
on Alp(7)) Alp(7))
=

sup = mmax )
~ETo~{1} A7) vel ()

ot A : G — RT est la longueur de translation de G sur son arbre de Bruhat-
Tits.

2. Un morphisme p : To — G est admissible si et seulement st Cf < 1.

Rappelons que pour toute isométrie g € Isom(X) d’un arbre réel simplicial X, la
longueur de translation de g sur X est définie par

= inf -x) > 0.

Ag) = inf d(z,g-x) 20
L’application A : Isom(X) — RT est continue pour la topologie compacte-ouverte.
Pour G = SLy(Q,) par exemple, I'arbre de Bruhat-Tits X de G est un arbre infini ré-
gulier de valence p+1 et la longueur de translation A(g) sur X d’un élément g € G est
la valeur absolue (réelle) de la valuation p-adique du quotient des deux valeurs propres

16



de g. Notons que tout groupe discret sans torsion I'y d’isométries d'un arbre réel sim-
plicial X agit librement sur X, ce qui implique A(y) > 0 pour tout v € 'y \ {1}.

Le théoréeme 0.2.10 dit que 'admissibilité d’'un morphisme p : I'g — G est dé-
terminée par un nombre fini de conditions ouvertes; ceci prouve que ’ensemble des
morphismes admissibles est ouvert dans Hom(I'y, G).

Ce théoréme est un cas particulier d’un résultat plus général que nous démon-
trons pour les groupes d’isométries d’arbres réels simpliciaux (théoréme 4.3.1). Notre
preuve consiste a étudier le lien entre les constantes de Lipschitz de certaines appli-
cations équivariantes entre deux arbres réels simpliciaux et certains quotients de lon-
gueurs de translation d’isométries de ces arbres. Plus précisément, nous démontrons
le résultat suivant.

Proposition 0.2.11 (chapitre 4). Soient X et X' deux arbres réels simpliciaux de
valence > 2, soit T'g un sous-groupe discret sans torsion de Isom(X) tel que le quo-
tient T'o\ X soit un graphe fini, et soit p : [y — Isom(X") un morphisme de groupes.

1. Il existe une application p-équivariante f : X — X' qui est lipschitzienne. La

borne inférieure C, > 0 des constantes de Lipschitz de telles applications est
atteinte.

2. Fizons un point xy € X et soit F' le sous-ensemble fini de Ty ~ {1} formé
des éléments v tels que d(xo,7y - xo) < 4Lg, ot Ly désigne la longueur totale
des arétes de I'o\X. Pour toute application p-équivariante et C,-lipschitzienne
[+ X = X', il existe v € F tel que f soit affine de constante C, sur l'axe de
translation de v dans X. On a

Ap(7)) Ap())

su — 2 = max ———2% = (..
'yGFoP{l} A7) velF A7) g

Rappelons qu’une application f : X — X' est dite p-équivariante si f(y - x) =
p(7) - f(x) pour tout v € 'y et tout z € X.

Dans le cas particulier ou p est injectif d’image discréte et cocompacte, la propo-
sition 0.2.11 implique I'existence d’une “distance asymétrique” sur 1’outre-espace OS,,
de rang n égal au rang du groupe libre I'y, ainsi que I’équivalence entre deux défini-
tions différentes de cette distance asymétrique. Rappelons que OS,, est défini comme
un ensemble de classes d’équivalence de graphes métriques connexes finis normalisés
et marqués par un groupe libre [F,, & n générateurs (cf. paragraphe 4.4.1). La distance
asymétrique sur OS,, que nous venons de mentionner est un analogue de la distance
asymétrique de Thurston sur 'espace de Teichmiiller (c¢f. paragraphe 4.4.4).

Nous déduisons de la proposition 0.2.11 un résultat général sur les isométries
d’arbres réels simpliciaux (corollaire 4.4.3) qui, dans le cadre des quotients compacts
de (G x G)/Ag, s’énonce de la maniére suivante.

Corollaire 0.2.12 (chapitre 4). Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble
des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et I'y un
réseau cocompact sans torsion de G. Il n’existe pas de morphisme de groupes admis-
sible p : I'yg — G qui soit injectif dimage discréte.
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Ceci fait écho a ’absence de morphisme admissible dans les composantes connexes
de Hom(T'y, SLy(R)) de nombre d’Euler extrémal lorsque Iy est un réseau cocompact
sans torsion de SLo(R) (cf. paragraphe 0.1.3).

0.2.4 Variétés anti-de Sitter compactes de dimension trois

Au chapitre 5 nous adaptons les idées du chapitre 4 au cas de G = SLy(R). Par
analogie avec le point 2 du théoréme 0.2.10, nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme 0.2.13 (chapitre 5). Posons G = SLy(R), soient u : G — R une
projection de Cartan et Ty un sous-groupe convexe cocompact de G. Un morphisme
de groupes p : 'y — G est admissible si et seulement s’il existe des constantes C' < 1
et C" >0 telles que p(p(y)) < Cu(y) + C" pour tout v € Ty.

Rappelons qu’'un sous-groupe I'y de SLy(R) est dit convexe cocompact s'il est dis-
cret, infini, non élémentaire, et s’il agit cocompactement sur I'enveloppe convexe HZ .
de son ensemble limite dans le plan hyperbolique H?. Cette notion généralise celle
de réseau cocompact de SLa(R).

Dans le cas ot I'y est un réseau cocompact de SLy(R), existence d’'une constante
C' < 1 comme dans le théoréme 0.2.13 avait été conjecturée par Salein [Sa2| en 2000.
Nous précisons ainsi la description des variétés anti-de Sitter qui était connue jus-
qu’a présent, suite aux travaux de Kulkarni et Raymond [KR], Klingler [Kli] et
Salein [Sa2].

Corollaire 0.2.14. Soit p : SLy(R) — R* une projection de Cartan. Les variétés
anti-de Sitter compactes de dimension 3 sont, a une isométrie, a la renormalisation
de la métrique, a un quotient fini et & un revétement fini preés, les quotients de SLa(R)
par un sous-groupe discret de SLa(R) x SLo(R) de la forme

I ={(v.0(7), v €To},

ou Ty est un réseau cocompact sans torsion de SLa(R) et p : Ty — SLa(R) un
morphisme de groupes pour lequel il existe des constantes C' < 1 et C' > 0 telles que
pour tout v € I'y on ait

u(p(7)) < Cul(y) +C".

Pour démontrer le théoréme 0.2.13, nous fixons un sous-groupe convexe cocom-
pact I'g de G = SLy(R) et un morphisme de groupes p : I'y — G, et nous étudions les
applications lipschitziennes p-équivariantes de ]HI%O dans H2. Nous remplacons ainsi
les arbres de Bruhat-Tits du chapitre 4 par I'espace symétrique de G = SLy(R).

La proposition 0.2.11 ne se transpose pas telle quelle & G = SLy(R). Pour com-
mencer, il n’existe pas toujours d’application p-équivariante f : H%O — H? de
constante de Lipschitz minimale. Cependant c’est le cas la plupart du temps, a savoir
dés que p(I'y) est Zariski-dense dans G, ou borné, ou encore virtuellement abélien
mais non virtuellement unipotent (lemme 5.5.1). Plagons-nous dans cette situation
et fixons une application p-équivariante f : Hf — H? de constante de Lipschitz

18



minimale C, > 0. Contrairement au cas des groupes ultramétriques, il n’existe pas
non plus toujours d’élément hyperbolique v € I'y tel que f soit affine de constante C,
sur I’axe de translation de . Cependant, nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme 0.2.15 (chapitre 5). Soit T'y un sous-groupe convexe cocompact de G =
SLy(R), soit p: Tg — G un morphisme de groupes et soit f : H%O — H? une applica-
tion lipschitzienne p-équivariante de constante de Lipschitz C, minimale. St C, > 1,
il existe une droite géodésique de H%O sur laquelle f est affine de constante C,,.

La démonstration du théoréme 0.2.15 fait appel a des techniques de prolonge-
ment d’applications lipschitziennes de H?2. Nous affinons des résultats anciens de
Kirzbraun [Kir| et Valentine [Val] pour controler la constante de Lipschitz locale de
tels prolongements (théoréme 5.3.2).

Le théoreme 0.2.15 implique facilement que s’il existe une application lipschit-
zienne p-équivariante f : Hf  — H? de constante de Lipschitz minimale C,, > 1, alors
p nest pas admissible. C’est le cas par exemple si I'g est cocompact dans SLy(R)
et p injectif d’image discréte (¢f. [Thu|); nous avions déja mentionné cette ab-
sence de morphisme admissible injectif d’image discréte pour I'y cocompact au pa-
ragraphe 0.1.3.

Nous en déduisons le théoréme 0.2.13 en traitant séparément le cas ou p(I'y)
admet un unique point fixe dans OH?, c’est-a-dire ou p(I'g) est soit virtuellement
unipotent, soit résoluble mais non virtuellement abélien. Pour traiter ce cas, nous
utilisons un résultat démontré au chapitre 6 (proposition 6.5.1), qui nous permet
d’établir les deux exemples suivants.

Exemples 0.2.16. Soient 'y un sous-groupe convexe cocompact de G = SLy(R) et
p: Lo — G un morphisme de groupes.

1. Si p(To) est unipotent, alors p est toujours admissible.

2. Si p(Ty) est résoluble, inclus dans le groupe des matrices triangulaires supé-
rieures, alors p est admissible et seulement si sa projection sur le groupe des
matrices diagonales [’est.

Dans le cas ou I'y est cocompact dans SLy(R), nous retrouvons ainsi des résultats
de Salein [Sal]. Notre démonstration a l’avantage de ne pas utiliser la complétude
des variétés anti-de Sitter, et s’applique aux groupes de Lie linéaires semi-simples
réels G' de rang réel un.

Citons trois conséquences des théorémes 0.2.13 et 0.2.15. La premiére concerne
en particulier le spectre des longueurs des groupes fondamentaux des variétés anti-
de Sitter compactes de dimension 3. On note ici A : SLy(R) — R* la longueur de
translation pour I'action de SLy(R) sur H?; pour tout g € SLy(R), le réel A(g) est la
valeur absolue du logarithme du quotient des deux valeurs propres de g.

Corollaire 0.2.17 (chapitre 5). Soit I'y un sous-groupe conveze cocompact sans
torsion de G = SLy(R). Un morphisme de groupes p : I'y — G est admissible si et
seulement s’il existe une constante C' < 1 telle que X\(p(7y)) < CA() pour touty € T'y.
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Le corollaire 0.2.17 est une conséquence du théoréeme 0.2.13 et du fait que pour
tout sous-groupe convexe cocompact sans torsion Iy de G = SLy(R) et tout mor-
phisme de groupes p : Iy — G, la borne supérieure des quotients A(p(7))/A(7),
ou v € I'g N {1}, est égale a la borne inférieure des réels C' > 0 tels que 'ensemble
{p(p(y)) — Cu(y), v € I'y} C R soit majoré (proposition 5.6.1).

En utilisant ce lien entre A et p, on voit par ailleurs que le théoréme 0.2.15
implique le résultat suivant.

Corollaire 0.2.18 (chapitre 5). Soient 'y un sous-groupe convexe cocompact sans
torsion de G = SLy(R) et p : o — G un morphisme de groupes tel que p(I'y) soit
Zariski-dense dans G, ou borné, ou encore virtuellement abélien mais non virtuel-
lement unipotent. St la borne inférieure des constantes de Lipschitz d’applications
lipschitziennes p-équivariantes de ]H[%0 dans H? est > 1, elle est égale & la borne
supérieure des quotients A(p())/A(7), ou vy € Ty \ {1}.

Pour T'y cocompact dans SLs(R), le corollaire 0.2.18 généralise un résultat de
Thurston [Thul, qui stipule I’équivalence entre deux définitions d’'une méme distance
asymétrique sur I'espace de Teichmiiller de la surface I'o\H? (cf. paragraphe 5.6.2).
Plus précisément, le résultat de Thurston correspond au corollaire 0.2.18 dans le cas
particulier ou I'y est cocompact et p injectif d’image discréte.

Enfin, voici une derniére conséquence du théoréme 0.2.13.

Corollaire 0.2.19 (chapitre 5). Soient I'g un sous-groupe convexe cocompact sans
torsion de G = SLa(R) et p : Ty — G un morphisme admissible. Il existe des
voisinages V C Hom(Ly, G) de linclusion naturelle et YW C Hom(Iy, G) de p tels
que pour tout (o,7) € V x W,

— le morphisme o soit injectif,

— le groupe o(T'y) soit discret dans G, et cocompact si T'y Uest,

~ le morphisme T oo : 0(Ty) — G soit admissible.

En particulier, pour tout sous-groupe convexe cocompact [y de SLo(R), 'en-
semble des morphismes admissibles est ouvert dans Hom(I'g, SLo(R)).

Dans le cas ou I'y est cocompact dans SLy(R), nous obtenons ainsi une nouvelle
démonstration du fait suivant, déja mentionné au paragraphe 0.1.3 et analogue au
corollaire 0.2.9.

Corollaire 0.2.20 (chapitre 5). Posons G = SLy(R) et soit I' un sous-groupe discret
sans torsion de G x G agissant proprement et cocompactement sur (G x G)/Ag. 1l
existe un voisinage U C Hom(I', G x G) de linclusion naturelle formé de morphismes
injectifs et tel que pour tout ¢ € U, le groupe p(I') soit discret dans G x G et agisse
proprement et cocompactement sur (G x G)/Ag.

Notre démonstration s’appuie sur un résultat démontré au chapitre 6 (proposi-
tion 6.5.1). Elle a 'avantage de ne pas utiliser la complétude des variétés anti-de
Sitter, ce qui nourrit 'espoir de I'adapter un jour & d’autres situations out 'on ne
dispose pas de résultat de complétude.
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0.2.5 Déformation d’actions propres dans un cadre général

Dans le chapitre 6 nous nous plagons dans un cadre plus général et démontrons
le résultat suivant.

Théoréme 0.2.21 (chapitre 6). Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique réductif G et H (resp. L) l’ensemble des k-points d’un sous-
groupe fermé réductif H (resp. L) de G. Supposons que rang, (L) =1 et que L agit
proprement sur G/H. Soit T' un sous-groupe discret de type fini sans torsion de L ;
si k = R ou C, supposons I' convexe cocompact. Alors il existe un voisinage U C
Hom(T', G) de linclusion naturelle formé de morphismes injectifs et tel que pour
tout p € U, le groupe p(I") soit discret dans G et agisse proprement sur G/H.

Rappelons que pour k = R ou C un sous-groupe discret I' de L est dit conveze
cocompact s’il agit cocompactement sur I’enveloppe convexe de son ensemble limite
dans l'espace symétrique de L, cette enveloppe convexe étant supposée non vide.
C’est le cas si I' est un réseau cocompact de L. Sous ces hypothéses, le fait que ¢(I)
reste discret dans G pour tout ¢ € Hom(I', G) suffisamment proche de l'inclusion
naturelle est un résultat général de Guichard (|Guil, th. 2).

Dans le cas réel, I'argument de dimension cohomologique du paragraphe 0.2.2
montre que si le quotient I'\G/H est compact, le quotient o(I')\G/H l'est aussi
pour tout ¢ € U. On obtient en particulier le résultat suivant.

Théoréme 0.2.22 (chapitre 6). Soient G un groupe de Lie réel linéaire réductif, H
et L deux sous-groupes fermés réductifs de G. Supposons que rangg(L) = 1 et que
L agit proprement et cocompactement sur G/H. Pour tout réseau cocompact sans
torsion I' de L, il existe un voisinage U C Hom(T', G) de linclusion naturelle formé
de morphismes injectifs et tel que pour tout p € U, le groupe p(T') soit discret dans G
et agisse proprement et cocompactement sur G/H.

La situation des théorémes 0.2.21 et 0.2.22 est naturelle. En effet, dans tous les
exemples connus, lorsque G est un groupe de Lie réel réductif, H un sous-groupe
fermé réductif de G, et lorsque l'espace homogéne G/H admet un quotient com-
pact, il existe un sous-groupe fermé réductif L de G qui agit proprement et cocom-
pactement sur G/H. Tout réseau cocompact sans torsion I' de L fournit alors un
quotient compact de G/ H ; nous qualifierons ce type de quotients compacts de stan-
dard. Par exemple, on a vu au paragraphe 0.1.3 que le groupe U(m,1) se plonge
dans O(2m,2) et agit proprement et cocompactement sur ’espace anti-de Sitter
H?™1 = O(2m,2)/0(2m,1); il en est de méme de Sp(m, 1) et O(4m,4)/O(4m,3)
d’une part, de Spin(8, 1) et O(8,8)/0(8,7) d’autre part.

Kobayashi et Yoshino [KY] ont conjecturé que pour tout groupe de Lie réel réduc-
tif G et tout sous-groupe fermé réductif H, 'existence de quotients compacts de G/ H
implique 'existence de quotients compacts standard. Notons toutefois qu’il peut exis-
ter des quotients compacts non standard ; nous avons rencontré cette situation pour
les variétés anti-de Sitter de dimension 3 (cf. paragraphes 0.1.3 et 0.2.4).

Partant d’une situation “standard”, quand un sous-groupe fermé réductif L. de G
agit proprement et cocompactement sur G/H, il est naturel de chercher & déformer
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dans G les réseaux cocompacts sans torsion de L et a démontrer que ’action reste
libre et propre. En pratique on se raméne au cas o L est de rang réel un, car pour
L semi-simple de rang supérieur, sans facteur compact, et I' irréductible dans L, le
théoréme de super-rigidité de Margulis [Ma3| implique la rigidité locale de I" dans G,
du moins en caractéristique nulle.

Jusqu’ici, le seul résultat connu dans la direction du théoréme 0.2.22 était un
résultat de Kobayashi [Kob| traitant des déformations de la forme v — ~i(7), ou
¥ est un morphisme de groupes a valeurs dans le centralisateur de L dans G. Le
principal exemple auquel s’applique le résultat de Kobayashi est celui des espaces
homogenes de la forme (G x G)/Ag ou G est un groupe réel réductif : on obtient
'existence, pour tout réseau cocompact I' de GG, d’un voisinage Y C Hom(I", G) du
morphisme constant tel que pour tout ¢ € U le groupe {(7, (7)), v € I'} soit discret
dans G, sans torsion, et agisse proprement et cocompactement sur (G x G)/A¢. Pour
G = SLy(R) c’est un cas particulier du théoréme 0.2.20, pour G = SLy(C) cela avait
déja été démontré par Ghys (cf. paragraphe 0.1.4).

Le théoréme 0.2.22 améliore le résultat de Kobayashi en traitant toutes les défor-
mations dans GG des réseaux cocompacts sans torsion I' de L, sans restriction. Quant
au théoréme 0.2.21, il généralise au cas des corps locaux la conservation de la pro-
preté par déformation, en assouplissant '’hypothése que I' est un réseau cocompact
sans torsion de L.

Voici, d’aprés [KY], une liste de triplets (G, H, L) auxquels le théoréme 0.2.22
s’applique :

1. (SO(2n,2),U(n,1),S0(2n,1)) pour n > 1,

SO(2n,2),50(2n,1),U(n, 1)) pour n > 1,
(2n,2),Sp(n,1),U(2n,1)) pour n > 1,
SO(8,8),S0(8,7),Spin(8, 1)),
SO(8,C),S0O(7,C), Spin(7,1)),

(

(U

(

(

(SO7(8), U(1, 3), Spin(6, 1)),

(SO*(8), Spln(6 1),U(1,3)),
(SO*(8),50%(2) x SO*(6), Spin(6, 1)),
(SO(4,4),Spin(4, 3),S0(4,1)),
(SO(4,3), Ga2),50(4,1)).

Notons que dans ’exemple de (G, H, L) = (SO(2n,2),S0(2n, 1), U(n, 1)), il existe
des déformations non triviales de réseaux cocompacts I' de L dans GG, mais elles ne
permettent pas d’obtenir de quotient compact non standard car elles sont toutes de
la forme y — vy1)(y), on ¢ : I' = SO(2, 2n) est un morphisme a valeurs dans le centre
de U(n, 1) (cf. paragraphe 6.1.1).

Cependant, Johnson et Millson [JM] ont prouvé I'existence de déformations Zariski-
denses de certains réseaux arithmétiques cocompacts de SO(2n,1) dans SO(2n,2),
par un procédé de bending. Nous en déduisons le résultat suivant sur les quotients
compacts de SO(2n,2)/U(n, 1), qui est d’aprés [KY] un espace symétrique pseudo-
riemanien de signature (n* — 1,2n).
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Corollaire 0.2.23 (chapitre 6). Pour toutn > 1, il eziste des sous-groupes discrets T’
de SO(2n,2) agissant librement, proprement et cocompactement sur SO(2n,2)/U(n, 1)
et qui sont Zariski-denses dans SO(2n,2).

Jusqu’a présent, 'existence de quotients compacts d’espaces homogénes réductifs
par des sous-groupes Zariski-denses n’était connue que pour les espaces homogénes
de la forme (G x G)/A¢g ou G est un groupe réel réductif.

Pour démontrer les théorémes 0.2.21 et 0.2.22 nous établissons le résultat suivant.

Théoréme 0.2.24 (chapitre 6). Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique réductif connexe G et L ’ensemble des k-points d’un sous-
groupe fermé réductif de G de k-rang un. Fizons une projection de Cartan p : G — E*
et une norme || - || sur E. Soit T' un sous-groupe discret de type fini de L ; si
k = R ou C, supposons I' convexe cocompact. Pour tout € > 0, il existe un voisi-
nage U. C Hom(I', G) de l'inclusion naturelle tel que pour tout ¢ € U. et tout v € T’
on at

|1((7)) = ()| < el

Le théoréme 0.2.21 est une conséquence du théoréeme 0.2.24 et du critére de pro-
preté de Benoist [Bel| cité plus haut. Quant au théoréme 0.2.24, pour le démontrer
nous considérons certaines représentations V,, de G, ot o parcourt une base de ra-
cines restreintes, et étudions la dynamique proximale de G agissant sur les espaces
projectifs P(V,,) (cf. paragraphe 6.1.4).

Le théoréme 0.2.24 permet de construire de nouveaux exemples de groupes libres
agissant librement et proprement, mais pas cocompactement, sur (G X G)/A¢.

Exemple 0.2.25. Soient k un corps local, G [’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique semi-simple connexe de k-rang un et vy, ...,7. € G engendrant un groupe
de Schottky Ty qui n’est pas un réseau de G. Il existe une constante R > 0 telle
que pour tout morphisme de groupes p : 'y — G vérifiant u(p(v;)) < R pour tout
1 << r, le groupe

I ={(v.p(7)), v €To}

agisse librement et proprement sur (G x G)/Ag, mais pas cocompactement.

On peut construire de tels exemples ou p(T'y) est lui aussi un groupe de Schottky.

Les résultats du chapitre 2 font 'objet de l'article [Kal|, ceux des chapitres 3 et 4
de larticle [Ka2|.
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Chapitre 1

Préliminaires : décompositions de
Cartan

Dans cette thése, k désigne un corps local, c’est-a-dire R, C, une extension finie
de Q, ou le corps F,((t)) des séries de Laurent formelles a coefficients dans un corps
fini F,. Si k = R ou C, on note | - | la valeur absolue usuelle de k. Si k est ultra-
métrique, on note O son anneau des entiers, ¢ le cardinal du corps résiduel, w une
valuation (additive) sur k valant 1 sur les uniformisantes et | - | = ¢~“0) la valeur
absolue (multiplicative) correspondante.

Un groupe algébrique est toujours noté par une lettre majuscule grasse (par
exemple G) et ’ensemble de ses k-points par la méme lettre majuscule non grasse
(par exemple G).

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques faits bien connus sur les groupes ré-
ductifs sur k et leurs décompositions de Cartan.

1.1 Racines restreintes et chambres de Weyl

Soit G un groupe algébrique réductif connexe sur k. Le groupe dérivé D(G) est
semi-simple, la composante neutre Z(G)° du centre Z(G) est un tore, trivial si G
est semi-simple, et G est le quasi-produit de D(G) et de Z(G)° (|[BoT], prop. 2.2).
Rappelons que les k-tores k-déployés maximaux de G sont tous conjugués sur k
([BoT], th. 4.21). Fixons un tel tore A et notons N (resp. Z) son normalisateur
(resp. son centralisateur) dans G. Les groupes X (A) des k-caractéres de A et Y (A)
des k-cocaractéres de A sont des Z-modules libres dont le rang r¢g est par définition
le k-rang de G, noté rang, (G). On a un accouplement parfait

(,): X(A)xY(A) —Z
donné par (x,v) = x 0¥ € Hom(G,,,G,,) ~ Z, qui induit une forme bilinéaire non
dégénérée (-,-) 1 (X(A)®@zR) x (Y(A)®zR) — R.

Le tore A est le quasi-produit de ses sous-tores (A N D(G))° et (AN Z(G))°
(|BoT], prop. 4.27). Par conséquent, les espaces vectoriels X ((A ND(G))°) @z R et
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X((ANZ(G))°) @z R s’identifient a des sous-espaces vectoriels de X (A) ®z R,
dont X(A) ®z R est la somme directe. En particulier, on a r¢ = rp + rz, ou
rp = rang, (D(G)) et rz = rang, (Z(G)).

L’ensemble & = ®(A,G) des racines restreintes de A dans G, c’est-a-dire des
poids non triviaux de A dans la représentation adjointe de G, est un systéme de
racines de X((A ND(G))°) ®z R (|[BoT], cor. 5.8). Pour tout e € ®, notons & la
coracine associée a «, définie par (o, @) = 2 et s,(P) = ®, ou s, désigne 'application
de X(A) ®z R dans lui-méme qui & z associe x — (z, &) . Le groupe W = N/Z
est fini et s’identifie au groupe de Weyl du systéme de racines ®, engendré par les
réflexions s,, o a € ® ([BoT], §5.1 et th. 5.3).

De méme, l'espace vectoriel £ = Y(A) ®z R est la somme directe de ses sous-
espaces vectoriels Ep = Y((AND(GQ))°) @z R et Bz = Y((ANZ(G))) ®z R.
L’ensemble & = {@, o € ®} des coracines restreintes de A dans G est un systéme de
racines de Fp. Pour tout a € ®, notons s 'application de £ dans lui-méme qui a y
associe y — («,y) &. Le groupe W agit trivialement sur E et s’identifie au groupe
de Weyl du systéme de racines ®, engendré par les réflexions sg, ou @ € ®. Nous
renvoyons a |[BoT| et a [Sel|, ch. 5, pour des démonstrations et plus de détails.

Si k est ultramétrique, posons A° = A; si k = R ou C, posons

A°={ac A, x(a)€]0,+oo[ Vxe X(A)}.
Choisissons une base A de ® et notons

At = {a€ed°, |a(a))>1 VaeA}
(resp. EY = {ye€E, {(a,y) >0 VaeA})

la chambre de Weyl fermée positive associée & A dans A° (resp. dans F); len-
semble E est un cone convexe fermé de I'espace vectoriel E.

Si k = R ou C, et si I'on note a l'algébre de Lie de A, alors I'application qui
a un cocaractére 1) € Y (A) associe I’élément logi(e) € a induit un isomorphisme
d’espaces vectoriels entre E et a, qui identifie £+ & log AT C a. On munit £ d’une
norme euclidienne || - || invariante par W dont la restriction & Ep est induite par la
forme de Killing de 'algebre de Lie de G. Si k est ultramétrique, on munit E de
n’importe quelle norme euclidienne || - || invariante par W.

Pour tout a € A, la réflexion s4 est orthogonale pour || - || ; en particulier, comme
E7 est inclus dans le noyau de sg, il est orthogonal a la droite Ra&. On en déduit que
E7 est orthogonal a Ep.

1.2 Immeubles de Bruhat-Tits

Dans ce paragraphe nous supposons k ultramétrique. Nous rappelons briévement
la construction de 'immeuble de Bruhat-Tits de GG, qui est un espace métrique sur
lequel G agit proprement par isométries avec un domaine fondamental compact. Nous
renvoyons le lecteur aux articles originaux [BT1] et [BT2], ainsi qu’a [Rou].
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Notons Res le morphisme de restriction de X (Z) a X(A), ou X(Z) désigne le
groupe des k-caractéres de Z. Il existe un unique morphisme de groupes v : 7 — F
tel que

(Res(x), v(2)) = —w(x(2))

pour tout y € X (Z) et tout z € Z. L’ensemble v(Z) est un réseau dans F, et v(A) est
un sous-réseau d’indice fini de v(Z). L’action de Z sur E par translation selon v(Z2)
se prolonge en une action de N sur E par isométries affines ; un tel prolongement est
unique a translation pres.

Pour toute racine o € ¢, notons U, le sous-groupe unipotent de G associé a « :
c’est I'unique sous-groupe fermé unipotent normalisé par Z d’algebre de Lie u, =
Ja D 9205 ou

gio ={X €g, Ad(a)(X)=a(a)’X Vae A}

pour i € {1,2} et ou g désigne l'algébre de Lie de G (|Bo2|, prop. 21.9). Pour
tout u € U, ~ {1}, 'ensemble NNU_, uU_, posséde un unique élément ; cet élément
agit sur F par réflexion orthogonale par rapport a un hyperplan affine H, défini par
une équation de la forme (o, x) + ¥, (u) = 0, ot 1, (u) € R. Pour tout x € F, posons

Use ={u €U, u=1 ou (o) +¢,(u) >0} ;

d’aprés [BT2| c’est un sous-groupe de U,. Posons N, = {n € N, n-xz = z} et no-
tons K, le sous-groupe de GG engendré par N, et par les sous-groupes U, ,, ou o € P.
Le groupe K, est un sous-groupe compact ouvert maximal de G.

Avec ces notations, 'immeuble de Bruhat-Tits X de G est 'ensemble des classes
d’équivalence de GG x E pour la relation

(9,2) ~(¢,2") <= 3TneNtelquer =n-xetg 'gnckK,.

On munit X de la topologie quotient induite par la topologie discréte de G et celle
d’espace vectoriel réel de E. Par construction, F se plonge dans X ; on l'identifie a
son image. Le groupe G agit sur X par

g/ ' (g,$) = (g/g7$)7

oil (g, z) désigne 'image de (g, z) € G x E dans X. Cette action est propre, avec un
domaine fondamental compact. Par construction, le stabilisateur d'un point x € F
est K,. Les appartements de X sont les ensembles de la forme g - E, ot g € G
les murs de X sont les ensembles de la forme ¢ - H,, ou g € G et u € U, pour un
certain « € ®. Une chambre de X (ou alcove) est une composante connexe de X
privé de ses murs. L’espace X posséde la propriété suivante : pour tout couple (x, z’)
de points de X, il existe un appartement contenant a la fois = et 2/, et la distance
euclidienne entre z et 2’ est la méme dans tout appartement. On peut donc munir X
de la distance d dont la restriction a tout appartement est la distance euclidienne.
Le groupe G agit sur X par isométries pour cette distance.

Lorsque rang, (G) = 1, 'immeuble de Bruhat-Tits X de G est un arbre simplicial
biparti appelé arbre de Bruhat-Tits de G. Il est de valence > 3 si G est de k-rang
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semi-simple un ; sinon c’est une droite. Toutes les arétes de X ont la méme longueur
pour la distance d. Les chambres sont les sommets et les appartements les droites
géodésiques de X. Nous renvoyons a [Se3|, § II.1, pour plus de détails sur Parbre de
Bruhat-Tits de G = SLy(k), par exemple.

1.3 Décompositions et projections de Cartan

1.3.1 Cas réel

Lorsque k = R ou C, il existe un sous-groupe compact maximal K de G tel
qu’on ait la décomposition de Cartan G = KA'TK : tout élément g € G s’écrit
g = kiaks, ot ki, ko € K et a € AT, et I’élément a € AT est déterminé de maniére
unique (|[Hel|, ch. 9, th. 1.1). En posant u(g) = loga on définit une application
p: G — ET ~log AT qui est continue, propre et surjective. On I'appelle la projection
de Cartan associée a la décomposition de Cartan G = KATK.

Par exemple, pour G = SL,(R) (resp. pour G = SL,(C)), on peut prendre
K =SO(n) (resp. K =SU(n)) et

AT = {diag(a1,...,a,) € G, a; €]0,400[ Vi et a; > ... > a,}.

La décomposition de Cartan G = KATK résulte dans ce cas de la décomposition
polaire de SL,(R) (resp. de SL,(C)) et de la théorie de la réduction des matrices
symétriques (resp. hermitiennes). La projection de Cartan associée est ’application p,
a valeurs dans

E+:{($1,...,$n>€R”7 Z:pizﬂetxlz...an},

=1

qui & g € G associe les demi-logarithmes des valeurs propres de 'gg, comptées avec
multiplicité et classées par ordre décroissant.

1.3.2 Cas ultramétrique

Supposons a présent k ultramétrique. Notons zg le sommet du cone fermé ET,
deéfini par (o, xo) = 0 pour tout o € A, et posons K = K. Notons Z* C Z I'image
réciproque de E* par v. D’aprés [BT1], le groupe G agit transitivement sur I’ensemble
des couples (A,C), ou A est un appartement de X et C une chambre de X contenue
dans A. Ceci se traduit en termes algébriques par I'existence d'une décomposition de
Cartan G = KZTK : pour tout g € G il existe des éléments ki, ky € K et z € ZT
tels que g = kyzks, et v(z) est déterminé de maniére unique. En posant p(g) = v(2)
on définit une application p : G — E1 qui est continue et propre; son image u(G)
est I'intersection de ET avec un réseau de E. L’application p s’appelle la projection
de Cartan associée a la décomposition de Cartan G = KZ* K. Contrairement au cas
des groupes réels, on n’a pas de décomposition de la forme G = KATK en général,
sauf par exemple lorsque G est déployé sur k.
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Pour G = SL,, sur k, on peut prendre K = SL,(O) et
AT = {diag(ar,...,a,) € G, |a1| > ... > |an|}.

La décomposition de Cartan G = KATK est dans ce cas équivalente au théoréme
de la base adaptée pour les sous-O-modules libres de rang n de O". La projection
de Cartan associée est ’application pu, a valeurs dans

i=1

définie de la maniére suivante. Soit 7 une uniformisante de k. Pour tout ¢ € G il
existe un entier m € N tel que 7g € M,,(O) ; 'élément pu(g) € ET est égal au n-uplet
formé des valuations des facteurs invariants de 7" ¢ auxquelles on a retranché m.

1.4 Interprétation géométrique

Rappelons une interprétation géométrique de la projection de Cartan p en termes
de distances sur I’espace riemannien symétrique ou I'immeuble de Bruhat-Tits de G.

1.4.1 Cas réel

Supposons k = R ou C. Notons g 'algébre de Lie de G et soit g = €+ p la
décomposition de Cartan de g associée a la décomposition de Cartan G = KATK.
Si 3(g) (resp. 9(g)) désigne l'algebre de Lie du centre (resp. du groupe dérive) de G,
alors I’espace vectoriel p admet la décomposition en somme directe p = 3(g)+pN0o(g).
La forme de Killing x de g est définie positive sur p N 9(g), nulle sur 3(g), et pN0(g)
et 3(g) sont orthogonaux pour k. Soit || - | une norme euclidienne sur p dont la
restriction & pN0(g) coincide avec k et pour laquelle pNd(g) et 3(g) sont orthogonaux.
Notons 7 la surjection canonique de G sur X = G/K, et posons o = w(1) € X.
L’application dm; réalise un isomorphisme entre p et ’espace tangent a X en xg;
par conséquent || - || induit une métrique riemannienne G-invariante sur X. Notons d
la distance correspondante sur X. Le résultat suivant est probablement bien connu;
nous en donnons une démonstration pour la commodité du lecteur.

Lemme 1.4.1 (k = R ou C). L’application p : X — ET qui ¢ v = g-x9 € X
associe ju(g) est 1-lipschitzienne, i.e. pour tous x,2’ € X on a

lp(z) = p()I| < d(z, ).
De plus, la restriction de p a AT - xq est une isométrie.

Démonstration. On identifie £ a log AT C a. Notons Exp : p — X 'exponentielle
de X, qui & Y € p associe 7y (1), ol vy désigne I'unique géodésique de X telle
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que 1y (0) = zp et 145 (0) = dm(Y). Pour tout € X, il existe & € K tel que
x = kexp(p(x)) - xo; d’aprés [Hel|, ch. 4, th. 3.3, on a

z = Exp((Adk)(p(z))). (1.4.1)

Fixons deux points z,2" € X et soit ¥ = (y):cpo,1] le segment géodésique de yo = =
ay; = '. D’aprés [Hel|, p. 295, et (1.4.1), Papplication ¢ — p(y;) est C* et il existe
une application C* t — k; de [0, 1] dans K telle que y; = Exp((Ad k:)(p(y:))) pour
tout ¢t € [0, 1]. Comme la variété riemannienne X est de courbure sectionnelle néga-
tive ([Hel|, ch. 5, th. 3.1), la longueur de y dans X est supérieure a celle de Exp ' (v)
dans p ([Hel|, ch. 1, th. 13.1). Autrement dit, on a

d(l’,x/)Z/Ol d((Ad k) (p(wr)))

P (|| dt'. (1.4.2)
Or, pour tout ¢’ € [0,1] on a

d((Ad kt)(p(yt))) (t/) — (Ad kt’) (M(t/)) + (M(t/>) (p(yt’))7

dt dt dt
" )
P Yt /
(Ad k:t/)< el )) e (Ad ky)(a)

et

d(Adk,) - d(k; )

() o) = (aat (ad (EF0)) o)
€ (Adky)([t a]).

De plus, les sous-espaces vectoriels a et [¢, a] de p sont orthogonaux pour || - ||. En

effet, comme p est la somme directe orthogonale de 3(g) et pNd(g), il suffit de voir que
ano(g) est orthogonal a [¢, a], ce qui résulte du fait que la décomposition de d(g) en
sous-espaces propres sous l'action adjointe de aNd(g) est orthogonale pour x ([Hel|,
ch. 3, th. 4.2). Or, la norme || - || est invariante par Ad G, car k 'est ([Hel|, p. 131) et
'action adjointe de G sur g préserve globalement pN0(g) et est triviale sur 3(g). Par
conséquent, les sous-espaces (Ad ky)(a) et (Ad ky)([€, a]) sont orthogonaux pour || - ||
et I'on a

Hd((Adké)t(P(yt)))(t/) . H(Adkt1)<W(t’)>H 143)
Hd(péft))(t,) _
Ainsi, on a 1
dw, ') 2 /0 W(ﬂ) dt’ = [lp(x) = p(x)].
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Si z, 2’ € AT - xg, alors k, = 1 pour tout t € [0,1], et I'inégalité (1.4.3) est une
égalité. De plus, dans ce cas l'inégalité (1.4.2) est elle aussi une égalité puisque la
sous-variété totalement géodésique A -z = Exp(a) est de courbure sectionnelle nulle

([Hel], ch. 5, § 3, rem. 2). On en déduit d(z,z’) = ||p(x) — p(z’)]|. O

Comme K fixe xg et comme G agit sur X par isométries, le lemme 1.4.1 implique
que pour tout a € AT et tout ¢ € KaK on a

d(o, g - x0) = d(wo, a - x0) = |[p(x0) — pla - zo)l| = llu(g)]- (1.4.4)

1.4.2 Cas ultramétrique

Supposons a présent k ultramétrique, et notons X I'immeuble de Bruhat-Tits
de GG, muni de la distance d définie dans la partie 1.2. Rappelons que K = K, est le
stabilisateur dans G' du point xy € E défini par («, z¢) = 0 pour tout @ € A. Comme
G agit sur X par isométries et comme E se plonge isométriquement dans X, pour
tout z € ZT et tout g € KzK on a

d(z0, 9 - 7o) = d(x0, 2 - ¥0) = d(x0, 11(g)) = [[1(9) I, (1.4.5)

ou || - || est la norme euclidienne de E. Le lemme 1.4.1 est également valable dans ce
cadre.

Lemme 1.4.2 (k ultramétrique). L’application p : X — ET qui a x = g- 29 € X
associe 1u(g) est 1-lipschitzienne, i.e. pour tous x,z’ € X on a

lp(z) = p(@")]| < d(x, 2").

Démonstration. Soit C 'unique chambre de E* contenant xy. Commengons par
rappeler la construction de la rétraction pgc : X — E définie dans [BT1], § 2.3.
Pour tout z € X, il existe un appartement A contenant a la fois = et C (|[BT1],
prop. 2.3.1), et il existe un élément k € K fixant C (point par point) et envoyant A
sur E ([BT1], prop. 2.3.2). Le point k-x € E ne dépend pas des choix de A et k. En
posant pg c(x) = k-x on définit une application pg ¢ : X — E qui est 1-lipschitzienne,
i.e. telle que pour tous x, 2’ € X on ait

lpec(z) = pec()ll < d(z,z’)

([BT1], prop. 2.5.3). Montrons que pour tous z,z’ € X on a

lp(z) = p()Il < llpec(z) = prc@)]. (1.4.6)

Il résulte des définitions de p et pgc que pge(z) € W-p(x) pour tout € X. Comme
la norme || - || est invariante par W, il suffit de montrer que

ly =yl < lly —w- ¢l (1.4.7)

pour tous ¥,y € ET et tout w € W. Rappelons que W est engendré par ’ensemble S
des réflexions orthogonales s, par rapport aux hyperplans de E d’équation («, -) = 0,
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ot a € A. Ecrivons w = s,, .. . 51, ol s; € S pour tout j. On raisonne par récurrence
sur m. Si (S, ... $1) -y appartient a 'hyperplan H fixé par s,,, alors (s,,...s1)-y =
(Sm—1--.-81) -y et 'hypothése de récurrence permet de conclure. Supposons donc
(Sm--.51) Y & H.Si(8y...51)y € Et alors s,,...s1:y =9 et (1.4.7) est évident.
Sinon les points y et (s, ...s1) - ¢y appartiennent & deux composantes connexes
distinctes de E'\ H. Soit 3" le point d’intersection de H avec le segment d’extrémités

y et (Sy,...s1)y. Comme s, est une réflexion orthogonale, on a

ly = (Sm---50)- Y] = lu=v"| + 1y = ($m-..51) V||
= [ly=y" I+ 11y = (sm-1--.51) - V|
>y = (sm-1...51) ¥

Par hypothése de récurrence, on a ||y — (Sy ... $1) ¥ || > ||ly —¢/'||. Ceci prouve (1.4.6)
et achéve la démonstration du lemme 1.4.2. O

1.4.3 Egalité et inégalités

Si k = R ou C, notons X 'espace symétrique G/ K, muni de la distance d définie
au paragraphe 1.4.1, et xy I'image de K dans X. Si k est ultramétrique, notons X
I'immeuble de Bruhat-Tits de G, muni de la distance d définie dans la partie 1.2, et
xo 'image dans X du sommet du cone E défini au paragraphe 1.3.2. Nous avons
vu que pour tout g € G on a

l1(g)ll = d(zo, g - o).

En particulier, comme G agit sur X par isométries on a

(g™ = llr(o) (1.4.8)

et
1(gg) I < ()]l + (g (1.4.9)

pour tous g,¢" € G. Le lemme suivant raffine I'inégalité (1.4.9); il nous sera utile
pour démontrer les théorémes 2.1.1 et 6.1.4.

Lemme 1.4.3. Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique semi-simple connexe et p : G — ET une projection de Cartan. Pour
tous g,g € G on a les deux inégalités suivantes :

19", (1.4.10)
[(9)]]- (1.4.11)

Démonstration. Comme G agit sur X par isométries, I'inégalité (1.4.10) résulte
immeédiatement des lemmes 1.4.1 et 1.4.2, en utilisant les formules (1.4.4) et (1.4.5).
Montrons que (1.4.10) implique (1.4.11). Si w € W désigne I’élément “le plus long”
de W, défini par w - 27! € Z* pour tout z € Z*, on a u(g~') = w- (—u(g)) pour

11(99") — 1(9)ll

<
lu(gg) — (gl <
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tout g € G. Comme la norme ||-|| de E est invariante par W, I'involution d’opposition
L u(G) = u(@), qui a p(g) associe u(g~') pour tout g € G, est une isométrie. En
utilisant (1.4.10) on en déduit

l1e(gg’) — (@)l = (g g™ —uld DI < g™ = llug)ll.

O

On en déduit qu’a une constante additive pres, I’application 1 ne dépend pas du
choix de A.

Remarque 1.4.4. Si /' : G — E'" est une autre projection de Cartan de G, il existe
un isomorphisme d’espaces vectoriels i : E' — E vérifiant i(E'") = E*, ainsi qu’une
constante C' > 0, tels que

liop'(g) — gl < C

pour tout g € G.

En effet, soit 1/ : G — E'" une projection de Cartan associée & une décomposition de
Cartan G = K'A""K' ou G = K'Z'""K', ot K’ est un sous-groupe compact maximal
de G et A’ un k-tore k-déployé maximal de G, de centralisateur Z’. D’apres [BoT],
th. 4.21, il existe un élément gy € G tel que A’ = goAg;"'. Quitte & multiplier go
a droite par un élément du groupe de Weyl W, on peut supposer A'" = GoAT gy L
L’application de X (A’) dans X (A) qui & x associe x(g; "' - go) identifie 'ensemble &’
des racines restreintes de A’ dans G a @ ; I'image réciproque de A est la base A’ de '
définissant A", L’application de Y (A’) dans Y (A) qui & v associe gy 'tgo induit un
isomorphisme i entre les espaces vectoriels £ = Y(A') @z R et £ =Y (A) ®z R, tel
que i(E'") = E*. Par construction, on a

o (K (g0295 ') =iop'(90295") = n(2)
pour tous k', ¢ € K’ et z € Z. D’aprés le lemme 1.4.3, ceci implique

lio 4 (9) = (@)l < ll(go)ll + llrelgo )l + 2 max [l (k)|

pour tout g € G.
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Chapitre 2

Actions propres sur les espaces
homogeénes réductifs de corang un

2.1 Introduction

Soit k un corps local. Dans ce chapitre, nous étudions les groupes discrets qui
agissent proprement sur G/H, ou G est 'ensemble des k-points d’un k-groupe algé-
brique semi-simple connexe et H ’ensemble des k-points d’un k-sous-groupe algé-
brique réductif connexe de corang un sur k. Notre résultat principal concerne I'image
de ces groupes discrets par une projection de Cartan de G. Nous en déduisons no-
tamment une description des sous-groupes discrets sans torsion de GG X GG qui agissent
proprement sur GG par multiplication a gauche et & droite en k-rang un.

2.1.1 Actions propres et projection de Cartan

Soient k un corps local, G I’ensemble des k-points d'un k-groupe algébrique semi-
simple connexe G de k-rang un et H l’ensemble des k-points d'un k-sous-groupe
algébrique réductif connexe H de G tel que rang, (H) = rang, (G) — 1. On sait que G
contient un sous-groupe discret infini qui agit proprement sur G/ H si et seulement si
rang, (H) < rang, (G) : c’est le phénoméne de Calabi-Markus ([Kol|, cor. 4.4). Dans
ce chapitre nous considérons le cas ot rang, (H) = rang, (G) — 1.

Soient p : G — ET une projection de Cartan de G et ¢ : u(G) — pu(G) l'in-
volution d’opposition, qui a u(g) associe u(g~!). Notons Cy le cone asymptote
a p(H), c’est-a-dire le sous-cone vectoriel de ET engendré par les limites de suites
((hn) /1 1(h) Dnen, ot (hy) € HY et ot ||u(hy)]| — +oo. Sik = R ou C, on a
w(G) = E*, et d’aprés 'hypothése sur les rangs 'ensemble p(H) (tout comme Cl)
sépare £ en un nombre fini de composantes connexes permutées par ¢. Si k est
ultramétrique, ’ensemble p(H) est discret, mais Cy sépare E1 en un nombre fini de
composantes connexes et ¢ se prolonge en une involution de E, encore notée ¢, qui
préserve C'y et permute les composantes connexes de ET N\ Cy (cf. paragraphe 2.2.1).

Nous démontrons le résultat suivant.
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Théoréme 2.1.1. Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique semi-simple connexe G et H [’ensemble des k-points d’un k-sous-groupe
algébrique réductif connere H de G tel que rang, (H) = rang,(G) — 1. Soient
w: G — Et une projection de Cartan de G et v : ET — E* involution d’op-
position. Pour tout sous-groupe discret I' de G agissant proprement sur G/H et qui
n’est pas un groupe de torsion, il existe une composante connexe C de ET ~ Cy telle
que p(y) € CU(C) pour presque tout v € T' et telle que t(C) = C si I n'est pas
virtuellement monogene.

Selon la terminologie usuelle, on dit qu’'un groupe I' satisfait virtuellement une
propriété s’il contient un sous-groupe d’indice fini satisfaisant la propriété. On dit
qu’'une propriété est vraie pour presque tout v € I' si elle est vraie pour tout v € I’
en dehors d'un ensemble fini.

Lorsque k est de caractéristique nulle, le théoréme 2.1.1 reste vrai en suppri-
mant 'hypothése que I' n’est pas un groupe de torsion : en effet, dans ce cas tout
sous-groupe discret de torsion de G est fini (lemme 2.2.1). En revanche, lorsque
k =F,((t)) pour un certain corps fini I, il existe des sous-groupes de torsion infinis
qui sont discrets dans G et agissent proprement sur G/ H, mais qui ne satisfont pas
les conclusions du théoréme 2.1.1. Nous en donnons un exemple au paragraphe 2.4.2.

Enfin, notons que le théoréme 2.1.1 reste valable dans le cadre des groupes de
Lie linéaires réels. En effet, d’aprés Chevalley (|Che], ch. 2, th. 14 et 15), si G est un
groupe de Lie linéaire semi-simple réel connexe et H un sous-groupe fermé réductif
connexe de G, alors G (resp. H) est la composante neutre (pour la topologie réelle)
de I'ensemble des R-points d’un R-groupe algébrique semi-simple connexe G (resp.
d’un R-sous-groupe algébrique réductif connexe H de G).

2.1.2 Une application a (G x G)/A¢

Citons deux applications du théoréme 2.1.1. La premiére, qui en constitue la
motivation principale, concerne les espaces homogenes de la forme (G x G)/Aq ou
G est 'ensemble des k-points d'un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-
rang un et Ag la diagonale de G x G. Dans cette situation, si p est une projection
de Cartan de G, alors u X p est une projection de Cartan de G x G'; on identifie E*
aRT x Rt et Oy = Ca,, & la diagonale de RT x R™.

Théoréme 2.1.2. Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique semi-simple connexe G de k-rang un, Aqg la diagonale de G x G et
i : G — RY une projection de Cartan de G.

1. A la permutation prés des deuz facteurs de G x G, les sous-groupes discrets
sans torsion de G x G agissant proprement sur (G x G)/Ag sont les graphes
de la forme

FS = {(va(’y))v Y € FO}v

ou 'y est un sous-groupe discret de G et p: 'y — G un morphisme de groupes
admissible, au sens ot pour tout R > 0 on a p(p(7y)) < u(y) — R pour presque
tout v € I'y.
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2. Soit I un sous-groupe discret résiduellement fini de G X G qui n’est pas un
groupe de torsion. Alors T' agit proprement sur (G x G)/Ag si et seulement
s’il admet un sous-groupe d’indice fini T qui est un graphe de la forme T
précédente, a la permutation prés des deux facteurs de G x G.

Notons que Papplication (g, h)Ag +~ gh~' définit un isomorphisme (G x G)-
équivariant entre (G x G)/Ag et G, ou G x G agit sur G par multiplication a
gauche et & droite : (g1, 92)-g = 91995 - Ainsi, le théoréme 2.1.2 décrit les sous-groupes
discrets sans torsion de G x G qui agissent proprement sur G par multiplication &
gauche et a droite.

Rappelons quun groupe est dit résiduellement fini si 'intersection de ses sous-
groupes distingués d’indice fini est triviale. On sait que tout sous-groupe I' de type fini
de G x G est résiduellement fini (cf. [Alp], cor. 1); si de plus k est de caractéristique
nulle, I' admet un sous-groupe d’indice fini sans torsion d’apreés le lemme de Selberg
([Sel], lem. 8).

Pour G = SLy(R), le point 1 du théoréme 2.1.2 avait déja été démontré par
Kulkarni et Raymond (|KR], th. 5.2), mais sans la condition sur p, qui est due a
Salein dans ce cas ([Sa2|, lem. 3.4.1). Dans [Ko3|, Kobayashi a considéré le cas plus
général ol G est un groupe de Lie linéaire semi-simple réel connexe de rang réel un :
il a montré dans ce cas que tout sous-groupe discret sans torsion de G x G agissant
proprement sur (G' X G)/Ag est un graphe, et a posé la question de savoir si I'une des
deux projections de ce graphe était toujours discréte dans G. Le théoréme 2.1.2 ci-
dessus répond affirmativement a cette question et généralise le résultat de Kobayashi
a tous les corps locaux.

Pour G = SLy(R), le théoréme 2.1.2 s’applique aux variétés anti-de Sitter com-
pactes de dimension 3, c’est-a-dire aux variétés lorentziennes compactes de dimen-
sion 3 de courbure constante strictement négative. En effet, a la renormalisation pres
de leur métrique, ces variétés sont modelées sur

Ads3 = H2’1 - {(x1,$27x37x4) S R47 ZU% + I‘g - xg B .',Ui - 1}

muni de la métrique lorentzienne induite par z? + x3 — 2 — 22, qui s’identifie a
(SLa(R) x SLa(R))/Asr, ) (cf. paragraphe 2.4.3). Comme les variétés anti-de Sitter
compactes de dimension 3 sont complétes [Kli|, ce sont des quotients d’un revétement
universel de AdS®. D’aprés [KR|, on peut se contenter d’un revétement fini de AdS?
au lieu d’un revétement universel. Ainsi, a une isométrie, a la renormalisation de la
métrique, & un quotient fini et & un revétement fini prés, les variétés anti-de Sitter
compactes de dimension 3 sont les quotients de la forme

'\ (SLa(R) x SLa(R))/Agr,(r)

ou I' est un sous-groupe discret sans torsion de SLy(R) x SLy(R) agissant proprement
sur (SLa(R) x SLa(R))/Astr,r). Nous renvoyons a l'introduction et au chapitre 5 pour
plus de détails.

Plus généralement, pour un corps local k quelconque et pour une forme quadra-
tique @ d’indice de Witt deux sur k*, la quadrique

S(Q) ={r k', Qz) =1}
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s'identifie & (SLa(k) x SLa(k))/Asr, ) (cf. paragraphe 2.4.3). Le théoréme 2.1.2 s’ap-
plique donc aux sous-groupes discrets de SLy(k) x SLy(k) qui agissent proprement
sur S(Q). Au paragraphe 2.4.3 nous décrivons les quotients des quadriques de di-
mension 3 sur k en général.

Notons que le théoréme 2.1.2 ne se transpose pas en rang supérieur. En effet, si
rang, (G) > 2, il existe toujours des sous-groupes discrets infinis I'y et I'y de G tels
que T'; x 'y agisse proprement sur (G x G)/Ag. En prenant par exemple pour G le
groupe SO(2,2n) et pour I'y (resp. I'y) un réseau cocompact sans torsion de SO(1, 2n)
(resp. de U(1,n)), vu comme sous-groupe de G, on obtient méme une action libre,
propre et cocompacte de I'y x I'y sur (G x G)/Ag (cf. paragraphes 0.1.3 et 6.1.1).

2.1.3 Une application a SL, (k)/SL,_;(k)

Comme seconde application du théoréeme 2.1.1, nous donnons une démonstration
plus simple du résultat suivant, di & Benoist [Bel].

Corollaire 2.1.3. Soit k un corps local de caractéristique nulle. Pour n impair > 3,
tout sous-groupe discret de SL,(k) agissant proprement sur SLy,(k)/SL,_1(k) est
virtuellement abélien.

En fait, le théoréme 2.1.1 implique une version légérement plus forte du corol-
laire 2.1.3 : on peut remplacer “virtuellement abélien” par “virtuellement monogéne”.

On déduit du corollaire 2.1.3 qu’en caractéristique nulle, pour n impair > 3,
I'espace homogeéne SL, (k)/SL,,_1(k) n’admet pas de quotient compact par un sous-
groupe discret de SL, (k) agissant proprement sur SL,,(k)/SL,_;(k) (¢f. [Bel]).

Pour terminer, quelques mots sur le plan du chapitre. La partie 2.2 est consacrée
a la démonstration du théoréme 2.1.1 et a la question des groupes de torsion en
caractéristique nulle. Dans la partie 2.3 nous montrons comment le théoréme 2.1.1
implique le corollaire 2.1.3. Enfin, dans la partie 2.4 nous prouvons le théoréme 2.1.2,
montrons que I’hypothése que I' n’est pas de torsion est indispensable en caractéris-
tique non nulle, et appliquons le théoréme 2.1.2 aux quadriques de dimension 3.

2.2 Actions propres en corang un

Reprenons les notations des préliminaires; en particulier, on note tout groupe
algébrique par une lettre majuscule grasse (par exemple G) et l'ensemble de ses
k-points par la méme lettre majuscule non grasse (par exemple G).

2.2.1 Démonstration du théoréme 2.1.1

Soit G = KATK ou G = KZ'TK la décomposition de Cartan associée & pu,
ou K est un sous-groupe compact maximal de G, oit A est un k-tore k-déployé
maximal de G et ou Z est le centralisateur de A dans G. Rappelons que pour
tout g € G les ensembles u(H) et u(gHg™') sont a distance de Hausdorff finie
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d’aprés le lemme 1.4.3; ils ont en particulier le méme cone asymptote dans E™T, ce
qui permet de remplacer H par I'un de ses conjugués par GG. On peut ainsi supposer
que H admet un k-tore k-déployé¢ maximal Ag inclus dans A. Soit H = KgAKy
ou H = KyZ}; Ky une décomposition de Cartan de H, ou Ky est un sous-groupe
compact maximal de H et Zyg le centralisateur de Ay dans H. Quitte a conjuguer H
par un élément de G, on peut supposer Ky C K : ce résultat est dit & Mostow [Mos]
et Karpelevich [Kar| dans le cas réel, & Landvogt |Lan| dans le cas ultramétrique.
On a alors pu(H) = u(Zg), et p(H) est inclus dans son céne asymptote Cy, qui est
I'intersection de Et avec une union finie d’hyperplans vectoriels de E paramétrés par
le groupe de Weyl W. Munissons F d’une norme || - || invariante par W comme dans
la partie 1.1. L’involution d’opposition ¢ : u(G) — u(G), qui a u(g) associe u(g=)
pour tout g € G, se prolonge en une isométrie de E*, encore notée ¢. Cette isométrie
préserve u(H) et Cy, et permute les composantes connexes de ET ~\ Cy.

Notre démonstration du théoreme 2.1.1 s’appuie sur le critére de propreté de
Benoist ([Bel], cor. 5.2; ¢f. aussi [Kob|, th. 1.1), qui affirme quun sous-groupe I'
de G agit proprement sur G/H si et seulement si 'ensemble pu(I") N (u(H) + C)
est borné pour tout compact C de E. Cette condition est équivalente au fait que
I'ensemble p(I") N (Cy + C) soit borné pour tout compact C de E. Autrement dit, I'
agit proprement sur G/H si et seulement si u(I") “s’éloigne de C'y a U'infini”.

Notre démonstration s’appuie également sur I’observation () suivante : si (2, )nen
est une suite de points de Et dont la distance a Cp est strictement plus grande
qu'un certain R > 0, et si ||z,41 — x,]| < R pour tout n € N, alors les points z,,
appartiennent tous a une méme composante connexe de ET ~ Cf.

Démontrons & présent le théoréme 2.1.1. Notons C4,...,Cs les composantes
connexes de ET ~\. Cp et soit I" un sous-groupe discret de G agissant proprement
sur G/H. L’ensemble p(I") est globalement stable par l'involution d’opposition ¢.

Supposons que I' n’est pas un groupe de torsion et fixons un élément v € I’
d’ordre infini. Comme le groupe I' est discret et comme 'application u est propre,
la suite (||£(7™)]])nez tend vers U'infini quand n tend vers o0o. D’aprés le critére de
propreté, comme I" est discret et u propre, 'ensemble F' des éléments 7' € I tels que
(') soit situé a distance < ||u(7)|| de Cy est fini. De plus, d’aprés le lemme 1.4.3
on a

[y = (™) < @)

pour tout n € Z. D’aprés I'observation (x) ci-dessus, il existe des entiers 1 <1i,j <'s
tels que pu(y™) € C; (resp. u(y™") € C;) pour presque tout n € N. L’involution
d’opposition ¢ échange C; et Cj.

Notons que pour tout 4" € T, le lemme 1.4.3 implique

(YY) = (™) < ()]
pour tout n € Z. D’aprés le critére de propreté, on a u(y'y") € C; et u(y'vy™") € C;
pour presque tout n € N.
Considérons tout d’abord le cas ot © = 7, et montrons que l’ensemble F’ des
éléments v/ € T tels que p(v') ¢ C; est fini. Soit ' € F’. D’aprés le lemme 1.4.3 on a

1(y'7™ ) = (™)) < @)
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pour tout n € Z. De plus, on a u(y') ¢ C;, et I'on vient de voir que p(y'~") € C;
pour presque tout n € Z. D’aprés l'observation (%) ci-dessus, il existe n € Z tel
que ¥'4" € F. Ainsi on a F' C Fy%. Comme F est fini et comme pour tout f € F'
on a fy™ € C; pour presque tout n € Z, ’ensemble F” est fini.

Considérons a présent le cas ol 7 # j, et montrons que le sous-groupe engendré
par v est d’indice fini dans I'. Soit " € I'. D’aprés le lemme 1.4.3 on a

(Y ™) = ()| < le@)

pour tout n € Z. De plus, on a vu que pu(y'7") € C; et pu(y'v™") € C; pour presque
tout n € N. D’apreés I'observation (x) ci-dessus, il existe n € Z tel que vy € F. On
en déduit que I' = F7%. Comme F est fini, 7% est d’indice fini dans I". Ceci achéve
la démonstration du théoréeme 2.1.1.

2.2.2 Sous-groupes discrets de torsion en caractéristique nulle

Dans ce paragraphe, nous montrons que lorsque k est de caractéristique nulle
on peut supprimer I’hypothése que I' n’est pas de torsion dans le théoréme 2.1.1.
Lorsque 'on sait que I' est de type fini, cela résulte du lemme de Selberg ([Sel],
lem. 8). C’est également vrai en général d’aprés le lemme facile suivant.

Lemme 2.2.1. Soient k un corps local de caractéristique nulle et G un k-groupe
algébrique linéaire. Si k est un corps p-adique, tout sous-groupe de torsion de G est
fini. Sik =R ou C, tout sous-groupe discret de torsion de G est fini.

Démonstration. Plongeons G dans un groupe linéaire GL,,, ou n > 1. Soit I' un
sous-groupe de torsion de G. D’aprés un résultat de Schur (|[CRJ, th. 36.14), I" contient
un sous-groupe abélien IV d’indice fini dont tous les éléments sont semi-simples. Pour
montrer que I' est fini, il suffit de montrer que I'” I'est.

Supposons que k est un corps p-adique. Les éléments de I sont diagonalisables
dans une base commune sur une cloture algébrique de k. Pour tout v € I, les
valeurs propres de v sont des racines de 1'unité; elles engendrent une extension cy-
clotomique k, de k, et [k, : k] < n puisque le polynéme caractéristique de 7 est
de degré n. Or il n’existe qu'un nombre fini d’extensions cyclotomiques de k de de-
gré < n ([Neu], ch. 2, th. 7.12 et prop. 7.13). Par conséquent, le corps k’ engendré par
les extensions k., ot v € I", est de degré fini sur k, donc ne contient qu'un nombre
fini de racines de 'unité ([Neu|, ch. 2, prop. 5.7). On en déduit que I" est fini.

Supposons k = R ou C, et I" discret dans G. Les éléments de I sont diagona-
lisables dans une base commune sur C, et leurs valeurs propres sont des racines de
I'unité. Comme le groupe U des nombres complexes de module un est compact, tout
sous-groupe discret de U™ est fini. On en déduit que I est fini. O

Lorsque k est de caractéristique non nulle, il existe des sous-groupes discrets de
torsion de G qui sont infinis. Ils sont tous virtuellement unipotents (cela résulte de
[Ti3|, prop. 2.8, par exemple). Certains d’entre eux ne satisfont pas les conclusions
du théoréme 2.1.1; nous en donnons un exemple au paragraphe 2.4.2.
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2.3 Application a SL, (k)/SL,_1(k)

Dans ce paragraphe nous considérons le cas ot G = SL, (k) et H = SL,_(k).
Nous montrons comment le théoréme 2.1.1 implique le corollaire 2.1.3.

Soient k un corps local et n > 2 un entier. Notons G le groupe SL,, sur k. Le
groupe A des matrices diagonales de déterminant un est un k-tore k-déployé maximal
de G; il est égal & son propre centralisateur, i.e. Z = A. Les racines associées sont
les formes linéaires ¢; — €5, 1 <14 # j < n, ot l'on a posé

ei(diag(ar, ..., a,)) = a;.

Une base du systéme de racines de A dans G est formée des racines €; — €;,1, ol
1<i<n-—1 Sk =RouC (resp. si k est ultramétrique), la chambre de Weyl
positive associée est
At = {diag(al, coyan) €A a; €]0,400[ Vi et a; > ... > an}
(resp. AT = {diag(ai,...,a,) € A, |a1| > ... > |a,|}).
Posons K = SO(n) (resp. K = SU(n), resp. K = SL,(0)) si k = R (resp. si k = C,

resp. si k est ultramétrique). On a la décomposition de Cartan G = KATK (cf.
partie 1.3). L’espace vectoriel réel

E:{(xl,...,:cn)e]R", x1+...+xn:0} ~ R
et son cone convexe fermé
E+:{(x1,...,xn)€E, xlz...an}

ne dépendent pas de k. Notons p : G — E7 la projection de Cartan associée a la
décomposition de Cartan G = KATK.
Posons H = SL,,_;, vu comme sous-groupe de G en plongeant les matrices de

taille (n — 1) x (n — 1) dans le coin supérieur gauche des matrices de taille n x n.
On a

CH: U {(xla"'7$n)€E+’ Q:Z:O}a

1<i<n

et les composantes connexes de E* ~\. C'y sont les ensembles
Ci={(z1,...,20) € EY, 2; > 0> xi41 },
ou 1 <4 <n— 1. Linvolution d’opposition ¢ : E* — E* est donnée par
Wxy, oo xn) = (—Tp, ..., —21)

elle envoie C; sur C,_; pour tout 1 < ¢ < n — 1. Voici une reformulation du théo-
réme 2.1.1 dans ce cas.
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Proposition 2.3.1. Soit I un sous-groupe discret de SL,, (k) agissant proprement sur
SL,(k)/SL,-1(k) et qui n'est pas un groupe de torsion. Il existe un entier
1 <i<n-—1tel que pu(y) € C;UC,_; pour presque tout v € ' et tel que C; = C,,_;
si I' n’est pas virtuellement monogéne.

Notons que si n est impair, on a C; # C,,_; pour tout 1 < ¢ < n—1, ce qui implique
le corollaire 2.1.3. Une autre conséquence de la proposition 2.3.1 est la suivante.

Corollaire 2.3.2. Supposons n pair > 4. Soit I' un sous-groupe discret de SL, (k)
agissant proprement sur SL,(k)/SL,_1(k) et qui n’est pas virtuellement monogéne.
Tout élément v € I d’ordre infini admet n/2 valeurs propres de module strictement
supérieur a 1 et n/2 wvaleurs propres de module strictement inférieur a 1, comptées
avec multiplicité.

Pour tout g € SL,(k), les valeurs propres de g appartiennent a une extension
finie k, de k; dans le corollaire 2.3.2 on note encore | - | I'unique valeur absolue
de k, prolongeant la valeur absolue de k. En remplacant k par k,, on obtient comme
ci-dessus une décomposition de Cartan SL,(k,) = K, A7 K, ot K = K, N SL,(k)
et AT = AT NSLy(k). La projection de Cartan j, : SL,(k,) — E* correspondante
prolonge .

Démonstration du corollaire 2.3.2. On peut supposer que I' n’est pas un groupe
de torsion. L'unique composante connexe de E* ~\ Cy stable par ¢ est C,, o ; d’aprés
la proposition 2.3.1, on a donc u(7y) € C,/ pour presque tout v € I'. Soit v € I' un
élément d’ordre infini. Comme I' est discret et comme 'application u est propre, on
a [[u(y"™)|| = 400 quand m — 4o00. On en déduit

1
— ™ e (C,
mM(”Y) /2

pour presque tout m > 1. Soit A : SL,(k) — ET la projection de Lyapounov
de SL,, (k) ; par définition, pour tout g € SL,(k) on a A(g) = p,(a,), ot a, € SL,(ky)
est une matrice diagonale dont les coefficients sont les valeurs propres de g, comptées
avec multiplicité. D’aprés [Be2], cor. 2.5, on a

1
Ay) = lm — p(y™).
(v) = Mm — pu(y™")
Par conséquent, A(y) appartient a l'adhérence de C, ), dans E*. Montrons que
A(y) ¢ Cy. D’aprés |Be2|, lem. 4.6, il existe une constante C, > 0 telle que pour
tout m > 1 on ait

[A(™) = n(y™)|| < G (2.3.1)

Si 'on avait A(y) € Cy, on aurait A(y™) = mA(y) € Cy pour tout m > 1, et
(2.3.1) contredirait le critére de propreté (cf. paragraphe 2.2.1). Par conséquent, on a
A(7) € Cy)2, ce qui signifie que v admet n/2 valeurs propres de module strictement
supérieur & 1 et n/2 valeurs propres de module strictement inférieur a 1, comptées
avec multiplicité. O
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2.4 Actions bilatérales en rang un

Dans cette partie, nous prouvons le théoréme 2.1.2, montrons que 'hypothése que
I" n’est pas de torsion est indispensable dans le cas d'un corps local de caractéristique
non nulle, et décrivons une application aux quadriques de dimension 3 sur un corps
local.

2.4.1 Démonstration du théoréme 2.1.2

Supposons G de k-rang un et notons Aq la diagonale de G x G. Soit i : G — E*
une projection de Cartan de G ; comme G est semi-simple de k-rang un, E+ s’identifie
a RT. L’application pe = p X u, a valeurs dans RT x RT, est une projection de
Cartan de G x G. Le cone Ca,, asymptote & uq(Ag) est la diagonale de R x R*. Le
complémentaire ET\ Ca, admet deux composantes connexes ; notons C;. (resp. C)
celle formée des points de RT x RT situés strictement au-dessus (resp. strictement
en-dessous) de la diagonale. L’involution d’opposition ¢ est I'identité de Rt x R*.

Démontrons a présent le théoréme 2.1.2. Soit I" un sous-groupe discret de G x G
agissant proprement sur (G X G)/Ag et qui n’est pas un groupe de torsion. D’apreés le
théoréeme 2.1.1, comme ¢ est I'identité, on a soit pe(7y) € C, pour presque tout vy € T,
soit pe(y) € C_ pour presque tout v € I'. Quitte & échanger les deux facteurs
de G x G, on peut supposer que (7)) € C_ pour presque tout v € I'.

Notons pr; (resp. pre) la projection de I' sur le premier (resp. second) facteur
de G x G. Le noyau F' de pry est fini. Si ' est résiduellement fini, il admet un sous-
groupe distingué I d’indice fini tel que IV N F soit trivial. Si I" est sans torsion,
F est déja trivial et 'on pose IV = I'. Dans les deux cas, si 'on pose I'y = pr, (I"),
alors p = pryopr;! : Ty — G est un morphisme de groupes et

I"=T§ ={(g,p(9)), g € Lo}

Le groupe I'y est discret dans G. En effet, sinon il existerait une suite (g,)nen de
points deux a deux distincts de I'g tendant vers 1. Comme I' est discret dans G x G
et comme i est propre, la suite (1(p(gn)))nen tendrait vers Uinfini avec n. On aurait
donc une infinité d’éléments (g, p(g)) € T tels que u(p(g)) > u(g), ce qui contredirait
I'hypothése que pe(y) € C_ pour presque tout v € I'. Ainsi, [y est bien discret
dans G. Comme p(p(g)) < p(g) pour presque tout g € Iy, le critére de propreté (cf.
paragraphe 2.2.1) assure que pour tout R > 0, on a u(p(g)) < u(g) — R pour presque
tout g € I'y.

Réciproquement, s’il existe un sous-groupe discret 'y de G et un morphisme de
groupes p : 'y — G vérifiant les conditions du théoréme 2.1.2, alors I' agit proprement
sur (G x G)/Aqg d’apreés le critére de propreté.

2.4.2 Groupes de torsion infinis en caractéristique non nulle

Soit G = SLy sur k = F,((¢)), ou F, est un corps fini de caractéristique p. Don-
nons un exemple de sous-groupe de torsion discret infini de G x G qui agit proprement
sur (G x G)/Ag sans satisfaire les conclusions des théorémes 2.1.1 et 2.1.2.
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On a la décomposition de Cartan G = KAT K, ou K = SLy(O) = SLo(F,[[t]]) et
ou AT est I'ensemble des matrices diagonales diag(ay, a2) de G telles que |aq| > |az|
(cf. partie 2.3). Notons i : G — R™ la projection de Cartan correspondante. Pour

tout n € N, posons
(1
=Ko 1)

Notons que pour 1 <r<p—1ona

u(gy,) = 2n,

comme on le voit par exemple en écrivant

Y T 2 U A ™" 0 roin 1
In=\o 1) "\ )\ o0o )\ =1 o)

Notons I' le sous-groupe de G x G engendré par les éléments (g, gon) €t (gon, gn),
ou n € N. C’est un sous-groupe discret infini de G, résiduellement fini, de torsion
(tous ses éléments non triviaux sont d’ordre p), qui agit proprement sur (G x G)/Ag
d’apreés le critére de propreté (cf. paragraphe 2.2.1). Il n’est pas virtuellement mono-
géne, pourtant les composantes connexes de Et \ Ca,, contiennent toutes deux une
infinité de points de la forme u(v), ou v € I'.

2.4.3 Quadriques de dimension trois sur un corps local

Comme nous l'avons indiqué au paragraphe 2.1.2, I'une des motivations pour
notre étude de (G x G)/A¢ en rang un est son application aux quadriques de dimen-
sion 3 sur un corps local. Précisons ce point.

Soient k un corps local et ) une forme quadratique sur k*. D’aprés le théoréme
de Witt, la sphére unité

S(Q) ={z €k’ Q(z) =1}

s’identifie & I’espace homogéne SO(Q)/H, ot SO(Q) est le groupe spécial orthogonal
de @ et H un k-sous-groupe algébrique de SO(Q) défini comme le stabilisateur d’un
certain point = € S(Q).

Si @ est anisotrope sur k, le groupe SO(Q) est compact (|BoT]|, § 4.24) et tout
sous-groupe discret de SO(Q) est fini et agit proprement sur S(Q).

Supposons () d’indice de Witt un, c’est-a-dire SO(Q) de k-rang un. Si H est
anisotrope sur k, alors H est compact et tout sous-groupe discret de SO(Q) agit
proprement sur S(Q). En revanche, si H est de k-rang un, les seuls sous-groupes
discrets de SO(Q) qui agissent proprement sur S(Q) sont les groupes finis : c’est le
phénomeéne de Calabi-Markus (|[Kol|, cor. 4.4). Par exemple, si k = R, toute forme
quadratique @ d’indice de Witt un sur k? est équivalente a 2% — 22 — 23 — 2% ou a
2% + x5 + 22 — 22. Dans le premier cas, SO(Q) (resp. H) est isomorphe a SO(1, 3)
(resp. & SO(3)), et tout sous-groupe discret de SO(Q) agit proprement sur S(Q).
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Dans le second cas, SO(Q) (resp. H) est isomorphe & SO(3,1) (resp. a SO(2,1)), et
les seuls sous-groupes discrets de SO(Q) qui agissent proprement sur S(Q) sont les
groupes finis.

Supposons maintenant () d’indice de Witt deux, c’est-a-dire SO(Q) de k-rang
deux. Par exemple, si k = R, alors SO(Q) (resp. H) est isomorphe a SO(2,2) (resp.
a SO(1,2)). On peut supposer que ) est donnée par

Q(Ih T2, T3, I4) = T1T4 — T2T3

et que H est le stabilisateur de z = (1,0,0,1) € S(Q). Notons que S((Q)) est na-
turellement munie d’une action transitive du groupe SLa(k) x SLa(k). En effet,
SLy(k) x SLo(k) agit sur Ma(k) par multiplication & gauche et & droite, c’est-a-
dire par (g1, g2) -u = giu gy - pour tout (g1, g2) € SLy(k) x SLy(k) et tout u € My (k).
En identifiant My(k) & k*, on obtient une action linéaire de SLy(k) x SLa(k) sur k*
qui préserve @) et est transitive sur S(Q). Le stabilisateur de z = (1,0,0,1) dans
SLa(k) x SLa(k) est Agp, k), donc la quadrique S(Q) s’identifie a I'espace homogéne
(SLa(k) x SLa(k))/Asr, k). D’apres le théoreme 2.1.2, a la permutation pres des deux
facteurs de SLg (k) x SLa(k), les sous-groupes discrets sans torsion de SLo (k) x SLy (k)
qui agissent proprement sur S(Q) sont les graphes de la forme

I ={(v,p(7)), v € To},

ou 'y est un sous-groupe discret de SLy(k) et p : T'g — SLa(k) un morphisme de
groupes tel que pour tout R > 0, on ait u(p(7y)) < () — R pour presque tout vy € T'y.
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Chapitre 3

Une condition nécessaire et suffisante
de cocompacité

3.1 Introduction

Soient k un corps local et G' I'ensemble des k-points d’un k-groupe algébrique
semi-simple connexe de k-rang un. Au chapitre 2, nous avons décrit les sous-groupes
discrets sans torsion I' de G x GG qui agissent proprement sur G par multiplication
a gauche et & droite ou, de maniére équivalente, sur (G x G)/A¢. Dans ce chapitre,
nous supposons k ultramétrique et considérons, parmi ces sous-groupes I, ceux pour
lesquels le quotient I'\(G x G)/A¢ est compact. Dans un premier temps, nous en
donnons une description ; pour G = SLy(Q,) par exemple, cela revient & décrire les
quotients compacts de la quadrique de Q;ﬁ d’équation z? + 23 — 23 — 23 = 1, comme
on ’a vu au paragraphe 2.4.3. Dans un second temps, nous établissons ’existence
de quotients compacts I'\(G x G)/Aq tels que I' soit Zariski-dense dans G x G.
Précisons un peu ces deux points.

Supposons k ultramétrique et soit p : G — E™ une projection de Cartan de G,
ot E est muni d’une norme euclidienne || - || comme dans les préliminaires. Comme
G est semi-simple de k-rang un, E est une droite réelle et la norme | - || permet
d’identifier ET & R™ ; on note encore p ’application de G' dans R ainsi obtenue. Par
exemple, si G = SLa(k),ona G = KZTK ou K = SLy(0O) est 'ensemble des matrices
de déterminant un a coefficients dans 'anneau des entiers de k et Z 1’ensemble des
matrices diagonales diag(a,a™!) € SLy(k) telles que a soit de valeur absolue > 1; la
projection de Cartan associée i : G — R envoie la matrice diag(a,a™") sur 2 |w(a)|,
o w désigne une valuation (additive) fixée de k.

Le résultat principal de ce chapitre est que pour tout sous-groupe discret de type
fini sans torsion I'y de G et pour tout morphisme de groupes p : I'y — G admissible
au sens du chapitre 2, le quotient I'\(G x G)/Ag est compact si et seulement si le
quotient I'g\G l'est (théoréme 3.3.1). Combiné au théoréme 2.1.2, ceci nous donne
une description des quotients compacts de (G x G)/A¢g par un sous-groupe discret
de type fini sans torsion.

47



Théoréme 3.1.1. Soient k un corps local ultramétrique, G ’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un, Ag la diagonale de
G x G et p: G — RY une projection de Cartan de G. A la permutation prés des
deux facteurs de G x G, les sous-groupes discrets de type fini sans torsion de G x GG
agissant proprement et cocompactement sur (G X G)/Aq sont les graphes de la forme

I ={(v,p(7)), v €T},

ou 'y est un réseau cocompact sans torsion de G et p : I'y — G un morphisme de
groupes admissible, i.e. tel que pour tout R > 0 on ait p(p(v)) < p(y) — R pour
presque tout v € I'y.

Cette description est spécifique au rang un : nous donnons au paragraphe 3.3.4
un exemple de quotient compact I'\(G x G)/Ag ot rang, (G) > 2 et ou I est le
produit de deux sous-groupes infinis de G.

Le fait que I'\(G x G) / A¢ soit compact si et seulement si I'g est un réseau cocom-
pact de G est également valable pour k = R ou C, par un argument de dimension
cohomologique (|[Kol], cor. 5.5). Un tel argument ne convient pas lorsque k est ultra-
métrique, car dans ce cas tout sous-groupe discret sans torsion de G est libre, donc
de dimension cohomologique un.

Dans le cas ultramétrique, nous remplagons ’argument cohomologique par un
raisonnement géométrique sur l'arbre de Bruhat-Tits de G. Plus précisément, soit
G = KZ"K la décomposition de Cartan de G associée a p. Nous associons a tout
élément g € G\ K un point ¢, du bord de I'arbre de Bruhat-Tits de G, obtenu a
partir d'une décomposition de Cartan de g. L’étude des points ¢~ nous permet de
montrer que pour tout sous-groupe discret de type fini sans torsion I'y de G et tout
morphisme de groupes admissible p : 'y — G, si le groupe T'j = {(, p(7)), v € To}
agit proprement et cocompactement sur (G X G)/Ag, alors I'g est un réseau cocom-
pact de G. Il s’agit du point le plus délicat de la démonstration du théoréme 3.1.1.

Pour tout réseau cocompact sans torsion T'g, les groupes I'g x {1} et {1} x Ty
agissent bien sir librement, proprement et cocompactement sur (G x G)/Ag : les
quotients compacts correspondants sont dits standard. Le théoréme 3.1.1 permet de
donner des exemples de quotients compacts non standard de (GxG)/Ag. Concernant
leur adhérence de Zariski, nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 3.1.2. Soient k un corps local ultramétrique, G [’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connezxe de k-rang un et Ag la diagonale de
G x G. Il existe des sous-groupes discrets I' de G x G agissant librement, proprement
et cocompactement sur (G X G)/Aq et qui sont Zariski-denses dans G x G. On peut
de plus choisir I' de telle sorte qu’aucune de ses deux projections naturelles sur G ne
soit bornée.

La partie 3.2 est consacrée a des rappels sur les isométries d’arbres réels simpli-
ciaux ; ces rappels nous seront également utiles au chapitre 4. Dans la partie 3.3, nous
démontrons le théoréme 3.1.1 en étudiant les points ¢, du bord de I'arbre de Bruhat-
Tits de G mentionnés ci-dessus. Enfin, la partie 3.4 est consacrée a la démonstration
de la proposition 3.1.2.
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pr,(z) g pry(z)

FIGURE 1 — Action d’un élément hyperbolique

3.2 Rappels : isométries d’un arbre réel simplicial

Nous considérons ici des arbres simpliciaux au sens de [Se3|, déf. 6. Rappelons
qu’un arbre réel stmplicial, ou R-arbre simplicial, est un arbre simplicial muni d’une
distance pour laquelle I'image de tout chemin injectif est isométrique & un segment
réel. Toutes les arétes n’ont pas nécessairement la méme longueur pour cette distance.

Fixons un arbre réel simplicial X de valence > 2, notons d la distance sur X
et Isom(X) le groupe des isométries bijectives de X envoyant sommet sur sommet et
aréte sur aréte. Cette derniére condition est toujours vérifiée si X est de valence > 3.
On munit Isom(X) de la topologie pour laquelle les fixateurs (point par point) des
parties compactes de X forment une base de voisinages compacts ouverts de 'identité.
Le groupe Isom(X) est localement compact pour cette topologie.

3.2.1 Isométries hyperboliques et elliptiques

Un élément g € Isom(X) est sans point fixe dans X si et seulement s’il existe
une droite géodésique Ay, stable par g, sur laquelle g agit par une translation non
triviale (|Til], prop. 3.2, ou [Se3], prop. 25); on note alors A(g) > 0 la longueur
de cette translation et l'on dit que g est hyperbolique, d’axe de translation A,. La
figure 1 illustre 'action de g sur X dans ce cas. Pour tout n € Z on a bien stir

Ag") = In| A(g). (3.2.1)

Comme X est un arbre, pour tout z € X, le projeté pr,(z) de x sur A, est bien
défini : c’est 'unique point de A, dont la distance & = est minimale. On a

prg(g-:zc) :g~prg(x) et d(g-x,Ag) = d(x,Ag).

Les points x, pr,(z), g-pr,(r) et g- sont alignés dans cet ordre sur une méme droite
géodésique de X, d’ou

d(fL’,g ' ZE) = d(:L‘,pI‘g<$)) + d(prg(x)uq : pl”g(.l’)) + d(g : prg(x),g ' ZE)
Ag) +2d(z, A,). (3.2.2)

En particulier on a

AMg) = mind(z,g-z) > 0.

Un élément g € Isom(X) qui admet un point fixe dans X est dit elliptique ; I'en-
semble X, de ses points fixes est alors un sous-arbre de X. La figure 2 illustre
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FIGURE 2 — Action d’un élément elliptique

I’action de g sur X dans ce cas. Si pour tout x € X on note prg(x) le projeté
de z sur X, alors d(pry(z),z) = d(pr,(z), g - x). De plus, I'intersection des segments
géodésiques [pry(z),z] et [pr,(z), g - z] est réduite a {pr,(v)}, d’ou

d(x,g-x) = d(x,pr,(z)) + d(pr,(v),g - x) = 2d(x, X,). (3.2.3)
Par analogie avec le cas hyperbolique, on pose

Mg) = mind(z,g-z) = 0.

3.2.2 Bord de ’arbre

Comme tout espace hyperbolique au sens de Gromov, I’arbre X admet un bord 0.X,
défini comme ’ensemble des classes d’équivalence de demi-droites géodésiques de X
pour la relation “étre a distance de Hausdorff finie” ou, de maniére équivalente ici,
“étre égales en dehors d’un compact”. Si & € 0X désigne la classe d’une demi-
droite géodésique D, nous dirons que & est Uextrémité a linfini de D. Fixons un
point zop € X et un réel ¢ > 1. Comme X est un arbre, pour tout £ € 90X il existe
une unique demi-droite géodésique D,,(§) d’extrémités g € X et £ € 0X. Pour
tous &,& € 0X on pose d(£,&') = ¢, ou

r = sup {d(x, ), © € Dyy(&) N Dyy(€')} € [0, +00].

Ceci définit une distance d sur 0X. L’action naturelle de Isom(X) sur 0X est conti-
nue pour cette distance. Le fixateur de xq agit sur X par isométries. Un élément
g € Isom(X) est hyperbolique si et seulement s’il agit sur X avec exactement deux
points fixes, I’'un attractif, noté 5;, et 'autre répulsif, noté §~; ces points fixes sont
les deux extrémités de l'axe de translation A,. Si g € Isom(X) est elliptique et
fixe £ € 0X, alors g fixe (point par point) toute une demi-droite de X d’extrémité .

3.2.3 Groupes discrets sans torsion d’isométries

Un sous-groupe discret 'y de Isom(X) agit librement sur X si et seulement s’il
est sans torsion. Dans ce cas I'g est un groupe libre ([Se3|, th. 4) et tous ses éléments
non triviaux sont hyperboliques. Plus précisément, pour tout domaine fondamental
connexe D de X pour 'action de I'y, si I'on pose

F={yely, v DND#0}
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et si F' désigne une partie de F telle que F soit 'union disjointe de {1}, de F’ et
de F'~', alors F’ est une partie génératrice libre de I'y ([Se3|, th. 4). Si I'y est de
type fini, c’est un groupe de Schottky au sens de [Lub|, déf. 1.4.

L’union Xy, des axes de translations A,, ot v € I'g \ {1}, est un sous-arbre
fermé de X, globalement stable par 'action de I'y. On dit que 'action de I'y sur X
est minimale si X, = X. Lorsque I'y est de type fini, son action sur X est minimale si
et seulement si le quotient I'y\ X est un graphe fini (|Bas|, prop. 7.9, et [BaL], th. 9.7).
Dans cette thése, on appellera X, le sous-arbre I'g-minimal de X. Rappelons que
I’ensemble limite de I'g dans 0X est par définition ’adhérence dans 0.X de ’ensemble
des points fixes £, ot v € I'g \ {1}. Si I'action de I'y sur X n’est pas minimale,
I’ensemble limite de I'y dans 0X est un fermé strict de 0.X ; ceci nous sera utile dans
la démonstration du lemme 3.3.5.

3.3 La condition de cocompacité

Cette partie est consacrée a la démonstration du théoréeme 3.1.1. Dans toute la
partie, nous notons k un corps local ultramétrique, G '’ensemble des k-points d'un
k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et Ag la diagonale de G x G.
Nous fixons une décomposition de Cartan G = KZ1TK et notons 4 : G — RT la
projection de Cartan associée.

D’aprés le théoréme 2.1.2, les sous-groupes discrets sans torsion de G X G agissant
proprement sur (G x G)/Ag sont, a la permutation prés des deux facteurs de G x G,
les graphes de la forme

I ={(v,p(7)), v € Lo},

ou ['y est un sous-groupe discret sans torsion de G et p : I'y — G un morphisme de
groupes admissible (au sens du théoréme 3.1.1). Pour démontrer le théoréme 3.1.1,
il suffit donc d’établir le résultat suivant.

Théoréme 3.3.1. Soient k un corps local ultramétrique, G l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et Ag la diagonale
de GXG. Soient Iy un sous-groupe discret de type fini sans torsion de G etp : 'y — G
un morphisme de groupes admissible. Notons

Iy ={(v,p(7)), v €To}

le graphe de p. Le quotient TH\(G x G)/Aq est compact si et seulement si le quo-
tient To\G est.

Pour établir le théoréme 3.3.1, nous utilisons 'existence d’un isomorphisme

(GxG)/A¢ — G
(9,h) Ag +—— gh*

de (G x G)-variétés algébriques sur k, ot G x G agit sur (G x G)/Ag par multi-
plication a gauche et sur G par

(91,92) 9 = 91995 "
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Cet isomorphisme induit un isomorphisme de (G x G)-ensembles sur les k-points.

Notons X l’arbre de Bruhat-Tits de GG, muni de la distance d définie au para-
graphe 1.2, et x5 € X le point donné par (1.4.5). Notons également 0X le bord de X,
muni de la distance d définie au paragraphe 3.2.2. Pour démontrer I'implication di-
recte du théoreme 3.3.1, nous introduisons certains points ¢, € 9X obtenus a partir
de la décomposition de Cartan G = KZ1TK.

3.3.1 Points de 0X associés a la décomposition de Cartan
G=KI"K

Pour tout élément hyperbolique g € G, notons £ (resp. ) son point fixe at-
tractif (resp. répulsif) dans 0.X. Notons &, le point fixe répulsif commun a tous les
¢léments hyperboliques de Z+.

Pour tout g € G, nous choisissons une décomposition de Cartan g = k,z,¢,, ol
kg, ly € K et z, € ZT, et posons

¢, =10, &, €0X. (3.3.1)

Le lemme suivant montre que lorsque g est hyperbolique et p(g) grand, le point Gy
est proche du point fixe répulsif £

Lemme 3.3.2. Pour tout élément hyperbolique g € G, on a
C_l(fg_7cg_) < q—u(g)/Q'
Démonstration. Soit g € G un élément hyperbolique. Les points xg, pr,-i(zo),

gt pr,-1(zo) et g1y sont alignés dans cet ordre, donc g~! - pry-1(20) € Dqy (&)
D’autre part, comme K fixe xy, on a

gl xy = ﬁg_lzg_l -xg € K;l Dy (€54) = Dao (G, ),
donc g7 - pry-1(xo) € Dy, (¢, ) car X est un arbre. On en déduit
d(g,.¢;) < g e,
Or, d’apres (1.4.5), (1.4.8) et (3.2.2) on a
d(zo, 97" - pry-1(x)) = d(zo,g™" - xo) —d(g" 20, 97" - Pry-1(z0))
= o) —dlwo, 4y) > B2
d’ou le résultat. O

L’intérét d’introduire les points ¢, est de controler la projection de Cartan de
certains éléments de GG, comme dans le lemme suivant.
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FIGURE 3 — lllustration du lemme 3.3.3

Lemme 3.3.3. Pour tout élément hyperbolique g € G et tout réel € > 0, il existe des
constantes C, N > 0 telles que pour tout v € G vérifiant d( ;r, C;) > € on ait

n(vg") =z p(y) +ulg") - C
pour tout entier n > N.
Démonstration. Soient ¢ €]0, 1] un réel et g € G un élément hyperbolique. Posons
s=—log,e >0

et montrons que C' = 2s et N = s/A(g) conviennent. La figure 3 illustre notre
raisonnement. Pour tout n > 1, les points g, pr, (7o) et g" - pr,(zo) sont alignés dans
cet ordre sur la demi-droite géodésique D,,(&;), d’ou

(o, g" - pry(z0)) > d(pry(wo),g" - pry(z)) = nA(g). (3.3.2)

Soit v € G tel que d(§;, () > €. L'intersection Dy, (€;) N Dy, () est un segment
géodésique dont 'une des extrémités est zq; notons z € X son autre extrémité. On a
d(xg,x) < s par hypothése. Soit n > s/A(g) un entier. D’aprés (3.3.2) on a

d($07gn ’ prg(xO)) > d(x07 x)a
donc les points xg, x et ¢g" - xo sont alignés dans cet ordre et par (1.4.5) on a
d(xz,g" - xo) = p(g") — d(xg, x). (3.3.3)

Comme K fixe xg, ona ™'z = €521 20, et ce point appartient a £ Dy (£,,) =
D4, (¢ ). Le point x appartient lui aussi a D, (¢} ), donc

d(y™' - wo, @) = |d(z0, 7" - xo) — d(o, z)|.
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En utilisant (1.4.5) et (1.4.8), on obtient
d(y - o, x) > u(y) — d(zo, ). (3.3.4)

Or, z est le projeté de g™ - z( sur D:,:O(Cv_), donc les points v~ - zg, x et ¢g" - 1y sont
alignés dans cet ordre, d’ou

d(y™" - o, 9" - wo) = d(y™" - @, x) +d(z, 9" - wo). (3.3.5)

En utilisant (1.4.5), (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) et le fait que G agit sur X par isométries,
on trouve

p(vg") = d(zo,v9" - x0)
= d(y' 20,9"  70)
> p(y) + u(g") —2d(zo, v),

d’ott le résultat puisque d(zg,x) < s. ]

3.3.2 Démonstration de I’'implication directe du théoréme 3.3.1

Pour obtenir I'implication directe du théoréme 3.3.1, nous raisonnons par contra-
position : il suffit de démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.3.4. Soient Iy un sous-groupe discret de type fini sans torsion de G
et p: g = G un morphisme de groupes admissible. St 'y n’est pas cocompact dans G,
alors pour tout R > 0 il existe un élément g € G tel que u(ygr p(y)™t) > R pour
tout v € I'y.

Pour démontrer la proposition 3.3.4, nous établissons 'existence d'un élément
hyperbolique g € G tel que pour presque tout v € I'g \ {1}, le point ¢, € 0X donné
par (3.3.1) soit suffisamment éloigné du point fixe attractif £} (lemme 3.3.5). Nous
utilisons ensuite le lemme 3.3.3.

Lemme 3.3.5. Soit Iy un sous-groupe discret de type fini sans torsion de G, non
cocompact dans G. Il existe un élément hyperbolique g € G et un réel € > 0 tels que
d(&),¢7) > € pour presque tout v € Io \ {1}.

Démonstration. Comme I'y est discret, sans torsion, de type fini et non cocompact
dans G, son ensemble limite dans 0X est un fermé strict de 90X (cf. paragraphe 3.2.3).
Notons U le complémentaire dans X de cet ensemble limite. Soit g € G un élément
hyperbolique tel que 5; € U. 1l existe un réel € > 0 tel que

{¢eox, d(&.¢) <2} cU.

Par définition on a alors d(¢;, &) > 2 pour tout v € T'o \ {1}. Le lemme 3.3.2
implique
d(&.67) = di&h€) —d(&.¢) = 2e—q "
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pour tout v € I'g . {1}. Or, 'application u est propre et le groupe I'y discret dans G,
donc ¢~#(/2 < ¢ pour presque tout v € I'y ~ {1}. ]

Nous pouvons a présent démontrer la proposition 3.3.4.

Démonstration de la proposition 3.3.4. Supposons [y non cocompact dans G.
D’aprés les lemmes 3.3.3 et 3.3.5, il existe un élément hyperbolique g € G et des
réels C, N > 0 tels que pour tout v € I'y en dehors d'un certain ensemble fini F,
on ait

p(vg") = p(y) +plg") - C (3.3.6)

pour tout entier n > N. Soit R > 0. Comme p est admissible, on a

ulp(v) < ply) —R-C (3.3.7)

pour tout v € I'y en dehors d’un certain ensemble fini F’. Posons

R = max (u(y™) +nulp(r))-

Comme g est hyperbolique, la suite (1(g™))nen tend vers U'infini avec n d’apreés (1.4.5),
(3.2.1) et (3.2.2). En particulier, il existe un entier n > N tel que u(¢g") > R+ R'.

Fixons un tel n > N et montrons que 1’élément gr = ¢" convient. D’aprés (1.4.9),
(3.3.6) et (3.3.7), pour tout v ¢ (F U F’) on a

n(vg") — u(p(v))

w(vg"p(v)) (
(1) +m(g") = C) = (1(v) =R - C)
R

AVARAVARLYS

et pour tout v € FU F’ on a

(g o)) = wlg") — u(yh) = wlp(v))
> wlg") - R > R

Ceci achéve la démonstration de la proposition 3.3.4. ]

3.3.3 Démonstration de I'implication réciproque du théoréme 3.3.1

Pour terminer la démonstration du théoréme 3.3.1 (et donc du théoréme 3.1.1),
il suffit d’établir le résultat suivant.

Proposition 3.3.6. Soient 'y un réseau cocompact sans torsion de G et p: 'y — G
un morphisme de groupes admissible. Il existe une partie compacte C de G telle que

G = {vgp()~", v€Ty, geC}.
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Démonstration. Par cocompacité de I'y dans G et continuité de pu, il existe un
réel R > 0 tel que
G=T,-{geG, ulg) <R}

Comme p est admissible, on a

u(p(v)) < ply) —2R -1

pour tout 7 € I'y en dehors d'un certain ensemble fini F'. Posons R’ = max,ep ()
et montrons que la partie

C={g€G, ulg <R+R}

(qui est compacte par propreté de p) convient. Pour cela, il suffit d’établir que pour
tout g € G vérifiant u(g) > R + R’ il existe v € Ty tel que pu(vgp(y)™) < u(g) —1;
on peut alors conclure par récurrence.

Soit g € G tel que u(g) > R+ R'. D’apreés ce qui précede, il existe v € [y tel que
w(vg) < R. Montrons que u(vgp(y)™t) < u(g) — 1. D’apres (1.4.9) on a

p(yh) = ulg) — pivg) > R,
donc v~ ¢ F, ce qui implique u(p(y)™') < pu(y™*) — 2R — 1. En utilisant (1.4.8)
et (1.4.9), on trouve
p(yh) < plg) +plg™y) < plg) + R

et
w(vgp()™") < plvg) +ulp(n) ™) < py ) —R—-1 < p(g) — 1.

Ceci achéve la démonstration de la proposition 3.3.6. O

3.3.4 Le cas de rang supérieur

La description donnée par le théoréme 3.1.1 est spécifique au rang un. En effet,
voici un exemple de quotient compact I'\ (G x G)/Ag ou rang(G) > 2 et ou I est le
produit de deux sous-groupes infinis de G. Fixons un élément non carré 8 € k ~\ k2.
Soient ) la forme quadratique sur k* donnée par

Q(x1,Y1,22,Y2) = (xf - 5?/%) - (xg - 5?/3)

et G = SO(Q) le groupe spécial orthogonal de (). Notons @; la restriction de @
a k® x {0} et soit H; = SO(Q,) le groupe spécial orthogonal de @, vu comme
sous-groupe de G. Choisissons une racine carrée /3 de 8 dans une cloture algé-
brique de k et notons o l’élément non trivial du groupe de Galois de 'extension

quadratique k(v/5)/k. Soient h la forme hermitienne sur k(/3)? donnée par

h(z1,29) = z10(21) — 20 0(22)
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et Hy = U(h) le groupe unitaire de h. En identifiant k(1/3) a k? par I’application qui
a tout z++/By associe (z, ), on voit Hy comme un sous-groupe de G. Par un analogue
ultramétrique de [Kol|, prop. 4.9, le groupe H; agit proprement et cocompactement
sur G/H,, donc Hy x Hy agit proprement et cocompactement sur (G x G)/Ag. Or,
pour i € {1,2} le groupe H; admet un réseau cocompact sans torsion I'; (|Lub],
th. A, et [Sel|, lem. 8). Le groupe I' = I'; x I'y agit alors librement, proprement et
cocompactement sur (G x G)/Ag.

3.4 Existence de quotients compacts par des sous-
groupes discrets Zariski-denses

Soient k un corps local ultramétrique et G ’ensemble des k-points d'un k-groupe
algébrique semi-simple connexe de k-rang un. Dans cette partie, nous démontrons la
proposition 3.1.2, qui affirme 'existence de sous-groupes discrets de G x G agissant
librement, proprement et cocompactement sur (G'x G)/Ag et qui sont Zariski-denses
dans G x G.

3.4.1 Un voisinage formé de morphismes admissibles

Soient X et X’ deux arbres réels simpliciaux de valence > 2 et I'y un sous-
groupe de Isom(X). Fixons des points o € X et z{, € X'. Nous dirons qu'un
morphisme de groupes p : Iy — Isom(X’) est admissible si pour tout R > 0 on a
d(xy, p(y) - xp) < d(xo,7y - x9) — R pour presque tout v € I'yg. Cette condition ne
dépend pas du choix de zg et xf,.

Pour démontrer la proposition 3.1.2, nous utilisons le résultat suivant en prenant
pour X et X’ I'arbre de Bruhat-Tits de G.

Lemme 3.4.1. Soient X et X' deux arbres réels simpliciauz de valence > 2 et T'y
un sous-groupe discret de type fini sans torsion de Isom(X). Fizons un domaine
fondamental connexe D de X pour action de Iy, posons

F={yely v-DND#0}

et notons & > 0 la distance de D au complémentaire de UVeF’y-D dans X . Pour qu’un
morphisme de groupes p : Ty — Isom(X") soit admissible, il suffit qu’il existe xy € X'
tel que d(xy, p(7y) - ) < § pour tout v € F.

Le lemme 3.4.1 transpose dans le cadre des arbres réels simpliciaux un raison-
nement de Kobayashi sur les espaces riemanniens symétriques ([Kob|, th. 2.4), que
nous reproduisons ici pour la commodité du lecteur.

Démonstration. Fixons un point xy dans l'intérieur de D. Soit v € I'y. Notons n
la partie entiére de d(zg,7 - x9)/d et choisissons une suite (x;)i=1,_n+1 de points du
segment géodésique [xg, v - o] telle que x, 11 = v-x¢ et telle que pour tout 0 < i <n
on ait d(x;, r;41) < 0. Par récurrence, on construit une suite (7;)i—o,.., d’éléments
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de T’y telle que x;11 € 79 ...7 - D pour tout 0 < ¢ < n; par définition de § et comme
d(x;,xi41) < §,0ona~; € F pour tout i. D’autre part, on a z,11 =729 € Y- -- VD,
donc zy appartient a la fois a l'intérieur de D et a (v 1vg...7,) - D. Comme D est
un domaine fondamental de X pour 'y, on a v 'yy... 7, = 1, i.e. ¥ = Yp. .. Vn. Si
lr : Ty — N désigne la longueur des mots associée a F, on a

d(fﬁm v 330)

+ 1. (3.4.1)
Soit p : I'g — Isom(X’) un morphisme de groupes. Supposons qu’il existe zf, € X’
tel que

M :=max {d(z{, p(7) - 2}), Y EF} < &

et montrons que p est admissible. Pour tout v € Ty~ {1}, on peut écrire v = 7 .. . Vp,
ou ~y; € F pour tout i et ot £x(y) =n+1; on a alors

d(x67 p(V) ) ZE6) = d(xé]’ p(’YO .- ~'7n) ) $6>

< Y d(ptro-vi) @, p(o ) - )
=0

=0

ot 'on a posé v_; = 1 et utilisé le fait que les éléments de p(I'g) sont des isométries
de X’. Avec (3.4.1), on obtient

/ / M
d(zy,p(7) - a0) < M-Lr(v) < —d(w0,7 - 20) + M

pour tout v € I'y. Or, pour tout R > 0 on a %d(mo,”y ~x0) + M > d(xg,v-x9) — R si
et seulement si d(xg,7y - zg) < 1]5}175. L’ensemble des éléments v € I'y vérifiant cette
inégalité est fini car Iy est discret dans Isom(X) et 'action de Isom(X) sur X est
propre par définition de la topologie sur Isom(X). Ainsi, p est admissible. ]

3.4.2 Deéformation de groupes discrets d’isométries d’arbres

Soient k un corps local ultramétrique et G ’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique semi-simple connexe de k-rang un. Il est bien connu que pour tout réseau
cocompact sans torsion [y de G, il existe un voisinage Vy C Hom(['y, G) de I'inclusion
naturelle tel que pour tout o € V, le groupe o(I'g) soit un réseau cocompact sans
torsion de G (|Lub], prop. 1.7 et th. 2.1). De plus, comme les applications A et u sont
continues a valeurs discrétes, pour toute partie finie F' de I'y il existe un voisinage
Vr C Hom(Ty, G) de 'inclusion naturelle tel que pour tout o € Vg on ait A(o(y)) =
A(7) et p(o(v)) = p(y) pour tout v € F.

Dans ce paragraphe, nous remarquons qu’il existe un voisinage ¥V C Hom(T'y, G)
de l'inclusion naturelle tel que pour tout o € V on ait A(a(y)) = A(7) et u(o(y)) =
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() pour tout v € Ty, sans restriction & une partie finie F'. Nous nous plagons dans le
cadre plus général des groupes discrets de type fini sans torsion d’isométries d’arbres
réels simpliciaux ; pour démontrer la proposition 3.1.2 nous prendrons pour X ’arbre
de Bruhat-Tits de G.

Lemme 3.4.2. Soit X un arbre réel simplicial de valence > 2, soit I'g un sous-groupe
discret de type fini sans torsion de Isom(X) et soit Xr, le sous-arbre I'g-minimal
de X. Pour tout domaine fondamental connexe D de Xr, pour l'action de I'y, et pour
tout point xog € D, il existe un voisinage V C Hom(Ty, G) de linclusion naturelle tel
que pour tout o € V,

— le morphisme o soit injectif,

— le groupe o(I'y) soit discret dans Isom(X),

— Daction de o(T'y) sur X soit cocompacte si celle de Ty l'est, avec D comme

domaine fondamental,
— on ait AN(o(7y)) = A(y) et d(xg,o(7) - x9) = d(xg,7 - Tg) pour tout v € [y.

Rappelons que le sous-arbre I';-minimal X1, est I'union des axes de translation
des éléments non triviaux de I'y. Il est stable par I'y, et 'action de I'y sur Xp, est
libre, propre et cocompacte. On a X, = X si et seulement si 'action de I'y sur X
est cocompacte (cf. paragraphe 3.2.3).

Démonstration. Soit D un domaine fondamental connexe (donc compact) de X,
pour l'action de I'y et soit xg € D. L’ensemble F des éléments v € I’y tels que
v-DND £ est fini, donc
D, = U v-D
YEF

est un compact de X. Le fixateur (point par point) Kp, de D; dans Isom(X) est
un voisinage de lidentité dans Isom(X), en tant qu’intersection des fixateurs des
extrémités des arétes de X rencontrant D;. Par conséquent, I’ensemble

V = {0 € Hom(T, Ilsom(X)), o(y) € yKp, Yye F}

est un voisinage de 'inclusion naturelle dans Hom(I'y, Isom(X)).

Pour voir que V vérifie les propriétés du lemme 3.4.2, il suffit de montrer que
pour tout o € V il existe une isométrie o-équivariante f, : Xp, — X fixant z(, qui
soit de plus surjective si I'action de I'y sur X est cocompacte. En effet, si une telle
isométrie f, existe, alors o est injectif, et o(I'y) est discret dans Isom(X) et agit
librement, proprement et cocompactement sur f,(Xr,), avec fy(D) comme domaine
fondamental. Pour tout v € I'g . {1}, I'image par f, de 'axe de translation A, de v
est 'axe de translation A, de o(v), et A(o(7)) = A(v). En particulier, le sous-
arbre o(I'g)-minimal X, ) de X est f,(Xp,). Enfin, comme f, est une isométrie
o-équivariante fixant xq, on a

d(zo,0(7) - x0) = d(fa(l"o%fa(%ifo)) = d(wo,7 - 7o)

pour tout v € I'y. Si l'action de I'g sur X est cocompacte, on a X, = X, et si de
plus f, est surjective, on a X,y = fo(Xr,) = X, donc l'action de o(I'g) sur X est
cocompacte.
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Fixons donc un morphisme o € V et établissons 'existence d’une isométrie
o-équivariante f, : Xr, — X fixant xy, qui soit de plus surjective si l'action de I'y
sur X est cocompacte. Pour tout x € D et tout v € I'y tels que v-x € D, on a
o(y) - @ = 7 -x; on peut donc définir une application f, : Xp, — X en posant
fo(y-2x) = o(y) - x pour tout v € T'y et tout x € D. Par construction, f, est
o-équivariante et fixe xg. Montrons que c’est une isométrie. Comme la restriction
de f, & D est I'identité, comme f, est o-équivariante et comme Iy et o(T'y) sont des
groupes d’isométries, la restriction de f, & tout translaté ~ - Dy, ou v € I'y, est une
isométrie. Comme les translatés par I'y de 'intérieur de D; recouvrent Xr,, on en
déduit que f, est une isométrie locale. Comme X, est un arbre, c’est une isométrie
globale (cf. remarque 4.2.7). Supposons I’action de 'y sur X cocompacte, c’est-a-dire
Xr, = X, et montrons que f, est surjective. La réunion Xp des translatés par o(I'y)
de D est ouverte dans X, en tant que réunion des translatés par o(Iy) de l'inté-
rieur de D;. Elle est également fermée car toute suite de points de Xp qui converge
dans X est contenue a partir d’'un certain rang dans une boule de X de diamétre < r,
ou r > 0 désigne la distance de D a X \ D, donc dans un translaté par o(I'y) de Dy
(car o(I'y) est un groupe d’isométries). Par connexité de X, on a Xp = X, et donc

fo(X) = U fa(’Y'ID> = U 0-('7)'f0<,D> = Xp = X.

~v€lo ~v€lo

Ainsi, f, : X — X est bien surjective dans ce cas. Ceci termine la démonstration. [

Soient k un corps local et G ’ensemble des k-points d'un k-groupe algébrique
semi-simple connexe G. Sirang, (G) = 1, le lemme 3.4.2 s’applique aux déformations
des réseaux cocompacts sans torsion de GG en prenant pour X l'arbre de Bruhat-Tits
de G. Notons que pour k de caractéristique nulle, I’existence de telles déformations
non triviales est spécifique au rang un : si rang, (G) > 2, le théoréme de super-

rigidité de Margulis implique la rigidité locale des réseaux cocompacts irréductibles
de G (|[Ma3|, th. VIL.5.25.A).

3.4.3 Démonstration de la proposition 3.1.2

Soient X l'arbre de Bruhat-Tits de G et £ > 0 la longueur commune des arétes
de X. En s’inspirant de la démonstration du théoréme 2.1 de [Lub|, par exemple,
on construit facilement un réseau cocompact sans torsion I'y de G admettant un
domaine fondamental connexe D dans X qui contient dans son intérieur le point x
donné par (1.4.5) et tel que, en posant

F={v€T, v-DND#0},

la distance § de D au complémentaire de | ver D dans X soit supérieure a 2/.

Soit F' une partie de F telle que F soit I'union disjointe de {1}, de F' et de F'~". Le
groupe 'y est libre, librement engendré par F’, donc tout morphisme de I'y dans G
est entiérement déterminé par son image sur F'.
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Soient v, # 7o deux éléments de F'. Rappelons qu'un élément de G est dit
régulier si la composante neutre de son centralisateur dans G est un tore maximal
de G. L’ensemble des éléments réguliers de G est un ouvert de Zariski de G (|Bo2],
th. 12.3). Par conséquent, si 'on note V C Hom(I'y, G) le voisinage de l'inclusion
naturelle donné par le lemme 3.4.2, alors V - 7, contient un élément régulier 7.
Comme 0 > 2/, 'ensemble des éléments g € G tels que 0 < A(g) < p(g) < J est un
ouvert non vide de G ; il contient donc un élément régulier ;. Par un résultat de Tits
([Ti3], prop. 4.4), la réunion des sous-groupes stricts de G x G' qui contiennent (v, v{)
et qui sont Zariski-fermés et Zariski-connexes est incluse dans un fermé de Zariski
strict 7 de G x G. Comme précédemment, I'ouvert de Zariski (G x G) \ F contient
un élément régulier (74,74) tel que 75 € V -y et 0 < A7) < u(v4) < 6. Par
construction, le groupe engendré par (v, ;) et (74,74 ) est Zariski-dense dans G x G
et sa projection sur chacun des facteurs de G x GG est non bornée.

Soit o : 'y — G le morphisme de groupes défini par o(v;) = 7, pour ¢ € {1,2}
et o(y) = v pour v € F' ~ {7,72}. Par construction, on a ¢ € V. Pour tout
v € F' '~ {m,72}, choisissons un élément g, € G tel que u(g,) < 0. Soit p: 'y = G
le morphisme de groupes défini par p(v;) = 7/ pour i € {1,2} et p(y) = g, pour
v € F' '~ A{v1,72}- Le groupe

= {(e(7):p(7)), 7 € To}

est Zariski-dense dans G x GG et sa projection sur chacun des facteurs de G X G est
non bornée. Comme o € V, le morphisme o est injectif, le groupe o(I'y) est un réseau
cocompact sans torsion de G de domaine fondamental D dans X et ¢ est la distance
de D au complémentaire de |, o(7) D dans X. Par construction on a u(p(v)) <0
pour tout v € F’, donc le morphisme po o' : o(Iy) — G est admissible d’apreés le
lemme 3.4.1 et les égalités (1.4.5) et (1.4.8). Le théoréme 3.1.1 assure que le groupe I'
agit librement, proprement et cocompactement sur (G x G)/Ag, ce qui termine la
démonstration de la proposition 3.1.2.
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Chapitre 4

Déformation de quotients compacts
ultramétriques

4.1 Introduction

Soit k un corps local ultramétrique. Dans ce chapitre, nous nous intéressons en-
core une fois aux quotients compacts des espaces homogeénes de la forme (G x G)/Ag
ou G est 'ensemble des k-points d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de
k-rang un. Au chapitre 3 nous avons donné une description de ces quotients compacts.
De plus, en établissant I'existence de sous-groupes discrets Zariski-denses de G x G
agissant librement, proprement et cocompactement sur (G x G)/A¢, nous avons vu
qu’en déformant légérement dans G x GG un sous-groupe discret de type fini sans tor-
sion de la forme T'g x {1}, son action restait libre, propre et cocompacte (lemmes 3.4.1
et 3.4.2). Dans ce chapitre, nous généralisons ce résultat aux déformations de tous

les sous-groupes discrets de type fini sans torsion de G' x GG agissant proprement sur
(G X G) / Ag.

Théoréme 4.1.1. Soient k un corps local ultramétrique, G [’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et I' un sous-groupe
discret de type fini sans torsion de G x G agissant proprement sur (G x G)/Aq. 1
existe un voisinage U C Hom(I', G x G) de linclusion naturelle formé de morphismes
injectifs et tel que pour tout ¢ € U, le groupe ¢(I') soit discret dans G x G et agisse
proprement sur (G x G)/Ag.

On note ici Hom(I', G X G) 'ensemble des morphismes de groupes de I" dans Gx G,
muni de la topologie compacte-ouverte. Pour toute partie génératrice finie F' de T,
une suite (¢,) € Hom(T', G x G)N converge vers un élément p € Hom(T', G x G) si
et seulement si ¢, (7) = ¢(7y) pour tout v € F.

En utilisant la condition nécessaire et suffisante de cocompacité donnée par le
théoréme 3.3.1 et le fait qu’en déformant légérement un réseau cocompact sans torsion
de G on obtient encore un réseau cocompact sans torsion (lemme 3.4.2), on en déduit
le résultat suivant.
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Corollaire 4.1.2. Sous les hypothéses du théoreme 4.1.1, si I' agit proprement et
cocompactement sur (G x G)/Ag, il existe un voisinage U C Hom(I',G x G) de
[inclusion naturelle formé de morphismes injectifs et tel que pour tout p € U, le

groupe ¢(I') soit discret dans G x G et agisse proprement et cocompactement sur
(G X G)/AG

Rappelons qu’en caractéristique nulle, tout sous-groupe de type fini de G x G
est virtuellement sans torsion d’aprés le lemme de Selberg ([Sel|, lem. 8); I’hypo-
thése “‘sans torsion” dans le théoréme 4.1.1 et le corollaire 4.1.2 n’est donc pas trées
contraignante lorsque k est un corps p-adique.

Le corollaire 4.1.2 est un analogue ultramétrique d’un résultat connu pour SLy(R),
dont nous donnons une nouvelle démonstration au chapitre 5. Notons que pour
SLy(C), ou plus généralement pour un groupe réel semi-simple G de rang réel un
non localement isomorphe a SLy(R), le corollaire 4.1.2 n’est connu que dans le cas
trés particulier ot I' est contenu dans 1'un des deux facteurs de G x G. Ceci est
dia a Ghys (|Ghy|, lem. 2.1) pour G = SLy(C), a Kobayashi ([Ko5|, th. 2.4) pour
G réel semi-simple quelconque de rang réel un; c’est également une conséquence du
théoréeme 6.1.1 que nous démontrons au chapitre 6.

4.1.1 Stratégie de démonstration

Le théoréme 4.1.1 découle d'un résultat général sur les groupes d’isométries
d’arbres réels simpliciaux (proposition 4.2.1). Plus précisément, pour tout arbre réel
simplicial X et toute isométrie g € Isom(X), notons

Ag) = ;g)f( dz,g-x)>0 (4.1.1)
la longueur de translation de g, ou d désigne la distance de X. L’application
A : Isom(X) — R™ ainsi définie est continue pour la topologie compacte-ouverte. Par
exemple, si X est I'arbre de Bruhat-Tits de G = SLy(k), on a A(g) = |w(ay) —w(ay)]
pour tout g € G, ol a4 et a; désignent les deux valeurs propres de g et w une va-
luation (additive) fixée sur k. Pour tout arbre réel simplicial X et tout sous-groupe
discret sans torsion I'y de Isom(X), on a A(y) > 0 pour tout v € 'y \ {1}. Quitte
a remplacer X par le sous-arbre formé des axes de translation des éléments non tri-
viaux de Ty, on peut supposer que le quotient I'g\ X est compact. Dans la partie 4.2,
nous montrons que dans ce cas, pour tout arbre réel simplicial X’ et tout morphisme
de groupes p : I'y — Isom(X’), la borne supérieure des quotients A(p(7))/A(7),
ou 7y € I'g \ {1}, est égale a la plus petite constante de Lipschitz d’une application
f X = X' qui est p-équivariante, au sens ou

fly-z)=p(v) - f(x)

pour tout v € I'y et tout z € X. Nous montrons que cette borne supérieure est
atteinte sur une partie finie F' de I'g \ {1} indépendante de X’ et de p, ce qui
généralise un résultat non publié de T. White sur 'outre-espace, dont une preuve a
été donnée par Francaviglia et Martino [FM]. Nous en déduisons le résultat suivant.
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Théoréme 4.1.3. Soient k un corps local ultramétrique, G ’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et 'y un sous-groupe
discret de type fini sans torsion de G. Pour tout morphisme de groupes p: 'y — G,
notons Cﬁ > 0 la borne inférieure des réels C > 0 tels que [’ensemble

{u(p(7)) — Cu(v), v € To} C R soit majore.

1. 1l existe une partie finie F' de To~{1} telle que pour tout morphisme p : 'y — G
on ait

b g M) AR()
= weFoP{l} A7) veF  A(y)

ot X : G — RT désigne lapplication définie par (4.1.1) pour Uaction de G sur
son arbre de Bruhat-Tits.

2. Un morphisme p : To — G est admissible si et seulement st C% < 1.

Ainsi, le caractére admissible d’un morphisme p : I'y — G dépend d’un nombre
fini de conditions ouvertes, ce qui prouve que I’ensemble des morphismes admissibles
est ouvert dans Hom(I'y, G). Ceci implique le théoréme 4.1.1 grace a une propriété
des déformations des sous-groupes discrets de type fini sans torsion de G déja vue
au chapitre 3 (lemme 3.4.2).

Notons que la condition suffisante du point 2 est immédiate sachant que pu est
propre et I'g discret : le morphisme p est admissible dés que C!' < 1. Réciproquement,
si p est admissible on a l'inégalité large C' < 1. Toute la difficulté du point 2 tient
au fait que nous voulons obtenir une inégalité stricte.

4.1.2 Un résultat complémentaire

Une autre application du théoréme 4.1.3 est la suivante.

Corollaire 4.1.4. Soient k un corps local ultramétrique, G [’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique semi-simple connexe de k-rang un et I'g un réseau cocompact
sans torsion de G. Il n’existe pas de morphisme de groupes admissible p : I'g — G
qui soit injectif d’image discrete.

Le corollaire 4.1.4 est également valable pour k = R et G = SLy(R) comme consé-
quence de I'existence, due & Thurston [Thu|, d’une “distance asymétrique” sur I’espace
de Teichmiiller de T'o\H? (cf. chapitre 5). Pour démontrer le corollaire 4.1.4 pour un
corps local k ultramétrique, nous remplagons I'espace de Teichmiiller de T'o\H? par
I'outre-espace OS,, de rang n égal au rang du groupe libre 'y (cf. partie 4.4).

Voici le plan du chapitre. La partie 4.2 établit le résultat général sur les groupes
d’isométries d’arbres réels simpliciaux que nous avons évoqué ci-dessus (proposi-
tion 4.2.1). Nous en déduisons les théorémes 4.1.3 puis 4.1.1 dans la partie 4.3. Enfin,
dans la partie 4.4 nous décrivons le lien entre la proposition 4.2.1 et 'outre-espace
et démontrons le corollaire 4.1.4.
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4.2 Longueurs de translation et constantes de Lip-
schitz

Reprenons les notations du paragraphe 3.2. Le but de cette partie est de démon-
trer le résultat suivant.

Proposition 4.2.1. Soient X et X' deux arbres réels simpliciaux de valence > 2,
soit Ty un sous-groupe discret sans torsion de Isom(X) tel que le quotient To\ X soit
un graphe fini, et soit p : [y — Isom(X") un morphisme de groupes.

1. 1l existe une application p-équivariante et lipschitzienne de X dans X'.

2. La borne inférieure C, > 0 des constantes de Lipschitz de telles applications
est atteinte.

3. Fizons un point xy € X et soit F' le sous-ensemble fini de I'o ~ {1} formé des
éléments v tels que d(xq,7y - xo) < 4Lg, o Ly désigne la somme des longueurs
des arétes de [o\X. On a

- M) _ Ale()

= C,.
vero~f1}  A(7) veF A7) g

On dit ici que f: X — X' est p-équivariante si f(y-xz) = p(vy) - f(x) pour tout
v €Ty et tout x € X. On note d la distance sur X ou X'.

Remarquons que I’hypothése que I'y est un sous-groupe discret sans torsion
de Isom(X) tel que I'g\ X soit un graphe fini est équivalente a I’hypothése que I'g est
un groupe libre de type fini agissant sur X librement, minimalement, par isométries
(cf. paragraphe 3.2.3).

Notons que pour tout élément v € T'g ~ {1}, tout point x € X sur 'axe de
translation A, et toute application p-équivariante et C-lipschitzienne f : X — X',
on a

Ap(y)) < d(f(z),p(7) - f(x)) = d(f(x), f(y-x)) < Cd(z,y-x) = CA(y).
L’inégalité
s Ap())

<C (4.2.1)
veTof1} A7) g

en résulte immédiatement. Le point 3 de la proposition 4.2.1 affirme que cette inéga-
lité est une égalité et que la borne supérieure dans le terme de gauche est atteinte
sur un sous-ensemble fini F' indépendant de p.

Dans le cas particulier ou p est injectif d'image discréte et cocompacte, ce résultat
est équivalent a un résultat de T. White obtenu en étudiant une certaine “distance
asymétrique” sur 'outre-espace ([FM], prop. 3.15) : nous renvoyons a la partie 4.4
pour plus de détails. Nous nous inspirons de la preuve de White, qui nous a été
aimablement communiquée par Mladen Bestvina.
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4.2.1 Applications équivariantes affines par morceaux

Pour démontrer la proposition 4.2.1, il nous suffira de considérer des applications
p-équivariantes f : X — X' qui sont affines par morceauz, au sens ou pour toute
aréte e de X il existe une constante C, > 0 telle que

d(f(xl),f(:tg)) = Ced(xy,22) (4.2.2)
pour tous x1, x5 € €.

Remarque 4.2.2. Une application f : X — X' affine par morceauz est entiérement
déterminée par les images par f des sommets de X.

Le point 1 de la proposition 4.2.1 est facile.

Démonstration du point 1 de la proposition 4.2.1. Montrons qu’il existe une
application p-équivariante et affine par morceaux de X dans X’. Comme o\ X est
un graphe fini, il existe un systéme fini S de représentants de I’ensemble des sommets
de X modulo I'action de I'y. Pour tout s € S, choisissons un point 2, € X’. D’aprés
la remarque 4.2.2, il existe une unique application affine par morceaux f : X — X’
telle que f(v-s) = p(v) - o, pour tout v € I’y et tout s € S. Cette application est
p-équivariante.

D’autre part, toute application p-équivariante et affine par morceaux f : X — X'
est lipschitzienne. En effet, comme I'g\ X est un graphe fini, il existe un systéme fini £
de représentants de ’ensemble des arétes de X modulo 'action de I'y. L’application
f est lipschitzienne de constante max.cg Ce, ou C, est donnée par (4.2.2). ]

4.2.2 Une constante de Lipschitz minimale

Dans le cas particulier ot p est injectif d’image discréte et cocompacte, le quo-
tient p(I'p)\ X’ est un graphe fini. Toute application p-équivariante et lipschitzienne
de X dans X' induit une application lipschitzienne de T'o\ X dans p(T'g)\ X', et ré-
ciproquement toute application lipschitzienne de I'g\ X dans p(I'g)\ X’ se reléve en
une application p-équivariante et lipschitzienne de X dans X' ; les constantes de Lip-
schitz sont préservées. Le point 2 de la proposition 4.2.1 est alors une conséquence
immeédiate du théoréme d’Ascoli.

Le cas général est plus compliqué : un argument supplémentaire est nécessaire
pour montrer que 1’on peut se ramener a des applications & valeurs dans un compact
de X’ et appliquer le théoréme d’Ascoli. Nous allons distinguer plusieurs cas selon le
nombre de points fixes du groupe p(I'y) dans 9X’. Commengons par un lemme.

Lemme 4.2.3. Soient X' un arbre réel simplicial, g1, ..., g, € Isom(X") des isomé-
tries sans point fize commun dans X' et R' > 0 un réel. Posons

C={a'"eX' d@,g- 2')<R Vi}.
~ Si les g; n’admettent pas de point fize commun dans 0X', alors C est compact.
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— Si les g; admettent un unique point fire commun & dans 0X', il existe un entier
1 <ip < n tel que g;, soit hyperbolique ainsi qu’une sous-demi-droite géodé-
sique D de laze de translation Ay, , d’extrémité &', telle que d(2', D) < R'/2
pour tout ' € C.

— Si les g; admettent deux points fizes communs dans 0X', il existe un entier
1 < ig < n tel que g;, soit hyperbolique et l'on a d(z', A, ) < R'/2 pour
tout ' € C.

Démonstration. Pour tout 4, si g; est hyperbolique, notons X! I’axe de translation
de g; dans X'. Si g; est elliptique, notons X/ I’ensemble des points fixes de g; dans X';
c’est un sous-arbre de X' et les points fixes de g; dans 0X’ sont exactement les
extrémités a l'infini des demi-droites géodésiques incluses dans X!. D’apreés (3.2.2)
et (3.2.3), on a d(2', X!) < R'/2 pour tout 2’ € C et tout 1 <i < n.

Supposons que les g; n’admettent pas de point fixe commun dans 90X’ et qu’ils
soient tous elliptiques. Alors l'intersection des X est vide car les g; n’admettent pas
de point fixe commun dans X’ par hypothése. Comme X’ est un arbre, il existe
deux entiers iy et iy tels que X] N X; = (). Pour tout 2’ € C, nous avons vu que
d(z', X!) < R'/2 pour tout i. On en déduit facilement que d(z’,z”) < R'/2 pour
tout 2’ € C, out 2" désigne le projeté de X sur X . Ainsi, le fermé C est borné, donc
compact.

Supposons que les g; n’admettent pas de point fixe commun dans 90X’ et qu’il
existe un entier 1 < iy < n tel que g;, soit hyperbolique. Alors l'intersection des X/
est un sous-ensemble convexe fermé de la droite géodésique X; . Il ne contient pas
de demi-droite géodésique par hypothése, donc c’est un segment géodésique I, dé-
fini comme l'intersection de deux sous-demi-droites géodésiques Dy et Dy de X{O.
Comme X' est un arbre, il existe deux entiers i; et iy tels que X; N X{ C Dy
et X; N X, C D,y. Pour tout 2’ € C, nous avons vu que d(z’, Xj) < R'/2 pour
tout 4. Si 'on avait d(2',D;) > R'/2, le projeté de 2’ sur X; serait I'extrémiteé
dans X’ de la demi-droite D; et I'on aurait d(z', X] ) = d(2',D;) > R'/2, d'ou
une contradiction. Par conséquent, on a d(z’, D;) < R'/2 pour tout ' € C, et de
méme d(z’, Dy) < R'/2 pour tout 2’ € C. Comme X' est un arbre, on en déduit
d(«’,I) < R'/2 pour tout 2’ € C. Ainsi, le fermé C est borné, donc compact.

Supposons que les g; admettent un unique point fixe commun & dans 0X’. Si
tous les g; étaient elliptiques, il existerait une demi-droite géodésique d’extrémité &’
fixée (point par point) par tous les g;, ce qui contredirait le fait que les g; n’ont
pas de point fixe commun dans X’. Par conséquent, il existe un entier 1 < i5 < n
tel que g;, soit hyperbolique. L’intersection des X est un sous-ensemble convexe
de la droite géodésique X; ; comme les g; admettent &' comme unique point fixe
commun dans X', cette intersection est une sous-demi-droite géodésique D de X,
d’extrémité . Considérons un entier 1 < i; < n tel que X; N X = D. Pour tout
x’ € C, nous avons vu que d(z’, X]) < R'/2 pour tout ¢. Si 'on avait d(z’, D) > R'/2,
le projeté de 2’ sur X serait I'extrémité dans X’ de la demi-droite D et I'on aurait
d(2', X ) = d(2',D) > R'/2, d’'ot une contradiction. Ainsi, on a d(z',D) < R'/2
pour tout ' € C.
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Supposons que les g; admettent deux points fixes communs dans 0X’. Par le méme
argument que ci-dessus, il existe un entier 1 < iy < n tel que g;, soit hyperbolique.
D’aprés ce qui préceéde, on a d(2', X ) < R'/2 pour tout 2’ € C. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le point 2 de la proposi-
tion 4.2.1.

Démonstration du point 2 de la proposition 4.2.1. Si le groupe p(I'y) admet
un point fixe 2’ dans X', alors l'application constante f : X — X’ d'image {2’} est
p-équivariante, de constante de Lipschitz nulle donc minimale. Dans tout le reste de
la démonstration, nous supposerons donc p(Lo) sans point fize dans X'. Soit D un
domaine fondamental connexe pour 'action de I'y sur X. L’ensemble

F={y€ely, v-DND#0}

est un systéme générateur fini de I'y. Comme X est un arbre, pour tout v € F ~ {1}
il existe un unique couple (z,,y,) de points de D tels que v -z, = y,. Fixons un
réel C' > C,. La restriction de X a D induit une bijection entre I’ensemble S des
applications p-équivariantes et C-lipschitziennes f : X — X’ et I'ensemble Sp des
applications C-lipschitziennes f’' : D — X' telles que f'(y,) = p(7v) - f'(z,) pour tout
v € F ~ {1}. Cette bijection préserve les constantes de Lipschitz. Notons que Sp
est fermé dans ’ensemble des applications continues de D dans X’ et uniformément
équicontinu pour la topologie de la convergence uniforme. Pour pouvoir appliquer
le théoréeme d’Ascoli, nous allons nous ramener a un sous-ensemble de Sp formé
d’applications a valeurs dans un compact fixé de X', en distinguant plusieurs cas
selon le nombre de points fixes de p(I'g) dans 0X’. Commengons par remarquer que
si 'on pose
R = max{d(q:,fy-:c), xeD, e ]:} > 0,

alors pour tout f’ € Sp l'image f'(D) est incluse dans le fermé
C={a"e X', d(,p(y)-2") <CR VvyeF}.

Si p(I'y) n’a pas de point fixe dans 90X’ alors C est compact d’aprés le lemme 4.2.3.
On peut donc appliquer directement le théoréme d’Ascoli, qui affirme que l'en-
semble Sp est compact pour la topologie de la convergence uniforme. On en déduit
lexistence d’un élément ' € Sp, et donc d'un élément f € S, de constante de
Lipschitz C, minimale.

Supposons que p(I'y) admette un unique point fixe & dans 9X’. D’apres le
lemme 4.2.3, il existe une isométrie hyperbolique g € p(F) et une sous-demi-droite
géodésique D de 'axe de translation A,, d’extrémité £, telle que d(f'(z), D) < CR/2
pour tout f’ € Sp et tout € D. Quitte a remplacer g par ¢!, on peut supposer que
¢’ est le point fixe répulsif de g dans 0X'. Soit (f])nen une suite d’éléments de Sp
dont la constante de Lipschitz tend vers C,. Si I’on note z{, 'extrémité de D dans X”,
alors pour tout n € N il existe un entier m,, € N tel que g™ - f/ (D) soit inclus dans
le compact
e

C = {q:’eX’, d(z',z5) < Mg) + 5
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Pour tout v € T, la suite (¢""p(7)g~ ™" )nen est bornée : en effet, comme p(v)
fixe & € 0X' par hypothése, il existe une demi-droite D, incluse dans D telle
que p(y)-D,, C D ;pour tout 2’ € D,ona g™ p(y)g~ " -a" = p(y)-2' pour tout n € N,
donc (g™ p(7)g~ ™" )nen est bornée par définition de la topologie sur Isom(X’) (cf.
partie 3.2). Quitte & extraire une sous-suite, on peut donc supposer que pour tout
v € F la suite (¢"™ p(7)g~ ™" )nen converge. En particulier, il existe un entier N € N
tel que pour tout n > N et tout v € F, les isométries g"p(y)g~ " et gV p(~y)g~™~
coincident sur le compact C'. Pour tout n > N et tout v € F \ {1} on a alors

(g™ ) () = g™ ™ p(y) - fo ()
= g™ (g™ p(V)g™) - (g7 - frlxy)
= g™ (g™ p(M)g™) - (g7 - ()
= p(y) - (g7 ) ().

Comme de plus g est une isométrie de X', I'application g~~~ . f/ a méme constante
de Lipschitz que f/; elle appartient donc & Sp pour tout n > N. L’image de
g™y - f! étant incluse dans le compact g7~ - C’, on peut appliquer le théo-
réme d’Ascoli, qui affirme que la suite (g™~ - f/)nen est d’adhérence compacte
dans le fermé Sp pour la topologie de la convergence uniforme. En particulier, cette
suite admet une sous-suite qui converge vers un certain f’ € Sp. Comme la constante
de Lipschitz de f, tend vers C,, celle de ¢g™»~™~ . f! aussi, et f’ est de constante de
Lipschitz C, minimale.

Le cas ou p(I'y) admet deux points fixes & et &, dans 0X’ se traite de maniére
analogue. Plus précisément, d’aprés le lemme 4.2.3, il existe une isométrie hyperbo-
lique g € p(F) telle que d(f'(x), Ay) < CR/2 pour tout f' € Sp et tout « € D.
Soit (f),)nen une suite d’éléments de Sp dont la constante de Lipschitz tend vers C,,.
Si xf, désigne un point quelconque fixé de A,, alors pour tout n € N il existe un
entier m,, € Z tel que ¢ - f! (D) soit inclus dans le compact

cry

C' = {x/ e X', d(',zp) < Mg) + 5

Pour tout v € Iy, la suite (¢""p(7)g ™" )nen est bornée : en effet, la droite A,
est (globalement) stable par p(vy) car p(7) fixe ses extrémités &, &, € 0X’ par hy-
pothése; pour tout 2’ € A, on a g™ p(y)g~™ - 2’ = p(y) - 2’ pour tout n € N,
donc (g™ p(7)g~™ )nen est bornée par définition de la topologie sur Isom(X') (cf.
partie 3.2). On conclut comme dans le cas ou p(I'g) n'admet qu'un seul point fixe
dans 0.X'. O

Remarque 4.2.4. La constante de Lipschitz minimale C, est atteinte par une ap-
plication affine par morceauz.

En effet, si f : X — X’ est une application p-équivariante et C,-lipschitzienne,
alors I'application affine par morceaux f, : X — X’ telle que f,(s) = f(s) pour
tout sommet s de X (donnée par la remarque 4.2.2) est encore p-équivariante et
C,-lipschitzienne.
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4.2.3 Arétes f-maximales

Fixons désormais deux arbres réels simpliciaux X et X’ de valence > 2, un sous-
groupe discret sans torsion I'g de Isom(X) tel que le quotient I'y\ X soit un graphe
fini, et un morphisme de groupes p : I'y — Isom(X’). Soit C, > 0 la constante
de Lipschitz minimale donnée par le point 2 de la proposition 4.2.1. Fixons une
application p-équivariante, affine par morceaux et C)-lipschitzienne f: X — X'.

Nous dirons qu'une aréte e de X est f-maximale si la restriction de f a e est
affine de constante C,. Comme f est p-équivariante et comme I'y et p(I'g) sont des
groupes d’isométries, une aréte e de X est f-maximale si et seulement si I’aréte v - e
est f-maximale pour tout v € I'y. En particulier, la notion d’aréte f-maximale passe
au quotient I'g\ X.

Pour toutes arétes e; et e; de X incidentes en un sommet s, notons e; ~y ey
si f(e1) N f(e2) est d'intérieur non vide dans X’. Ceci définit une relation d’équi-
valence ~¢ sur l’ensemble des arétes de X d’extrémité s. Comme précédemment,
cette relation induit une relation d’équivalence ~ sur 'ensemble des arétes de I'g\ X
incidentes en 5, ou 5 désigne I'image de s dans I'g\ X.

Pour démontrer le point 3 de la proposition 4.2.1, nous aimerions prouver ’exis-
tence d'un élément v € F' tel que f soit affine de constante C, sur I'axe de transla-
tion A,. Pour cela, nous verrons qu'il suffit de prouver 'existence d'un lacet de I'y\ X
passant au plus deux fois par chaque sommet de I'y\ X, entiérement formé d’arétes
f-maximales et dont deux arétes consécutives appartiennent toujours a des classes
d’équivalence différentes pour la relation ~¢. L’existence d’un tel lacet sera assurée
si f vérifie une certaine condition de minimalité : il suffira que le nombre d’arétes
f-maximales dans le graphe fini g\ X soit minimal (au sens ou pour toute applica-
tion p-équivariante, affine par morceaux et C,-lipschitzienne g : X — X', le nombre
d’arétes g-maximales de I'g\ X est supérieur au nombre d’arétes f-maximales). Avant
de démontrer I'existence d’un tel lacet (lemme 4.2.6), commengons par établir qu'une
condition nécessaire est vérifiée.

Lemme 4.2.5. Supposons que le nombre d’arétes f-mazximales de T'o\ X est minimal.
En tout sommet de X qui est extrémité d’une aréte f-mazimale, il existe au moins
deuz classes d’équivalence d’arétes f-mazimales pour la relation ~y.

Démonstration. Soit sy un sommet de X. Supposons par ’absurde que toutes
les arétes f-maximales d’extrémité s, appartiennent a la méme classe d’équivalence
pour la relation ~ : cela signifie qu’il existe un segment géodésique I d’intérieur
non vide dans X', d’extrémité f(sg), qui est contenu dans I'image f(e) de toute aréte
f-maximale e d’extrémité sqo. D’aprés la remarque 4.2.2, pour tout 2’ € I il existe une
unique application affine par morceaux f, : X — X’ telle que f/(v-s0) = p(7y) - 2’
pour tout v € I'g et f,/(s) = f(s) pour tout sommet s ¢ [y-sq; elle est p-équivariante.
Montrons que pour &’ € I ~ {f(so)} suffisamment proche de f(sq), 'application f,/
est C,-lipschitzienne et I'ensemble des arétes f,-maximales est strictement inclus
dans I’ensemble des arétes f-maximales, ce qui contredira la minimalité de C, et du
nombre d’arétes f-maximales de T'p\ X.
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Si e est une aréte de X dont les extrémités n’appartiennent pas a l'orbite I'g - sq,
alors la restriction de f,/ a e est égale a la restriction de f a e. En particulier, e est
fw-maximale si et seulement si elle est f-maximale.

Soit e une aréte de X d’extrémités sy et s ¢ Iy - so. La restriction de f (resp.
de f,/) & e est affine de constante

d(f(s0), f(5)) d(@', f(s))
d(s0, ) (reSp' d(s0, ) )

Si e n’est pas f-maximale, alors e n’est pas f,-maximale pour 2’ suffisamment proche
de f(so), par continuité de 'application o’ — d(2’, f(s)). Si e est f-maximale, alors
pour 2’ € I~{f(s0)} onad(z’, f(s)) < d(f(so), f(s)) donc e n’est pas f,-maximale.

Soit e une aréte de X d’extrémités so et v - 5o, ot v € 'y \ {1}. La restriction
de f (resp. de f,/) a e est affine de constante

d(f(s0), p(7) - f(s0))
d(s0,7 - So)

d(@’, p(v) - x’))'

<resp. d(807 v So)

Si e n’est pas f-maximale, alors e n’est pas f,,-maximale pour z’ suffisamment proche
de f(so), par continuité de I'application x’ — d(2’, p(7y) - 2'). Supposons que e est
f-maximale et montrons que e n’est pas f,-maximale pour ' € IN{f(so)}. Comme e
est f-maximale, v~ -e I'est aussi, donc l'intersection f(y~'-e)N f(e) contient I. Or,

fOte)nfle) = [p(y) ™" f(s0). f(so)] N [f(s0). p(7) - f(50)]

est le plus court chemin entre f(so) et X)), ou X/, désigne soit I'axe de trans-

)’
lation, soit I’ensemble des points fixes de p(y) dans X', selon que p(7) est hyper-
bolique ou elliptique (cf. paragraphe 3.2.1). Pour tout ' € I ~ {f(so)} on a donc

d(@', X)) < d(f(s0), X},)- D’aprés (3.2.2) et (3.2.3), ceci implique

d@',p(vy)-2') = Mp(y)) +2d(2", X))
< Mp(y)) +2d(f(so0), Xp(v))
= d(f(s0),p(7) - f(s0))-

Ainsi, e n’est pas fy-maximale, ce qui termine la démonstration du lemme 4.2.5. [J

4.2.4 Un lacet d’étirement maximal

Démontrons a présent, sous ’hypothése de minimalité précédente, I’existence d’un
élément v € '\ {1} tel que f soit affine de constante C, sur I'axe de translation A,
et tel que le lacet image de A, dans I'g\ X passe au plus deux fois par chaque sommet.

Lemme 4.2.6. Supposons que le nombre d’arétes f-mazimales de g\ X est minimal.
Il eziste un élément v € T'o {1} dont I'image dans I'o\X de 'aze de translation A,
est un lacet passant au plus deux fois par chaque sommet de I'g\X, dont toutes les
arétes sont f-mazimales et dont deuxr arétes consécutives appartiennent toujours a
des classes d’équivalence différentes pour la relation ~ .
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§n2+1 §n2 —1

FIGURE 4 — [llustration du lemme 4.2.6, dans I'o\ X

Démonstration. Notons £, I’ensemble des lacets de I'g\ X dont toutes les arétes
sont f-maximales et dont deux arétes consécutives appartiennent toujours a des
classes d’équivalence différentes pour la relation ~. Pour toute aréte e (resp. pour
tout sommet s) de X, notons € (resp. §) son image dans I'g\ X.

Commencons par montrer que L£; admet un élément non trivial. Soit ey une
aréte f-maximale de X, d’extrémités sy et s;. Le lemme 4.2.5 permet de construire
par récurrence une suite (s,)neny de sommets de X telle que pour tout n € N, les
sommets s, et s,y1 soient les deux extrémités d’'une méme aréte f-maximale e, et
les arétes e, et e,,; appartiennent a des classes d’équivalence différentes pour la
relation ~¢. Comme I'g\ X est un graphe fini, il existe trois entiers ny < ny < ng tels
que les sommets s,,, S,, et s,, appartiennent & la méme orbite de I'y. La figure 4
illustre la situation. Si €,, % €,,—1, I'union pour n; < i < ny — 1 des arétes ¢;
appartient & L. Si €y, % €p,—1, 'union pour ny < i < ng—1 des arétes e; appartient
a Ly Si€, ~jf €ny_1 €t €y, ~f Cpy_1, alOrs €, %y €, -1 Car €y,_1 %5 €y, ; dans ce
cas I'union pour n; <1 < ns — 1 des arétes €; appartient a L.

Considérons un lacet C € L qui est de longueur minimale parmi les éléments
de L; (un tel lacet existe car I'ensemble des longueurs possibles de lacets de I'g\ X
est discret), et montrons que C passe au plus deux fois par chaque sommet de I'g\ X.
Soit 5 un sommet de I'o\ X par lequel passe C. Relevons C en un segment géo-
désique I de X, de méme longueur que C, dont les extrémités ont pour image s
dans I'o\ X. Notons e, ..., ey les arétes de [ et s, ..., sy41 ses sommets, numérotés
de telle sorte que 'aréte e; soit adjacente aux sommets s; et s;;1 pour tout ¢. Soient
0=mny <...<n, <nyp1 =N +1les indices 7 tels que 5; = 5. Si r > 2, le raison-
nement ci-dessus montre que soit 'union pour ny < i < ny — 1 des €;, soit I'union
pour ny <7 < ng— 1 des €;, soit 'union pour n; <@ < ng—1 des €; appartient a Ly.
Le lacet C étant de longueur minimale parmi les éléments de L, on en déduit que
r < 2, ce qui signifie que C passe au plus deux fois par s.

Enfin, remarquons que tout lacet non trivial C € Ly est I'image dans I'g\ X de
'axe de translation A, d’un certain élément v € I'g\ {1}. En effet, on peut relever C
en un segment géodésique [ de X dont les extrémités sont deux sommets s et v - s,
oy € I'g . {1}. Notons e (resp. ') aréte de I adjacente a s (resp. & v - §); comme
C €Ly, onay ! e ose Le projeté de s sur A, appartient & la fois au segment
géodésique [s,77! - s] et au segment géodésique [s,7 - s]. Comme 7! - ¢’ ts e, on a
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se A, doul =Is,v-s] CA,. Ceci achéve la démonstration du lemme 4.2.6. O

Remarque 4.2.7. Pour v € I'o~ {1}, Uapplication f est affine de constante C, sur
Uaze de translation A, si et seulement si le lacet image de A, dans o\ X est entiére-
ment formé d’arétes f-mazimales et deux arétes successives de ce lacet appartiennent
toujours a des classes d’équivalence différentes pour la relation ~y.

En effet, il suffit de voir que pour tous points z1,x,,x3 € X alignés dans cet
ordre, si f est affine de constante C, sur chacun des segments géodésiques [z, z5]
et [xg, 3] et si f([z1,22]) N f([x2, x3]) = {f(2z2)}, alors f est affine de constante C,
sur le segment géodésique [xq,x3]. Ceci résulte du fait que pour tout = € [z, x5
et tout o’ € [x9,x3], le triangle géodésique de sommets f(z), f(x2), f(2') est un
tripode, c’est-a-dire I'union de trois segments géodésiques d’extrémité commune.
La condition f([x1,z2]) N f([x2,2z3]) = {f(x2)} implique donc d(f(z), f(z')) =
d(f(x), f(z2)) + d(f(z2), f(2')). En particulier, si f est affine de constante C, sur
(21, z2] et sur [z, 3], alors d(f(x), f(2)) = C,d(z,2").

Le point 3 de la proposition 4.2.1 est une conséquence facile du lemme 4.2.6 et
de la remarque 4.2.7.

Démonstration du point 3 de la proposition 4.2.1. Fixons un domaine fonda-
mental connexe D de X pour 'action de I'y, contenant xy. Notons que le diamétre
de D est inférieur a Lg. Soit f : X — X’ une application p-équivariante, affine par
morceaux et C,-lipschitzienne telle que le nombre d’arétes f-maximales de I'o\ X soit
minimal. D’aprés le lemme 4.2.6 et la remarque 4.2.7, il existe un élément v € I'p~ {1}
tel que f soit affine de constante C, sur 'axe de translation .4, et tel que le lacet
image de A, dans I'g\ X passe au plus deux fois par chaque sommet. Quitte a rempla-
cer 7y par un conjugué dans I'y, on peut supposer que A, rencontre D ; d’apreés (3.2.2)
on a alors

d(an v {L'[)) = )\(7) + Qd(xm Ay) S 4L07
c’est-a-dire v € F. Montrons que

Ap(7))
A7)

ce qui suffira, d’aprés (4.2.1), a établir le point 3 de la proposition 4.2.1. Notons X’ ()
I'axe de translation ou I’ensemble des points fixes de p(y) dans X', selon que p(v)
est hyperbolique ou elliptique. Soit s un sommet de A,. Le projeté de f(s) sur X ()

=G,

appartient a la fois au segment géodésique [f(s), p(7)~! - f(s)] = [f(s), f(v7! - 5)]
et au segment géodeésique [f(s),p(7) - f(s)] = [f(s), f(7 - s)]. Comme deux arétes
consécutives de A, appartiennent toujours a des classes d’équivalence différentes pour
la relation ~, on en déduit f(s) € X ,. En particulier, d(f(s), p(7)-f(s)) = A(p(7))-

Ainsi,
Ap() _ d(f(s).p(v) - f(s) _ d(f(s). f(v-3)) _
A() d(s, - s) d(s, - 5) ”
ce qui termine la démonstration. O
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4.3 Deéformation de quotients compacts

Dans cette partie, nous déduisons le théoréme 4.1.1, le corollaire 4.1.2 et le théo-
réme 4.1.3 de la proposition 4.2.1 et d’une propriété des déformations de sous-groupes
discrets de type fini sans torsion de G (lemme 3.4.2).

4.3.1 Démonstration du théoréme 4.1.3

Soient X et X’ deux arbres réels simpliciaux de valence > 2 et 'y un sous-
groupe discret de Isom(X). Fixons des points 2y € X et x; € X’. Nous dirons qu’'un
morphisme de groupes p : I'y — Isom(X’) est admissible si pour tout R > 0 on a
d(xy, p(7) - xp) < d(xo,7 - x9) — R pour presque tout v € I'y. Cette condition ne
dépend pas du choix de xg et xj,.

La proposition 4.2.1 implique le résultat suivant, dont le théoréme 4.1.3 est un
cas particulier.

Théoréme 4.3.1. Soient X et X' deux arbres réels simpliciaux de valence > 2, soit
Lo un sous-groupe discret de type fini sans torsion de Isom(X) et soit Xr, le sous-
arbre I'y-minimal de X. Fizons des points xy € Xr, et xy € X'. Pour tout morphisme
de groupes p : Ty — Isom(X"), notons C' > 0 la borne inférieure des réels C' > 0
tels que U'ensemble {d(z, p(7y) - xf) — Cd(xo,v - x0), 7 € ['o} C R soit magjoré.

1. Soit F le sous-ensemble fini de T'g ~ {1} formé des éléments ~y tels que
d(xo, v o) < 4Lg, ot Ly désigne la somme des longueurs des arétes du graphe
fini To\Xr,. Pour tout morphisme p: I'o — Isom(X’) on a

P /) R (V2 ))
N T R~ A TE I

2. Un morphisme p : Ty — Isom(X') est admissible si et seulement si Cl < 1.

Rappelons que le sous-arbre I'p-minimal Xp, de X est I'union des axes de trans-
lation des éléments non triviaux de I'y. Il est stable par Iy, et ’action de I'y sur X,
est libre, propre et cocompacte (cf. paragraphe 3.2.3).

Démonstration. Soit p : Iy — Isom(X’) un morphisme de groupes. Commengons
par remarquer que pour tout v € I'y \ {1} on a

En effet, c’est évident si p(7y) est elliptique, et si p(7) est hyperbolique cela résulte
du fait que la suite

d(xo,y" - SB0)> (4.3.1)



est constante d’aprés (3.2.1) et (3.2.2). D’aprés la proposition 4.2.1, il existe une
application p-équivariante f : Xp, — X' qui est lipschitzienne de constante C,
minimale. Pour tout v € I'y on a

d(xg, p(v) - 7)< d(x, f(20)) +d(f(z0), p(7) - f(zo)) +d(p(7) - f(x0), p(7) - x5)
- d(f([)?o), f(’y : Io)) + Qd(ZL‘B, f(CL’o)
< C,d(zo,v - m9) + 2d(zy, f(20)),

donc C;f < C,. Ainsi, on a

Ap(7))
sup < COF <0,
yelp~{1} )‘(’7) P g

D’aprés la proposition 4.2.1, il existe un élément +' € F tel que

M) _ g M) cr = C, (4.3.2)

)\(7,) ~vyelp~{1} A(V)

ce qui prouve le point 1 du théoréme 4.3.1. Comme l'application p est propre et
le groupe I'y discret dans Isom(X), si % < 1 alors p est admissible, et si p est
admissible alors C' < 1. D’aprés (4.3.2), si C% = 1 alors A(p(y')) = A(Y'); comme
la suite donnée par (4.3.1) pour v = 7/ est constante, le morphisme p n’est pas
admissible. Ceci achéve la démonstration du point 2 du théoréme 4.3.1. O

Le théoréme 4.1.3 s’obtient a partir du théoréme 4.3.1 en prenant pour X et X’
I'arbre de Bruhat-Tits de G et en utilisant (1.4.5).

4.3.2 Démonstration du théoréme 4.1.1

Le théoréme 4.1.1 est une conséquence facile du théoréme 2.1.2; du théoréme 4.3.1
et du lemme 3.4.2. Précisons ce point.

Démonstration du théoréme 4.1.1. Soit I' un sous-groupe discret de type fini
sans torsion de G x G agissant proprement sur (G xG)/Aq. D’aprés le théoréme 2.1.2,
il existe un sous-groupe discret de type fini sans torsion I'y de G et un morphisme
admissible p : T'g — G tels que

P =T%={(7,p(7), 7 €To},

a la permutation prés des deux facteurs de G' x GG. Soient X l'arbre de Bruhat-Tits
de G et Xp, le sous-arbre I'p-minimal de X. Le groupe G admet une décomposition
de Cartan G = KZTK telle que K soit le stabilisateur d’un sommet zo de Xp, ;
notons i : G — R* la projection de Cartan correspondante. Soient L la somme des
longueurs des arétes du graphe fini I'o\ X1, et F' le sous-ensemble fini de 'y ~ {1}
formé des éléments v tels que p(y) < 4Lp. Choisissons un domaine fondamental
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connexe D de X, pour 'action de I'y, contenant z, : on peut prendre par exemple
le domaine de Dirichlet

D={z € Xr,, d(z,x0) <d(z,v-z9) Vv€ETo}.

Soient ¥V C Hom(I'y, G) le voisinage de 'inclusion naturelle donné par le lemme 3.4.2
et W C Hom(I'y, G) le voisinage du morphisme constant défini par

W = {7 € Hom(T,,G), A7(7)) <A(y) Vvye€F}.

On a p € W par le théoréme 4.1.3, donc V x W C Hom(I',G x G) est un voisinage
de 'inclusion naturelle de I dans G x G. Soit ¢ = (0,7) € V x W. Le groupe

p(T) = {(e(7),7(7), v € To}

est un graphe par injectivité de o, et o(I'g) est un sous-groupe discret de type fini
sans torsion de G'; notons X,y le sous-arbre o(I'y)-minimal de X. Par définition
de V et de W, la somme des longueurs des arétes du graphe fini o(I'g)\ X, est Lo,
I'ensemble F' est formé des éléments v € Ty \ {1} tels que u(o(y)) < 4Ly, et I'on
a AN7(7)) < Ao(y)) pour tout v € F. D’aprés le théoréme 4.1.3, le morphisme
Too ' :0o(ly) — G est admissible. D’aprés le théoreme 2.1.2, le groupe ¢(T') agit
proprement sur (G x G)/Ag. O

Quant au corollaire 4.1.2, ¢’est une conséquence immeédiate du théoreme 4.1.1, de
la condition nécessaire et suffisante d’admissibilité donnée par le théoréme 3.3.1, et
du fait que pour tout réseau cocompact sans torsion I'y de GG et pour tout morphisme
o : Ty — G suffisamment proche de I'inclusion naturelle de I'y dans G, le groupe o (I'y)
est un réseau cocompact sans torsion de G (lemme 3.4.2).

4.4 Lien avec 'outre-espace

Dans le cas particulier ot p est injectif d’'image discréte et cocompacte, la pro-
position 4.2.1 implique l'existence et I’équivalence entre deux définitions différentes
d’une méme “distance asymétrique” sur I'outre-espace, comme nous le précisons dans
cette partie.

Cette distance asymétrique sur 'outre-espace est un analogue de la distance asy-
métrique de Thurston sur l'espace de Teichmiiller, introduite et étudiée en détail
dans [Thu] : les classes d’équivalence de structures hyperboliques complétes sur une
surface compacte S de caractéristique d’Euler y(S) < 0 sont remplacées par des
classes d’équivalence de graphes métriques finis munis d’'un marquage par un groupe
libre de type fini fixé (cf. paragraphe 4.4.4).

Sur l'outre-espace, cette distance asymétrique a d’abord été étudiée par T. White
dans un texte non publié, puis récemment par Francaviglia et Martino [FM]| qui se
sont intéressés a une symétrisation de cette distance et a la géométrie correspondante
sur 'outre-espace.
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4.4.1 Rappels

Soient n > 2 un entier et R,, un bouquet de n cercles d’intersection {c} ; le groupe
fondamental 7 (R, c) est un groupe libre & n générateurs que nous noterons F,.
Appelons graphe normalisé marqué de rang n tout couple (Y, ¢) ot Y est un graphe
métrique connexe fini de valence > 2 dont la somme des longueurs des arétes vaut
un, et o ¢ : R, — Y est une équivalence d’homotopie. L’équivalence d’homotopie ¢
induit un isomorphisme de groupes

0y F, — (Y, gp(c)).

Pour tous graphes normalisés (Y, ¢) et (Y, ¢’) marqués de rang n, nous dirons qu’une
application continue f : Y — Y’ respecte les marquages ¢ et @' si f o est homotope
a ¢'. Notons (Y, ) ~ (Y, ¢') sl existe une isométrie bijective i : Y — Y’ respectant
les marquages ¢ et ¢’. Ceci définit une relation d’équivalence ~ sur I’ensemble des
graphes normalisés marqués de rang n. On appelle outre-espace de rang n ’ensemble
des classes d’équivalence pour cette relation. Cet ensemble a été introduit par Culler
et Vogtmann dans l'article fondateur [CV]; nous le notons ici OS,,. Pour tout graphe
normalisé (Y, ¢) marqué de rang n, nous notons [Y, o] la classe de (Y, ) dans OS,,.

4.4.2 Une distance asymétrique sur ’outre-espace

Soient (Y, ) et (Y, ¢') deux graphes normalisés marqués de rang n. Notons X
(resp. X’) un revétement universel de Y (resp. de Y”) : ¢’est un arbre réel simplicial de
valence > 2. Le groupe fondamental 7 (Y, ¢(c)) (resp. m1(Y’,¢'(c))) agit librement,
proprement et cocompactement sur X (resp. sur X'), par isométries. Posons [y =
mi(Y, ¢(c)) et

p=¢.op.t : Ty — Isom(X").

Toute application continue ? .Y — Y’ respectant les marquages ¢ et ¢ se reléve
en une application continue p-équivariante f : X — X' et réciproquement toute
application continue p-équivariante f : X — X’ induit une application continue
f Y — Y’ respectant les marquages ¢ et ¢'. De plus, f est lipschitzienne si et
seulement si f l'est, et dans ce cas les constantes de Lipschitz sont les mémes.

D’aprés la proposition 4.2.1, il existe une application lipschitzienne f : Y — Y’
respectant les marquages ¢ et ¢/, et la borne inférieure des constantes de Lipschitz
de telles applications est atteinte. Cette borne inférieure ne dépend que des classes
Y, o] et [Y',¢'] dans OS,, ; notons L([Y, ¢], [Y’, ¢']) son logarithme.

Lemme 4.4.1. L’application L : OS, x OS,, — R est une distance asymétrique
sur OS,,, au sens ot

1. pour tous [Y, @], [Y',¢'] € OS,, on a
L(IY, ¢, Y, ¢]) 2 0,
avec égalité si et seulement si [Y, @] = [Y', ¢/],
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2. pour tous [Y, ], [Y', &), [Y", "] € OS, on a
LY, o], Y7, ")) < LY, @, Y7, @) + LAY, €], Y7, 7).

En général on a L([Y,¢],[Y',¢']) # L([Y',¢'],[Y,¢]), comme nous le verrons
ci-dessous.

Démonstration du lemme 4.4.1. Le point 2 est clair. Prouvons le point 1. Soient
(Y, ) et (Y’,¢') deux graphes normalisés marqués de rang n et f : Y — Y’ une ap-
plication lipschitzienne respectant les marquages ¢ et ¢’, de constante de Lipschitz C
minimale.

Remarquons que f est surjective. En effet, notons comme ci-dessus X (resp. X')
un revétement universel de Y (resp. de Y) et soit f : X — X’ un relevé de f; mon-
trons que f est surjective. Fixons un sommet s de X. Pour tout v € 'y, I'image par f
du segment géodésique [s,v-s|] de X contient le segment géodésique [f(s), p(7)- f(s)]
de X’. 1l suffit donc de montrer que les segments géodésiques [f(s), p(7y) - f(s)], ou
~v € I'y, recouvrent X'. Mais s’il existait un point 2’ € X’ n’appartenant & aucun seg-
ment géodésique [f(s), p(7) - f(s)], alors toute composante connexe de X' ~\ {2’}
ne contenant pas f(s) serait un sous-arbre infini de X ne rencontrant pas l’or-
bite p(T'y) - f(s), ce qui contredirait le fait que p(I'g) agit cocompactement sur X'.

Notons E (resp. E’) 'ensemble des arétes de Y (resp. de Y”). Pour toute aréte
e € E (resp. ¢ € E'), notons {(e) € [0,1] (resp. £'(¢/) € [0,1]) sa longueur dans Y
(resp. dans Y’). Notons enfin C, la constante de Lipschitz de la restriction de f a e
pour tout e € E. Comme [ est surjective on a

L= Y () <> U(fle)) <> Culle) < CY Ue) = C. (4.4.1)
On en déduit
L([Y, ¢, [Y', ¢]) = logC > 0. (4.4.2)

De plus, si L([Y, ¢, [Y’, ¢']) = 0, alors toutes les inégalités dans (4.4.1) sont des éga-
lités ; on en déduit aisément que f est une isométrie bijective, et donc que [Y, @] =
Y’ ¢']. Enfin, en considérant identité de Y, on voit que L([Y,¢],[Y,¢]) < 0,
donc L([Y, ¢], Y, ¢]) = 0 par (4.4.2).

U

Montrons ’'asymétrie sur un exemple pour n = 2. Comme précédemment, soit Ro
un bouquet de deux cercles C et C" d’intersection {c}. Pour i € {1, 2}, soit Y; le graphe
donné par la figure 5, ou les deux boucles sont de longueur a; €]0, 1[ et ou l'aréte
du milieu est de longueur 1 — 2a;. Soit ¢; : Ry — Y; une équivalence d’homotopie
envoyant ¢ sur y;, établissant un homéomorphisme entre C et le cercle de gauche
de Y; et envoyant C’ sur I'union du segment transverse et du cercle de droite de Y;.
Pour a; < as, un calcul donne

Qs

Ll D gal) =tog (2) et L(Warpal i) = o (1),

1 1—as

Ces réels sont différents dés que as ¢ {as,1 —a;}.
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Yi
1-— 2(14'

a; a;
FIGURE 5 — Le graphe Y;

4.4.3 Quotients de longueurs de lacets

Pour tout graphe normalisé (Y, ¢) marqué de rang n et tout v € F,, ~ {1}, la
longueur minimale d’un lacet dans la classe d’homotopie libre de p.(7y) € m (Y, ¢(c))
ne dépend que de la classe [Y,¢] de (Y,¢) dans OS,,; notons-la longpy (7). Si X
désigne comme précédemment un revétement universel de Y, alors longyy, (v) =
A@«(7)) est la longueur de translation de ¢, () vu comme isométrie de X.

Pour tous [Y, ¢], [Y’, ¢'] € OS,,, tout v € F,, . {1} et toute application continue
f Y — Y’ respectant les marquages ¢ et ¢/, lipschitzienne de constante C' minimale,
on a

longjy . (7)

< C. 4.4.3
longjy,;(7) 449

Posons

lon 1ol
K([K SO], [Y/,SO/]) — lOg sup ( g[Y 790}(/}/))
yeF,~{1} \ long (Y] (7)

Les inégalités (4.4.3) impliquent

K([Y, 0, Y, ¢]) < L([Y, ¢, [Y', ¢]).

D’aprés la proposition 4.2.1, cette inégalité est en fait une égalité et la borne supé-
rieure K ([Y, @], [Y’, ¢']) est atteinte.

Corollaire 4.4.2. (T. White, c¢f. [FM], prop. 3.11)
Pour tous Y, ¢, [Y', @] € OS,, il existe un élément v € F,, ~ {1} tel que
6K([Y,¢],[Y’,Lp’]) 1Ong[yl’§0/] (fy) )\(SO{‘(('}/)) _ eL([Y7<P]7[Y,7SO,]) > 1

longy () Mea(7)) -

En particulier on a K = L.

4.4.4 Lien avec la distance asymétrique de Thurston

On a une analogie tres forte entre la distance asymétrique K = L sur l'outre-
espace et la distance asymétrique de Thurston sur ’espace de Teichmiiller. En effet,
soit .S une surface compacte de caractéristique d’Euler x(S) < 0 et soit 7(.S) son
espace de Teichmiiller, défini comme ’ensemble des classes d’équivalence de struc-

tures hyperboliques complétes sur S pour la relation “étre tirée en arriére par un
homéomorphisme de S isotope a l'identité”.
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Pour toutes structures hyperboliques complétes g et h sur S, la borne inférieure
des constantes de Lipschitz d’homéomorphismes f : (S, g) — (S, h) isotopes a I'iden-
tité ne dépend que des classes de g et h dans T(S). Notons L([g], [h]) le logarithme
de cette borne inférieure. D’aprés [Thu|, prop. 2.1, I'application L est une distance
asymétrique sur 7 (S), au sens du lemme 4.4.1.

Soit zy € S un point-base. Pour toute structure hyperbolique compléte g sur S
et tout élément v € (S5, 2¢) non trivial, notons long,(y) > 0 la plus petite lon-
gueur d’'un lacet dans la classe d’homotopie libre de 7 ; elle est atteinte par I'unique
géodésique fermée pour g dans cette classe d’homotopie libre. Ceci définit une appli-
cation long, qui ne dépend que de la classe de g dans 7(S). D’aprés [Thul, th. 3.1,
I'application K : T(S) x T(S) — R définie par

longy, ()
K(lg],|h]) = log sup <—
(lg)- 2] e (Sao)~{1} \1ongy(7)

pour tous [g], [h] € T(S) est une distance asymétrique sur 7(.5).

Comme sur l'outre-espace, on a K = L d’aprés [Thul, th. 8.5. En revanche, dans
le cas de 'espace de Teichmiiller la borne supérieure K ([g], [h]) n’est en général pas
atteinte par une géodésique fermée, mais par une lamination géodésique mesurée
(cf. chapitre 5).

4.4.5 Absence de morphisme admissible injectif d’image
discréte

Dans ce paragraphe, nous déduisons du corollaire 4.4.2 le résultat suivant, dont
le corollaire 4.1.4 est un cas particulier.

Corollaire 4.4.3. Soit X un arbre réel simplicial, biparti de valences ny > 2 et
ny > 2, dont toutes les arétes ont méme longueur, et soit I'g un sous-groupe discret
sans torsion de Isom(X) tel que le quotient T'o\X soit un graphe fini. Il n’existe
pas de morphisme de groupes admissible p : Tg — Isom(X) qui soit injectif d’image
discréte.

Rappelons qu'un morphisme p : Ty — Isom(X) est dit admissible sl existe
xo, x4 € X tels que pour tout R > 0 on ait d(z(, p(7y) - zi) < d(xg,7 - x9) — R pour
presque tout 7 € Iy (¢f. paragraphe 4.3.1). Cette condition ne dépend pas du choix
de z¢ et xj,.

Notons que I’hypothése de cocompacité sur I'y est indispensable dans les co-
rollaires 4.4.3 et 4.1.4. En effet, sans cette hypothése on construit facilement des
exemples de morphismes admissibles injectifs d’image discréte a 1’aide du lemme 3.4.1.

Pour démontrer le corollaire 4.4.3 nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 4.4.4. Le nombre d’arétes d’un graphe connexe fini dont le groupe fon-
damental est libre de rang n > 2 fixé est une fonction décroissante de la valence
moyenne des sommets.

81



Démonstration. Soit Y un graphe connexe fini dont le groupe fondamental est
libre de rang n > 2. Si a désigne le nombre d’arétes, s le nombre de sommets et v la
valence moyenne des sommets de Y, alors 2a = vs. De plus, d’apres [Die], th. 1.9.6,

onan=a—s+1,dou
n—1
a =

ce qui implique le lemme. O

Nous pouvons a présent démontrer le corollaire 4.4.3.

Démonstration du corollaire 4.4.3. Soit p : I'y — Isom(X) un morphisme de
groupes injectif d’image discréte. Montrons que p n’est pas admissible.

Notons X1, le sous-arbre p(I'g)-minimal de X, c’est-a-dire I'union des axes de
translation des éléments non triviaux de p(I'y). Les quotients I'o)\ X et p(I'g)\ X,y
sont des graphes finis connexes, de valence > 2 (c¢f. paragraphe 3.2.3). Leurs groupes
fondamentaux, qui s’identifient respectivement a I'y et p(I'g), sont libres de méme
rang. Notons n; et ng les valences des sommets de ’arbre biparti X. La valence
moyenne des graphes I'g\X et p(I'g)\X est égale a (ny + ng)/2. Celle du graphe
p(Lo)\ X ry) est inférieure & (ng +ns)/2 : en effet, si 'on note S; 'ensemble des som-
mets de p(I'o)\X,ry) qui sont de valence n; dans p(I'g)\ X, alors S; et S, ont méme
cardinal, et pour tout s € S; la valence de s dans p(I'g)\ X ,r,) est inférieure a n;.

Notons m (resp. m’) le nombre d’arétes de I'g\ X (resp. de p(I'g)\ X, 1)) D’aprés
le lemme 4.4.4 on a m < m/. Or, toutes les arétes de X ont méme longueur par hy-
pothése. Sil’on note £ > 0 cette longueur et si 'on munit I'g\X (resp. p(I'0)\X,ry))
de la distance induite par celle de X divisée par mf (resp. par m’(), alors la somme
des longueurs des arétes de I'g\ X (resp. de p(I'g)\X,r,)) vaut un. D’aprés le corol-
laire 4.4.2, il existe un élément v € I'y non trivial tel que

L 2o0) = =0,

m'l

Comme m < m/, on en déduit A(p(y)) > A(y). D’aprés le théoréme 4.3.1, le mor-
phisme p n’est pas admissible. O

Le corollaire 4.1.4 s’obtient & partir du corollaire 4.4.3 en prenant pour X l'arbre
de Bruhat-Tits de G.

Notons que la démonstration du corollaire 4.4.3 ne nécessite pas 'existence d’un
¢lément v € T'g \ {1} tel que le quotient A(p(7))/A(7) soit maximal : il nous suffit
de connaitre l'existence d'un élément v € I'y . {1} tel que A(p(7)) > A(y), ce qui
résulte de la positivité de la distance asymétrique K = L sur 'outre-espace et de la
condition d’égalité. De méme, la positivité de la distance asymétrique de Thurston sur
I'espace de Teichmiiller et la condition d’égalité impliquent 1’absence de morphisme

admissible injectif d’image discréte pour les réseaux cocompacts sans torsion I'y de
G = SLy(R) (cf. chapitre 5).
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Chapitre 5

Variétés anti-de Sitter compactes de
dimension trois

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3,
c’est-a-dire aux variétés lorentziennes compactes de dimension 3 de courbure sec-
tionnelle constante strictement négative. Rappelons que de telles variétés n’existent
qu’en dimension impaire (cf. paragraphe 0.1.3). De plus, elles prennent des formes
trés différentes selon qu’elles sont de dimension 3 ou > 5, ’étude de la dimension 3
semblant de loin la plus riche.

Bien que ’analogue du théoréme de Hopf-Rinow ne soit pas vrai en général pour
les variétés lorentziennes, Klingler [Kli| a montré qu’il 'est pour les variétés lorent-
ziennes de courbure constante. Ainsi, & une isométrie et a la renormalisation de la
métrique prés, les variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 sont les quotients
d’un revétement universel de I'espace anti-de Sitter AdS® = H>! = 0(2,2)/0(2,1)
par des sous-groupes discrets de 6(2, 2) agissant librement, proprement et cocompac-
tement sur ce revétement universel. De plus, Kulkarni et Raymond [KR| ont montré
que 'on peut se contenter d’un revétement fini de AdS® au lieu d’un revétement
universel. Comme AdS® s'identifie & 'espace homogene (SLa(R) x SLa(R))/Asr, k),
olt Agr,(r) désigne la diagonale de SLy(R) x SLy(R) (cf. paragraphe 2.4.3), et comme
tout groupe linéaire de type fini est virtuellement sans torsion d’aprés le lemme de
Selberg ([Sel|, lem. 8), I'étude des variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 se
rameéne a celle des sous-groupes discrets sans torsion de SLo(R) x SLo(R) qui agissent
proprement et cocompactement sur SLy(R) par multiplication & gauche et a droite.

Soit p : SLe(R) — R* une projection de Cartan de SLy(R). D’aprés le théo-
réme 2.1.2 et par un argument de dimension cohomologique (cf. paragraphe 6.5.4),
un sous-groupe discret sans torsion de SLy(R) x SLy(R) agit proprement et cocom-
pactement sur SLy(R) par multiplication & gauche et a droite si et seulement, a
permutation des deux facteurs de SLy(R) x SLy(R) prés, c’est un graphe de la forme

Iy ={(v,p(7)), v € Ty},
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ou I’y est un réseau cocompact sans torsion de SLo(R) et p : Iy — SLo(R) un
morphisme de groupes admissible, au sens ot pour tout R > 0on a u(p(7y)) < u(y)—R
pour presque tout v € I'y. Ceci résulte également, dans ce cas particulier, des travaux
de Kulkarni et Raymond [KR], de la complétude de Klingler [Kli] et d’un résultat
complémentaire de Salein ([Sa2], lem. 3.4.1).

Dans ce chapitre nous démontrons le résultat suivant, qui précise cette description
et traite du cas plus général ou I'y est convexe cocompact dans SLy(R).

Théoréme 5.1.1. Soit I'y un sous-groupe convexe cocompact de SLa(R). Un mor-
phisme de groupes p : Ty — SLa(R) est admissible si et seulement s’il existe des
constantes C' < 1 et C' > 0 telles que pour tout v € T'y on ait

p(p(7)) < Culy) + "

Rappelons qu’'un sous-groupe de SLy(R) est dit conveze cocompact s’il est discret
dans SLs(R), infini, non élémentaire, et s’il agit cocompactement sur I’enveloppe
convexe Hf  dans H? de son ensemble limite (cf. partie 5.4). Cette notion généralise
celle de réseau cocompact.

Dans le cas ot I'y est un réseau cocompact de SLy(R), 'existence d’une constante
C' < 1 comme dans le théoréme 5.1.1 avait été conjecturée par Salein ([Sa2|, § 3.5,
rem. 2). Dans ce cas, voici une reformulation du théoréme 5.1.1 et de ce qui précede.

Corollaire 5.1.2. Les variétés anti-de Sitter compactes de dimension 3 sont, a une
1sométrie, a la renormalisation de la métrique, a un quotient fini et a un revétement
fini pres, les quotients de SLo(R) par un sous-groupe discret de SLo(R) x SLo(R) de
la forme

I ={(v,p(7)), v €T},

ou I'y est un réseau cocompact sans torsion de SLa(R) et p : Iy — SLa(R) un
morphisme de groupes pour lequel il existe des constantes C < 1 et C" > 0 telles que
pour tout v € I'y on ait

1(p(v)) < Culy) +C"

5.1.1 Stratégie de démonstration

Soient I'y un sous-groupe convexe cocompact de SLy(R) et p : Iy — SLy(R) un
morphisme de groupes. Nous allons comparer trois constantes C,, C’? et C! naturel-
lement associées a p.

Tout d’abord, notons C% la borne inférieure des réels C' > 0 tels que I'ensemble
{u(p(7)) = Culy), v € To} C R soit majoré. Si CF < 1, alors p est clairement
admissible. Pour démontrer I'implication réciproque, nous distinguons deux cas selon
le nombre de points fixes de p(Ty) dans le bord OH? ~ S! de H2. Le cas le plus
intéressant est celui ou p(I'y) admet zéro ou deux points fixes dans OH?, c’est-a-dire
ou p(Ty) est soit Zariski-dense dans SLy(R), soit borné, soit virtuellement abélien
mais non virtuellement unipotent. Dans la suite de ce paragraphe, nous nous plagons
dans ce cas.
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Nous suivons une stratégie analogue a celle du chapitre 4, en remplacant I'arbre de
Bruhat-Tits de SL2(Q,) par I’espace riemannien symétrique de SLy(R), c’est-a-dire le
plan hyperbolique H?. Plus précisément, nous considérons la borne inférieure C, > 0
des constantes de Lipschitz d’applications lipschitziennes f : H%O — H? qui sont
p-équivariantes, au sens ou f(vy-x) = p(7) - f(z) pour tout v € I'y et tout = € Hf, ;
cette borne inférieure est atteinte dans le cas que nous considérons (lemme 5.5.1).
Comme pour SLy(Q,), on voit facilement que C% < C, (remarque 5.5.4). Nous
montrons que si C, > 1 alors C¥ = C, (lemme 5.5.5). Pour cela nous établissons le
théoréme suivant.

Théoréme 5.1.3. Soit 'y un sous-groupe convexe cocompact de SLy(R) ; notons H%O
Uenveloppe conveze dans H? de l'ensemble limite de Ty. Soient p : Ty — SLa(R)
un morphisme de groupes et f : H%O — H? une application p-équivariante et lip-
schitzienne de constante de Lipschitz C, minimale. Si C, > 1, il existe une droite
géodésique de ]HI%O sur laquelle f est affine de constante C,,.

Rappelons que pour SLy(Q,) il existait toujours un élément hyperbolique v € I'y
tel que f soit affine de constante C' sur ’axe de translation de 7 ; on pouvait méme
choisir v dans un ensemble fini indépendant de p (proposition 4.2.1). Pour SLy(R)
ce n’est pas le cas : en général la droite géodésique donnée par le théoréme 5.1.3 ne
peut pas étre choisie parmi les axes de translation des éléments hyperboliques de I'.

Pour démontrer le théoréme 5.1.3 nous faisons appel a des techniques de pro-
longement d’applications lipschitziennes de H?. Nous affinons des résultats anciens
de Kirzbraun [Kir| et Valentine [Val| pour controler non seulement la constante de
Lipschitz de tels prolongements, mais également leur constante de Lipschitz locale
(théoréme 5.3.2).

Le théoréme 5.1.3 entraine également que s’il existe une application lipschitzienne
p-équivariante f : Hf — H? de constante de Lipschitz minimale C,, > 1, alors p
n’est pas admissible, ce qui implique le théoreme 5.1.1. C’est le cas par exemple
si 'y est un réseau cocompact sans torsion de SLy(R) et si p est injectif d’image
discréte (cf. [Thul); on retrouve ainsi le fait que pour I'y cocompact il n’existe pas
de morphisme admissible injectif d’image discréte, que nous avions déja mentionné
au paragraphe 0.1.3.

5.1.2 Spectre des longueurs

Pour tout g € SLy(R), notons A(g) = inf, ¢y d(x, g - x) la longueur de translation
de g dans H?; rappelons que c’est la valeur absolue du logarithme du quotient des
deux valeurs propres de g.

Soient I'y un sous-groupe convexe cocompact sans torsion de SLo(R) et
p: o — SLy(R) un morphisme de groupes. Si p est admissible, on voit facilement
que A(p(7)) < A(y) pour tout v € I'g . {1}. Le fait que C*' < 1 donne I'information
plus précise suivante sur le spectre des longueurs du graphe de p.
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Corollaire 5.1.4. Soit I'y un sous-groupe convexe cocompact sans torsion de SLa(R).
Un morphisme de groupes p : 'y — SLa(R) est admissible si et seulement s’il existe
une constante C' < 1 telle que A(p(7)) < CA(7y) pour tout v € L.

Plus précisément, le corollaire 5.1.4 résulte du théoreme 5.1.1 et du fait que la
borne supérieure C des quotients A(p(7))/A(7), ot v € Tg \ {1}, est égale a C¥
(proposition 5.6.1).

5.1.3 Généralisation d’un résultat de Thurston

5. oL, A . . . , ,
L’égalité C = C'I' que nous venons de mentionner implique également le résultat
suivant.

Corollaire 5.1.5. Soient I'y un sous-groupe convexe cocompact sans torsion de
SLy(R) et p: Ty — SLy(R) un morphisme de groupes tel que p(I'o) admette zéro ou
deux points fizes dans OH?. Notons H%O Uenveloppe convexe dans H? de l’ensemble
limite de I'g. Si la borne inférieure C, des constantes de Lipschitz d’applications
lipschitziennes p-équivariantes de H%O dans H? est > 1, elle est égale & la borne
supérieure C des quotients N(p(7))/A(y), oty € To \ {1}.

Lorsque I'g est cocompact dans SLy(R), ceci généralise un résultat de Thurston sur
I'espace de Teichmiiller 7(M) de la surface M = T'q\H?, qui affirme que deux défini-
tions d’'une distance asymétrique sur 7 (M) sont équivalentes (cf. paragraphe 5.6.2).
Plus précisément, le résultat de Thurston correspond a notre corollaire 5.1.5 dans le
cas particulier o I'y est cocompact et p injectif d’'image discréte ; dans ce cas la borne
inférieure des constantes de Lipschitz d’applications lipschitziennes p-équivariantes
de H} = H? dans H* est toujours > 1 ([Thul, prop. 2.1).

Comme on I’a vu au chapitre 4, le corollaire 5.1.5 est également valable pour
SLy(Q,) en remplagant H? par 'arbre de Bruhat-Tits de SLy(Q,), sans hypothése
sur p(I'p) ni sur la borne inférieure des constantes de Lipschitz. Dans le cas de SLy(Q,),
la borne supérieure des quotients A(p(7))/A(7), ou v € I'g . {1}, est toujours at-
teinte ; elle est méme atteinte sur une partie finie de I'y . {1} indépendante de p. Ceci
est faux pour SLy(R) : en général, la borne supérieure des quotients A(p(7))/A(7),
ou v € T'g \ {1}, n’est pas atteinte. Pour I'y cocompact dans SLy(R) et p injec-
tif d’image discréte, c’est équivalent au fait qu’en général, la borne supérieure des
quotients de longueurs de géodésiques fermées de M = T'y\H? relativement a deux
métriques hyperboliques fixées n’est pas atteinte par une géodésique fermée mais par
une lamination géodésique mesurée (cf. [Thul).

5.1.4 Déformation des variétés anti-de Sitter compactes de
dimension trois

Enfin, le théoréeme 5.1.3 implique le résultat suivant.

Corollaire 5.1.6. Soient 'y un sous-groupe convexe cocompact sans torsion de SLo(R)
et p : Tog — SLa(R) un morphisme de groupes admissible. Il existe des voisinages
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V C Hom(T'g, SLy(R)) de linclusion naturelle et VW C Hom(T'g, SLa(R)) de p tels que
pour tout (o,7) € V x W,

— le morphisme o soit injectif,

— le groupe o(I'y) soit discret dans SLy(R), et cocompact si I'y est,

— le morphisme T oo™t : 0(Ty) — SLy(R) soit admissible.

Comme précédemment, on note Hom(I'g, SL2(R)) 'ensemble des morphismes de
groupes de I’y dans SLy(R), muni de la topologie compacte-ouverte. Pour toute partie
génératrice finie F' de 'y, une suite (p,) € Hom(Ty, SLy(R))N converge vers un
élément ¢ € Hom(I'y, SLy(R)) si et seulement si ¢, (7) — ¢(7) pour tout v € F.

Le corollaire 5.1.6 affirme en particulier que pour tout sous-groupe convexe co-
compact sans torsion I'g de SLy(R), 'ensemble des morphismes admissibles est ouvert
dans Hom(I'g, SLy(R)). Ceci est vrai pour un sous-groupe convexe cocompact quel-
conque de SLy(R) d’aprés le lemme de Selberg (|Sel|, lem. 8) et I'inégalité (1.4.9).

Dans le cas particulier ou I'y est un réseau cocompact sans torsion de SLy(R), on
obtient ainsi une nouvelle démonstration du résultat suivant, analogue pour SLy(R)
du corollaire 4.1.2.

Corollaire 5.1.7. Soit T' un sous-groupe discret sans torsion de SLa(R) x SLo(R)
agissant proprement et cocompactement sur SLa(R) par multiplication a gauche et a
droite. Il existe un voisinage U C Hom(I', SLao(R) x SLa(R)) de linclusion naturelle
formé de morphismes injectifs et tel que pour tout p € U, le groupe p(I") soit discret
dans SLa(R) x SLy(R) et agisse proprement et cocompactement sur SLa(R).

Le corollaire 5.1.7 était déja connu, comme conséquence de la complétude de
Klingler [Kli] et d'un principe, dii & Ehresmann, de déformation des holonomies de
(G, X)-structures sur des variétés compactes (cf. paragraphe 5.7.1). Cependant, la
démonstration que nous donnons ici a 'avantage de ne pas utiliser la complétude ;
elle est donc susceptible d’étre adaptée a d’autres situations ot 1’on ne dispose pas
de résultat de complétude.

Notons que si 'on remplace SLy(R) par un autre groupe de Lie réel semi-simple G
de rang réel un, le corollaire 5.1.7 n’est connu que pour les sous-groupes I' standard,
c’est-a~dire de la forme I'y x {1} ou {1} x 'y, ou I'y est un réseau cocompact sans
torsion de G. Pour G = SLy(C), c’est un résultat de Ghys (|Ghy|, lem. 2.1); le
cas général, da a Kobayashi (|[Kob|, th. 2.4), résulte également du théoréme 6.1.1
démontré au chapitre 6.

5.1.5 Plan du chapitre

Le point essentiel du chapitre est la démonstration du théoréme 5.1.3; elle utilise
un résultat de prolongement d’applications lipschitziennes de H? (théoréme 5.3.2).
Dans la partie 5.2, nous rappelons la théorie classique du prolongement des applica-
tions lipschitziennes de H?2, développée par Kirzbraun et Valentine. Dans la partie 5.3,
nous établissons le théoréme 5.3.2, qui raffine la théorie de Kirzbraun et Valentine en
contrélant non seulement la constante de Lipschitz mais également la constante de
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Lipschitz locale. Enfin, dans la partie 5.4 nous nous appuyons sur le résultat principal
de la partie 5.3 pour démontrer le théoréme 5.1.3. Nous procédons en deux étapes.
Tout d’abord, nous montrons que si f : H%O — H? est une application p-équivariante
et lipschitzienne de constante minimale C, > 1 et s’il n’existe pas de droite géodé-
sique de H%O sur laquelle f est affine de constante maximale, on peut remplacer f
par une autre application p-équivariante et C)-lipschitzienne g : Hf, — H? vérifiant
la propriété suivante : les segments géodésiques sur lesquels g est affine de constante
maximale sont inclus dans ceux sur lesquels f est affine de constante maximale, et
les plus longs pour g sont uniformément plus courts que les plus longs pour f. En-
suite, nous montrons que pour toute application p-équivariante et lipschitzienne de
constante minimale > 1, la constante de Lipschitz est atteinte entre deux points
distincts. Ceci nous permet de raisonner par ’absurde : en itérant la premiére étape
un nombre fini de fois, nous obtenons une contradiction avec la seconde étape.

Au paragraphe 5.5.1 nous prouvons 'existence d’une application p-équivariante
et lipschitzienne de constante minimale lorsque le groupe p(I'g) admet zéro ou deux
points fixes dans OH?. Ceci nous permet, dans la suite de la partie 5.5, de déduire
le théoréeme 5.1.1 du théoréme 5.1.3. La partie 5.6 est consacrée aux corollaires 5.1.4
et 5.1.5, la partie 5.7 aux corollaires 5.1.6 et 5.1.7.

Enfin, la partie 5.8 est un appendice consacré a des rappels et calculs de géométrie
hyperbolique, ainsi qu’a quelques remarques sur les applications lipschitziennes.

5.2 Rappels sur la construction de Kirzbraun et Va-
lentine

Notre démonstration du théoréme 5.1.3 utilise des techniques de prolongement
d’applications lipschitziennes de H? dans lui-méme. Cette théorie a été initiée en 1934
par Kirzbraun |Kir|, qui a démontré que toute application lipschitzienne d’une partie
de R™ dans R™ admet un prolongement lipschitzien a R™ tout entier avec la méme
constante de Lipschitz. Ce résultat a été transposé a l’espace hyperbolique H" par
Valentine [Val| en 1944, et a donné lieu ensuite & de nombreux travaux de généra-
lisation. Citons par exemple Uarticle de Lang et Schroder [LS|, o le théoréme de
Kirzbraun est étendu aux applications lipschitziennes de constante > 1 entre deux
espaces métriques géodésiques X et Y, 'espace de départ X étant de courbure >
au sens d’Alexandrov pour un certain K € R et I'espace d’arrivée Y étant complet
et CAT (k) pour ce méme réel k, avec une condition de diameétre si k > 0.

Dans ce chapitre nous nous intéressons au prolongement d’applications lipschit-
ziennes définies sur un compact de H?. Dans ce cadre le théoréme de Kirzbraun-
Valentine s’énonce ainsi.

Théoréme 5.2.1 (Kirzbraun, Valentine). Soient S un compact de H? et f : S — H?
une application lipschitzienne de constante C' > 1. Alors f admet un prolongement
C-lipschitzien a H? tout entier.

Dans tout le chapitre, on dit qu'une application f est C-lipschitzienne si
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d(f(z), f(z') < Cd(z,2') pour tous z,z’; on dit qu’elle est lipschitzienne de
constante C' si elle est C-lipschitzienne mais pas C’-lipschitzienne pour ¢’ < C.

Dans cette partie, pour la commodité du lecteur, nous redonnons une démons-
tration du théoréme 5.2.1. Certains des résultats intermédiaires obtenus nous seront
utiles pour raffiner ce théoréme dans la partie 5.3.

5.2.1 Prolongement “optimal”’ d’une application continue en
un point

L’essentiel de la démonstration du théoréme 5.2.1 consiste a construire un prolon-
gement C-lipschitzien de f a4 SU{x} pour un point z € H? \ S quelconque fixé. Ceci
se fait en deux temps : d’abord on établit I'existence d’un tel prolongement “optimal”
(lemme 5.2.2), ensuite on montre que ce prolongement “optimal” est C-lipschitzien
(lemme 5.2.3).

Commencons par 'existence. Dans tout le chapitre, pour toute partie T de H?2,
on note Conv(7T) I'enveloppe convexe de T' dans H?; pour tout triplet (xq, z2, z3) de
points deux a deux distincts de H?, on note Z,, (z3,z3) angle entre les segments
géodeésiques [z, x5 et [xq, z3].

Lemme 5.2.2. Soient (X, dx) un espace métrique, S un compact de X et f : S — H?
une application continue. Pour tout x € X \. S, il existe un unique point y € H? tel

que
_ Ay, f(s))
Co = e dx(z,s)

soit minimal. De plus, il existe trois points si,S9,83 € S tels que d(y, f(s;)) =
Crdx(z,s;) pour tout i € {1,2,3} et tels que y € Conv({f(s1), f(s2), f(s3)}).

On dira que le quintuplet (y, C,, s1, 82, 53) € H2xR'x 5% donné par le lemme 5.2.2
est une donnée de Kirzbraun-Valentine associée a f, S et x. Dans un tel quintuplet,
y et C, sont définis de maniére unique, mais pas si, Sg et ss.

Démonstration. Pour tout ¢t > 0, posons
Y, ={y e H? d(y, f(s)) <tdx(z,s) VseS}.
Par compacité de S et par continuité de f, il existe ¢ > 0 tel que Y; # (). Posons
c=inf{t >0, Y, # 0},

montrons que Y. = {y} pour un certain y € Conv(f(S)) et prouvons 'existence de
points s1, $9, s3 € S vérifiant les propriétés demandées. On procéde en trois étapes.

Premiére étape : pour tout ¢ > ¢ on a Y; N Conv(f(S)) # 0.
En effet, soient t > ¢ et y € Y;. Notons ¢’ le projeté de y sur Conv(f(.S)). Pour
tout s € Sona Z,(y, f(s)) > %, donc d(y/, f(s)) < d(y, f(s)) d’aprés (5.8.1). On en

- 2

déduit que ¢’ € Y; N Conv(f(9)).
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Un raisonnement analogue montre aussi que Y, C Conv(f(S)). En effet, suppo-
sons par labsurde qu'il existe y € Y.~ Conv(f(S)), et notons ¢y # y le projeté
de y sur Conv(f(S)). Pour tout s € S on a Z,(y, f(s)) > 5, donc d(y/', f(s)) <
d(y, f(s)) < cdx(z,s) d’apres (5.8.1). Comme S est compact, il existe un réel ¢ < ¢
tel que d(v/, f(s)) < ddx(x,s) pour tout s € S. Ceci contredit la minimalité de c.

Deuxiéme étape : on a Y. = {y} pour un certain y € Conv(f(S5)).

Montrons que le diamétre de Y;NConv(f(.9)) tend vers 0 quand ¢ tend vers c. Pour
cela, supposons par I'absurde qu’il existe un réel ¢ > 0, une suite (t,) € (]c, +oo| )N
tendant vers c¢ et, pour tout n € N, des points p,, ¢, € Y, N Conv(f(S)) tels que
d(pn, ¢n) > . Comme Conv(f(S)) est compact, quitte a extraire une sous-suite on
peut supposer p, — p € Conv(f(S5)) et ¢, — g € Conv(f(S)); on a p # q. Pour
tout t > con a p,q € Y; puisque Y;, C Y; pour tout n assez grand et que Y; est fermé
dans H?; on a donc p,q € (.. Y: = Ye. Si m désigne le milieu de [p, ¢], alors pour
tout s € S on a

Zn(p: f(5)) + Zmla, f(s)) =

donc soit Zp,(p, f(s)) > 7, soit Z,(q, f(s)) > 5. En utilisant (5.8.1) on en déduit
d(m, f(s)) < max(d(p, f(s)),d(q, f(s))) < cdx(x,s) pour tout s € S. Comme S est
compact, il existe un réel ¢ < ¢ tel que d(m, f(s)) < ddx(x,s) pour tout s € S,
ce qui contredit la minimalité de c. Ainsi, le diamétre de Y; N Conv(f(.S)) tend bien
vers 0 quand ¢ tend vers c.

D’apreés le théoréme des compacts emboités, on a Y.NConv(f(S)) = {y} pour un
certain y € Conv(f(.S)). Or, on a vu dans la premiére étape que Y, C Conv(f(S)),
donc Y. = {y}.

Troisiéme étape : existence des points s, s, s3.

Il reste & démontrer l'existence de trois points sy, $2, s3 € S tels que d(y, f(s;)) =
Crdx (z,s;) pour tout ¢ € {1,2,3} et tels que y € Conv({f(s1), f(s2), f(s3)}). Pour
cela, il suffit de montrer que y € Conv(f(S’)), ou

S'={ses, dly, f(s) = C,dx(x,s)}.

Supposons par I'absurde que y ¢ Conv(f(.S")), et soit 3/’ le projeté de y sur Conv(f(5’)).
Posons € = d(y,y')/2 > 0.

Commencons par remarquer qu’il existe n > 0 tel que pour tout s € S vérifiant

d(y, f(s)) > (c—n)dx(z,s) on ait d(f(s), f(S")) < e. En effet, si ce n’était pas le cas,

il existerait une suite (s,) € S telle que 5 dly, (f( "))) — c et telle que d(f(sn), f(S)) > ¢
pour tout n € N. Comme S est compact, qultte a extraire une sous-suite on pourrait
supposer que (s,) converge vers un certain s € S, et en passant a la limite on
obtiendrait s € " et d(f(s), f(S")) > e > 0 : absurde.

Soit s € S vérifiant d(y, f(s)) > (¢ — n)dx(z,s). D’aprés ce qui précéde on a
d(f(s),y) <e=d(y,y')/2, donc le point f(s) est situé du coté de 3’ par rapport a la
droite géodésique médiatrice du segment [y, v/]. En particulier, pour tout y” € [y, V/]

vérifiant d(y”,y) < d(y",y') on a Zy(y, f(s)) = 5, dow d(y”, f(s)) < d(y, f(s)) <
cdx(z,s) d’apres (5.8.1).
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D’autre part, pour tout 3" € [y, y/] et tout s € S tel que d(y, f(s)) < (c—n) dx(z,s)

e Ay’ () Ay’ y)
Ixws) SN

par inégalité triangulaire, donc d(y”, f(s)) < cdx(x,s) dés que d(y”",y) < ndx(z,S).

Ainsi, pour tout y” € [y,y'] vérifiant d(y”,y) < d(y",y') et d(y",y) < ndx(z,S),
on a d(y”, f(s)) < cdx(z,s) pour tout s € S. Comme S est compact, il existe
un réel ¢ < ¢ tel que d(y”, f(s)) < dx(z,s) pour tout s € S. Ceci contredit la
minimalité de c. ]

5.2.2 Majoration de la constante de Kirzbraun-Valentine

Pour démontrer le théoréme 5.2.1, on établit dans un second temps le lemme
suivant.

Lemme 5.2.3. Soient S un compact de H? et f : S — H? une application lipschit-
zienne de constante C > 1. Fizons un point x € H? .S, et soient s1,59,53 € S et

y € Conv({f(s1), f(s2), f(s3)}) tels que

C. = d(y7f<31>> _ d(yaf(SQ)) _ d(yaf(s?)))
o d(z,s) d(z, s2) d(z,s3)

Alors C, < C.

Le lemme 5.2.3 découle du résultat plus précis suivant, qui nous sera utile dans
la partie 5.3.

Lemme 5.2.4. Soient x, s1, S, 83,9, 11, ta, t3 € H? tels que y € Conv({ty,t2,t3}) et

dly,t,) _ d(y,ta) _ d(y,ts)
d(x,s1) d(x,s9) d(z,s3)

- 8i Cy > 1, alors il existe i # j tels que Z,(t;,t;) # 0 et d(t;, t;) > Cyd(sy, s;5),
et 1inégalité est stricte sit;,y,t; ne sont pas alignés dans cet ordre.

- 8i Cp =1 et st d(t;,tj) < d(s;,s;) pour tous i, 7, alors x € Conv({si, S2, S3})
et on a d(t;,t;) = d(s;, s;) pour tous i, j.

C, = > 1.

Démonstration. On a .. Z.(si,;s;) < 2m, avec égalité si et seulement z €
Conv({si,s2,83}). Comme y € Conv({t1,ts,23}), on a >, Z,(t,t;) = 27 Par
conséquent, il existe i # j tels que

0 # Zy(tity) = Zalsi,sj),
ou l'inégalité est stricte si z ¢ Conv({s1, s2,s3}). D’aprés le corollaire 5.8.3, on a
d(ti,t;) = Cad(si, s;),

ou l'inégalité est stricte si C, > 1 et si ¢;,y,t; ne sont pas alignés dans cet ordre, ou
bien si z ¢ Conv({si, s2, s3}). En particulier, si C, =1 et si d(t;,t;) < d(s;, s;) pour
tous ¢, j, alors © € Conv({s1, S2, s3}) et d(t;,t;) = d(s;, s;) pour tous i, j. O
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5.2.3 Fin de la démonstration du théoréme de Kirzbraun-
Valentine

Soient S un compact de H? et f : S — H? une application lipschitzienne de
constante C' > 1. Soit (z,,),>1 une suite de points deux a deux distincts de H? \ S
telle que {x,, n > 1} soit dense dans H?\.S. Posons gy = f : S — H? et construisons
par récurrence la restriction g, de ¢ & SU{z;, 1 < i < n}, oun > 1, de la
maniére suivante. Supposons g, construite et soit (Y, Cy, S1.n, S2.n, S3,n) Une donnée
de Kirzbraun-Valentine associée a g,_1, & SU{x;, 1 <i <n—1} et & x,, donnée
par le lemme 5.2.2. On pose g,(x) = g,—1(z) pour tout x € SU{z;, 1 <i<n-—1}
et gn(x,) = yn. D’aprés le lemme 5.2.3, on a C,, < C, i.e. 'application g, est C-
lipschitzienne. On obtient ainsi un prolongement C-lipschitzien

g: Su{r,, n>1} — H

de f. Comme l'image de la suite (z,,) est dense dans H? \. S, on peut prolonger g
par continuité en une application C-lipschitzienne de H? dans lui-méme.

5.3 Un raffinement de la construction de Kirzbraun
et Valentine

Rappelons que pour toute partie S de H?, toute application continue f : S — H?
et tout x € S, la constante de Lipschitz locale ky(x) de f en x est définie par

@it s ELIED)

Il
>0 z!,x""€B(z,r)NS, z'#z" d(I y L )

€ [0, +o0], (5.3.1)

ou B(x,r) désigne la boule fermée de centre z et de rayon r dans H2 Si f est
lipschitzienne de constante C' et si sy, 50 € S vérifient d(f(s1), f(s2)) = Cd(s1, s2),
alors le seul prolongement C-lipschitzien possible de f au segment géodésique [s1, s
est I'application affine de constante C' de [sy, s3] dans H? qui envoie s; sur f(s;) et
Sy sur f(sg) (remarque 5.8.7.1). Ceci motive la définition suivante.

Définition 5.3.1. Soient S une partie de H? et f : S — H? une application
lipschitzienne de constante C. Si C' # 1, notons ST lunion des segments géodé-
siques [s1, S2|, ot s1,s2 € S wérifient d(f(s1), f(s2)) = Cd(s1,82); si C = 1, no-
tons ST lunion des triangles géodésiques Conv({s1, s9,53}), 0t 51, S0, 53 € S vérifient
d(f(si), f(s;)) = d(si, s;) pour tous i, j. Dans les deux cas, S’ contient S. On dit que
S est f-saturée si S = S.

Notre démonstration du théoréme 5.1.3 se fonde de maniére essentielle sur le
raffinement suivant du théoréme 5.2.1, dans lequel nous contrélons non seulement la
constante de Lipschitz globale, mais également la constante de Lipschitz locale du
prolongement obtenu.
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Théoréme 5.3.2. Soient S un compact de H? et f : S — H? une application
lipschitzienne de constante C' > 1. Supposons que S est f-saturé et notons S¢ l'en-
semble des points x € S tels que ky(x) = C. Alors f se prolonge en une application
C-lipschitzienne g : H? — H? telle que ky(z) < C' pour tout x € H? \ Sc.

Nous verrons au cours de la démonstration que le théoréme 5.3.2 reste valable
en remplacant H? par R?, sans condition sur C. Dans ce cas, on définit les parties
f-saturées de R? comme les parties S égales a 'union des triangles Conv({s1, s, s3}),
ou 1, S2, 53 € S vérifient d(f(s;), f(s;)) = d(si, s;) pour tous i, j.

La remarque suivante permet de remplacer le compact f-saturé du théoréeme 5.3.2
par un compact quelconque de H?.

Remarque 5.3.3. Soient S un compact de H? et f : S — H? une application
lipschitzienne de constante C. Alors l’ensemble ST donné par la définition 5.3.1 est
compact, f admet un unique prolongement C-lipschitzien fsr : S — H? et ST
est for-saturé. On peut appliquer le théoreme 5.3.2 a for et ST, ce qui donne un
prolongement C-lipschitzien g : H? — H? de f tel que ky(z) < C pour tout x €
H2 Sé. Un tel prolongement vérifie toujours r,(z) = C pour tout x € ST\ S.

En effet, d’aprés la remarque 5.8.7.1, pour tous sy, sy € S tels que d(f(s1), f(s2)) =
Cd(sy, s2) la restriction de fgr & [s1, 2] est I'unique application affine de constante C'
de [s1, $o] dans H? qui envoie s; sur f(s1) et sy sur f(sy). D’aprés la remarque 5.8.7.2,
si C' = 1 alors pour tous sy, 52, s3 € S tels que d(f(s;), f(s;)) = d(si, s;) pour tous i, j
la restriction de fgr a Conv({sy, S2,s3}) est 'unique isométrie de Conv({sy, s2, S3})
dans H? qui envoie s; sur f(s;) pour tout i € {1,2,3}.

5.3.1 1Idée de la démonstration du théoréme 5.3.2

Notre stratégie pour démontrer le théoréeme 5.3.2 est de prolonger f progres-
sivement sur des ensembles de plus en plus grands. L’étape principale consiste a
prolonger f & un segment géodésique (par convention, les segments sont supposés
compacts).

Proposition 5.3.4. Soient S un compact de H? et f : S — H? une application lip-
schitzienne de constante C' > 1. Supposons que S est f-saturé et notons S [’ensemble
des points x € S tels que ry(x) = C. Pour tout segment géodésique I de H? \ S¢, il
existe un prolongement C-lipschitzien g : SU I — H? de f tel que k,(x) < C pour
tout x € I US NS¢ et tel que S U I soit g-saturé.

En appliquant la proposition 5.3.4 une premiére fois avec S et f, puis une
deuxiéme fois avec S U I et g, et en itérant le procédé un nombre fini de fois, on
obtient le résultat intermédiaire suivant.

Proposition 5.3.5. Soient S un compact de H? et f : S — H? une application
lipschitzienne de constante C' > 1. Supposons que S est f-saturé et notons S¢ 'en-
semble des points x € S tels que k¢(x) = C. Pour tout polygone géodésique compact P
de H? \. S¢, il existe un prolongement C-lipschitzien g : S U P — H? de f et tel que
kg(x) < C pour tout v € PUS \ S¢ et tel que S U P soit g-saturé.
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Nous appelons ici polygone géodésique compact de H? toute union finie connexe de
triangles géodésiques de H?, ot par définition un triangle géodésique est 1’enveloppe
convexe de trois points de H?2.

On obtient finalement le théoréme 5.3.2 en appliquant la proposition 5.3.5 & une
suite croissante de polygones géodésiques compacts de H? . Sc.

5.3.2 Remarques sur les constantes de Lipschitz locales

Avant de démontrer le théoréeme 5.3.2, faisons quelques remarques sur la constante
de Lipschitz locale d’une application continue.

Remarque 5.3.6. Soient S une partie de H? et f : S — H? une application continue.
L’application k¢ : S — [0, +00] définie par (5.3.1) est semi-continue supérieurement.
En particulier,

1. si f est lipschitzienne, alors sur tout compact de S l'application ky est majorée
et atteint son mazrimum,

2. pour tout t > 0, l’ensemble H;l([t, +o0]) est fermé dans S pour la topologie
indusite.

En effet, soient zp € S et ¢ > 0. Par définition de ry(zy), il existe ro > 0 tel
que pour tous z’ # z” dans B(xzg, 7o) on ait % < Ky(xo) + €. Pour tout
z € Int(B(xzg,70)), il existe r > 0 tel que B(x,r) C B(xg,70); pour tous =’ # z”

dans B(z,r) on a alors % < kf(x9)+e, ce qui prouve que kf(x) < Kf(xg)+e.

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 5.3.7. Soient S un compact de H? et f : S — H? une application lipschit-
zienne de constante C. Alors l'ensemble Sc des points x € S tels que kp(x) = C est
compact. Si S est f-saturé, alors pour tout compact K de S~ Sc on a

s A FE))

zel x'eS~{z} d(%, LC/) <¢ <532)
Démonstration. D’apres la remarque 5.3.6, I’'ensemble S¢ est fermé dans S, donc
compact, et pour tout compact K de S \ S¢ il existe Cx < C tel que r¢(z) < Ck
pour tout x € K. Supposons que S est f-saturé et fixons un compact I de S~ S¢.
Supposons par P'absurde qu’il existe des suites (z,) € KN et (7)) € SN telles que
x, # x, pour tout n € N et telles que %W — C. Comme K et S sont
compacts, quitte a extraire des sous-suites, on ﬁeﬁt supposer x, — xr € K C S et
xl, —x' € S.Six # 2/, alors %ﬁgx/)) = (C en passant a la limite, donc [z, 2’| C Se,
ce qui contredit 'hypotheése que KN Se = 0. Si x = 2/, alors k¢(z) = C par définition
de k¢, ce qui contredit 1a encore 'hypotheése que K N Se = 0. Ceci prouve (5.3.2). O
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5.3.3 Démonstration de la proposition 5.3.4

Pour démontrer la proposition 5.3.4 on reprend la construction du paragraphe 5.2.3.

Construction. Soit (x,),>; une suite de points deux a deux distincts de I \ S telle
que {x,, n > 1} soit dense dans I \. S et telle que les deux extrémités de I appar-
tiennent & S U {x,, n > 1}. Posons gy = f : S — H? et construisons par récurrence
la restriction g, de g & SU{x;, 1 <i < n}, oun > 1, de la maniére suivante. Suppo-
sons gn,—1 construite et soit (Y, Ch, S1.1, S2.ns S3.) une donnée de Kirzbraun-Valentine
associée & g,-1, a SU{x;, 1 <i < n—1} et a x,, donnée par le lemme 5.2.2. On
pose g, () = gn—1(x) pour tout z € SU{x;, 1 <i<n—1} et g,(z,) = y,. D’aprés
le lemme 5.2.3 on a C,, < C, i.e. application g, est C-lipschitzienne. On obtient
ainsi un prolongement C-lipschitzien g : S U {x,, n > 1} — H? de f tel que pour
tout n > 1 on ait

d(9(xn), 9(s10)) _ dg(xn), 9l520)) _ Alg(2n), 9(530)) _

d(xn’ Sl,n) a d(l‘n’ 82,7‘&) B d(l‘n, 83’71) (533)

et
g(xn) S CODV({Sl,na 82,717 S3,n})- (534)

On prolonge enfin g par continuité en une application C-lipschitzienne g : SUI — H?2,
en utilisant le fait que {z,, n > 1} est dense dans I \. S.

Remarque 5.3.8. Pour montrer que ky(x) < C pour tout x € I US \ Sc et que
S U est g-saturé, il suffit de montrer que sup,,», C,, < C'.

En effet, il suffit pour cela de montrer que

d /
= sy sp 0@
z€l z'e(TUl)~{z} d(z, ')

< C,

ce qu'implique I'inégalité sup,,»; C, < C.

La suite de ce paragraphe est donc consacrée a la démonstration de l'inégalité
sup,,~; Cn, < C. On commence par une remarque facile mais indispensable.

Remarque 5.3.9. Pour toutn >1 on a C,, < C.

En effet, supposons par l'absurde qu’il existe n > 1 tel que C,, = C. Si C > 1,
alors d’aprés le lemme 5.2.4 il existe i # j tels que d(g(sin), 9(Sjn)) = Cnd(Sin: Sjn)
et tels que s;,,x,s;, soient alignés dans cet ordre; on obtient une contradiction
avec le fait que I N Sc = 0. Si C = 1, alors d’aprés le lemme 5.2.4 on a ¢ €
Conv({s1,n, S2.n, S3.n}) €t d(g(Sin), 9(Sjn)) = Cnd(Sin, Sjn) Pour tous i, j ; on obtient
14 aussi une contradiction avec le fait que I N.Sc = 0.

Dans la suite du paragraphe, on raisonne par I'absurde en supposant sup,,»; C,, = C.
Soit ¢ : N* — N* une application strictement croissante telle que

C@(n) > max Ck (5.3.5)

0<k<ep(n)—1
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pour tout n > 1. Par hypothese on a Cy,) — C. Comme I est compact, quitte a
extraire encore une sous-suite, on peut supposer ,(,) — & pour un certain x € I.
On commence par se restreindre au cas o s ,(,) reste dans un compact en dehors

de Sc.

Lemme 5.3.10. Quitte a renuméroter et a extraire une sous-suite, on peut supposer
qu’il existe un compact K de S\ S tel que sy 44y € KU T pour tout n > 1.

Démonstration. Il suffit de montrer qu'’il existe i € {1,2, 3} tel que la suite (s; ()
admette une valeur d’adhérence s; € I US \ Sc.

Supposons par ’absurde que pour tout i € {1, 2, 3}, toutes les valeurs d’adhérence
de la suite (; 4(n)) appartiennent a Sc. Alors il existe une sous-suite (e (5)) de (Zp(n))
telle que pour tout @ € {1,2,3} on ait s; (n) = 5; € Sc. De (5.3.4) on déduit aisément
que g(z) € Conv({g(s1), 9(s2),9(s3)}). En passant a la limite dans (5.3.3) on obtient
d(g(z),g(s;)) = Cd(x,s;) pour tout i € {1,2,3}.

Supposons C' > 1. D’aprés le lemme 5.2.4 il existe i # j tels que
Lo@)(9(s1),9(s5)) # 0 et d(g(s:), g(s;)) = Cd(si, s5). Si g(si),9(x), g(s;) ne sont
pas alignés dans cet ordre, alors I'inégalité est stricte, ce qui est impossible puisque
g est C-lipschitzienne. Par conséquent, g(s;), g(x), g(s;) sont alignés dans cet ordre.
D’aprés la remarque 5.8.7.1, on a = € [s;,5;] C S¢, ce qui contredit le fait que
INSe=0.

Supposons C' = 1. D’aprés le lemme 524 on a x € Conv({sy,Ss2,s3}) et
d(g(s:),g(s;)) = d(s;,s;) pour tous 7,j. D’aprés la remarque 5.8.7.2, la restriction
de g a Conv({s1, s2,53}) est une isométrie. En particulier, on a x € Sg, ce qui
contredit le fait que I NS¢ = 0. n

Notons que le fait que I est un intervalle n’intervient pas dans la démonstration
du lemme 5.3.10. En revanche, il intervient dans celle du lemme suivant, qui permet
de se restreindre au cas oll s14() €t S ,(n) restent tous deux dans un compact en
dehors de Sc.

Lemme 5.3.11. Quitte a renuméroter et a extraire une sous-suite, on peut supposer
qu’il existe un compact K' de S\ Sc tel que s1,4(), S2,5(m) € K'U T pour tout n > 1.

Démonstration. D’aprés le lemme 5.3.10, quitte & renuméroter et a extraire une
sous-suite, on peut supposer sq,,,) —+ 51 € IUS\.Sc. Comme dans la démonstration
du lemme 5.3.10, il suffit de montrer qu’il existe i € {2,3} tel que la suite (s;,(n))
admette une valeur d’adhérence s; € I U S ~\ S¢. Supposons par ’absurde que pour
tout i € {2, 3}, toutes les valeurs d’adhérence de la suite (s; ,()) appartiennent a Se.
Alors il existe une sous-suite (z,(x,)) de (2y(m)) telle que pour tout i € {2,3} on ait
Sipmn) — Si € Sg. Comme I NS¢ = (), on a s9,s3 # x. En passant a la limite
dans (5.3.3) on obtient

d(g(x), g(s:)) = Cd(z,s;) (5.3.6)

pour tout ¢ € {1,2,3}. Nous traitons séparément les cas ou $; # = et ou $1 = z, le
second cas étant le plus délicat.
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Premier cas : s; # x.

Supposons C' > 1. D’aprés (5.3.6) et le lemme 5.2.4 il existe 1 < i < j < 3 tels
que d(g(s:),g(s;)) > Cd(s;, s;), et U'inégalité est stricte si g(s;), g(x), g(s;) ne sont
pas alignés dans cet ordre. Comme g est C-lipschitzienne, 1'inégalité ne peut pas étre
stricte, donc g(s;), g(z), g(s;) sont alignés dans cet ordre. D’aprés la remarque 5.8.7.3,
on a x € [s;,s;] et g est affine de constante C' sur [s;, s;]. Si s;,s; € S on obtient
T € [si,8;] C S, ce qui contredit le fait que I N Sc = 0. Sinonon a s; =51 € [\ S,
et [s1,z] N (I N\ .S) contient un sous-intervalle ouvert non trivial de I puisque s; # x
par hypothése et que S est fermé dans H2. Comme {z,,, n > 1} est dense dans I \..S,
il existe n > 1 tel que z,, € [s1,2]. On a alors d(g(z,), 9(s;)) = Cd(x,,s;), ce qui
contredit le fait que C,, < C.

Supposons C' = 1. D’aprés le lemme 524 on a x € Conv({sy,S2,s3}) et
d(g(s:), g(s;)) = d(s;, s;) pour tous i, j. D’aprés la remarque 5.8.7.2, la restriction de g
a Conv({sy, s, s3}) est une isométrie. Si s; € S on obtient z € Conv({s1, s2, s3}) C Se,
ce qui contredit le fait que INSc = 0. Sinon on a s; = 51 € I\ S, et [s1,z]N(I\S)
contient un sous-intervalle ouvert non trivial de I puisque s; # = par hypotheése et
que S est fermé dans H2. Comme {x,, n > 1} est dense dans I \. S, il existe n > 1
tel que x, € [s1,z]. On a alors d(g(z,),g(s;)) = Cd(z,, s;), ce qui contredit le fait
que C, < C.

Second cas : s; = x.

Commengons par remarquer que x ¢ S, car sinon (5.3.6) impliquerait € Sg,
ce qui contredirait le fait que I N Se = (. Comme S est fermé dans H? et comme
S1,p(n), Lo(n) —> T, ON peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, que s ,(n) ¢S
et Ty(n) ¢ S pour tout n > 1. On a alors

S1pm) € {Ti, 1 <i<pn) -1} CINS

pour tout n > 1, et quitte & extraire encore une sous-suite, on peut supposer qu’il
existe une extrémité e de I telle que s 40 € [€, Zym)] C I pour tout n > 1. Quitte a
extraire une dernicre sous-suite, on peut supposer que les angles Z; (81,0(n)s Sixp(n))
et Ly ) (9(81,0(m)), 9(Sipn))) admettent des limites pour 7 € {2, 3}. D’apres (5.3.3)
et (5.3.5), pour tout n > 1 et tout i € {2,3} on a

d(g(sl,go(n) )7 g(siﬁp(”)))
d(S1,6(n)» Sisp(n))

< max(Cy, ... 7030(71)—1) < Cym)

et

C = d(g<31,<p(n))7g(xs0(n))) _ d(g(xw(n))’g(si,so(n)))
? A(51,5(n)s To(m)) (T p(nys Sio(n))

D’apres le corollaire 5.8.5, on a alors

Hm Zg, ) (9(816m))s 9(Siem)) < Hm Lo (S1,60m): Siem)

n——+oo n——+o0o

pour tout i € {2,3}. Or, on a

nl_l)r_{loo me(n)(si’@(n),Sj’@(n)) < 2m, (5.3.7)
i#]
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et d’apres (5.3.4) on a

lim Z4g(z¢(n))(g(8i,90(n))7g(sj7<ﬁ("))) = 27T’

n——+0o

i#j

donc

nEIEoo ég(xw(n)) (g(SQv‘P(n))’ 9(53,90(71))) > HEIPOO L%;(n) (SZ,SO(TL); 53,¢(n))7
c’est-a-dire
Zow)(9(s52), 9(s3)) = Za(s2,53). (5.3.8)

En utilisant (5.3.6) et le corollaire 5.8.3, on en déduit

d(g(s2),g(s3)) > Cd(sa, s3). (5.3.9)

Comme g est C-lipschitzienne, il y a égalité dans (5.3.9). Comme de plus S est
f-saturé, on a [s9,s3] C Sc, donc x ¢ [s9,s3]. Notons que I'égalité dans (5.3.9)
implique qu'il y égalité dans (5.3.8) et dans (5.3.7). Comme 1 ,(n) € [€, Zy(m)] pour
tout n, on en déduit

Zo(e,s9) + Zi(e, s3) + Li(82,83) = 2m,

et donc = € Conv({e, s9, s3}).

Supposons C' > 1. D’apreés le corollaire 5.8.3, comme il y a égalité dans (5.3.9), les
points x, 9, s3 sont alignés. Or, on a vu que = ¢ [sq, s3] et que z € Conv({e, s2, s3}),
donc il existe i € {2,3} tel que x € [e, s;]. L’autre extrémité ¢’ de I appartient alors
a[x,s;]. D’aprés (5.3.6) et la remarque 5.8.7.1, Papplication g est affine de constante C'
sur [z, s;], donc en particulier on a d(g(e’), g(s;)) = Cd(€', s;). Sie’ € INS, on obtient
le, s;] C Sc car S est f-saturé, ce qui contredit le fait que I N Sc = (). Sinon on a
e’ € {x,, n > 1} par hypotheése, ce qui contredit le fait que C,, < C pour tout n > 1.

Supposons C' = 1. D’apreés (5.3.6), (5.3.9) et la remarque 5.8.7.2, la restriction de g
au triangle Conv({z, s, s3}) est une isométrie. Or, on a vu que z € Conv({e, s2, s3}),
donc [e,z] C Conv({e, sa,53}). De plus, on a vu que z ¢ [sq, s3], donc 'ensemble
I N Conv({e, sy, s3}) contient strictement [e,z]. On en déduit que Conv({z, sq, s3})
contient un sous-intervalle ouvert non trivial de I, et méme de I \ S puisque = ¢
S. Comme {z,, n > 1} est dense dans I \ S, il existe n > 1 tel que z, €
Conv({z, s2,s3}). On a alors d(g(z,),g(s2)) = d(x,,s2), ce qui contredit le fait
que C, < 1. n

On peut maintenant terminer la démonstration de la proposition 5.3.4. D’aprés
le lemme 5.3.11, quitte & renuméroter et a extraire une sous-suite, on peut supposer
qu'il existe un compact K’ de S\ S¢ tel que 51 o), S2,5(n) € KU T pour tout n > 1.
D’apres le lemme 5.3.7, on a

d /
o sy sy N0
zek! z’'eS~{z} d(l‘, T )

< C.
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D’aprés le lemme 5.2.4, pour tout n > 1 on a alors
d i,50(n) /s j,p(n

Copy < max (9(s o )) g(sj,cp( )))
1i<I=8 d(Sip(n)s Sjpn))

Comme Cy,y — C, pour tout n assez grand on a

< max (C,g, max Ck).
0<k<ep(n)—1

<
Co) = 0ax,_, O

ce qui contredit (5.3.5).

5.3.4 Démonstration de la proposition 5.3.5

Notons I, ..., I, les cotés de P. Posons gy = f : S — H2 On construit par
récurrence sur ¢ des prolongements C-lipschitziens ¢; : SU I, U ... U I, — H? de f,
oul < < s, tels que K, (x) < C pour tout x € Iy U...U L US N S et tel que
SUILU...UI; soit gi-saturé. Plus précisément, si g;_; est construit, on construit g;
en appliquant la proposition 5.3.4 a SUIL U...UI;_1, & g;_1 et & I;,. Fixons un
voisinage compact U de P dans H? \. S¢ et notons P = I, U... U I le bord de P.
L’ensemble 0P U (S NU) est compact et ne rencontre pas Sc par hypothése ; d’aprés
le lemme 5.3.7, on a

< C.

d(gs(), gs('
= sup qap  20(2) g/(w))
2edPU(SAU) w'esuaP-{z}  d(x, 1)

D’aprés le théoréme 5.2.1, il existe un prolongement g : S U P — H? de g, dont
la restriction & P U (S NU) est C'-lipschitzienne. On a alors k,(x) < C pour tout
xr € PUS N S¢ et le compact PU S est g-saturé.

5.3.5 Démonstration du théoréme 5.3.2

Soit (Cy)er la famille des composantes connexes de H? \ S¢. Comme H? N\ S¢
est ouvert dans H? d’aprés le lemme 5.3.7, les ensembles C, sont eux aussi ouverts
dans H2.

Fixons ¢ € L et montrons qu’il existe un prolongement C-lipschitzien
g+ Sc UC, — H? de f tel que kg (z) < C pour tout z € Cy. Posons gro = f
et soit (Ppn)n>1 une suite croissante (pour l'inclusion) de polygones géodésiques
compacts inclus dans Cy, dont la réunion est C;. On construit par récurrence sur n
des prolongements C-lipschitziens gy, : Sc U P, — H? de f, ou n > 1, tels que
Ky, (z) < C pour tout x € Py, et tel que Sc U Py, soit gy,-saturé. Plus préci-
sément, si g ,—1 est construite, on construit gy, en appliquant la proposition 5.3.5
aScUP, 1,4 grn1 et a Py, Soit go : ScUC, — H? Papplication dont la restriction
a P, est gy, pour tout n > 1. Comme C; est ouvert dans H? et comme I'union des P,
est Cy, on a kg, (z) < C pour tout = € Cy.

Soit g : H? — H? I'application dont la restriction & S¢ est f et dont la restriction
a Cy est g, pour tout ¢ € L. Par construction, comme C; est ouvert dans H? pour
tout £ € L, on a ky(x) = kg, () < C pour tout x € Cy et tout ¢ € L. Ainsi, on a bien
ky(z) < C pour tout x € H? \ Sc.
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5.4 Une droite géodésique d’étirement maximal

Cette partie est consacrée a la démonstration du théoréme 5.1.3.

Commencons par rappeler que le bord OH? ~ S' de H? est I’ensemble des classes
d’équivalence [R] de rayons géodésiques R : [0, +oc[— H? pour la relation d’équiva-
lence “étre & distance bornée”. L’espace H2 = H?UJH? est compact pour la topologie
suivante : par définition, une suite (z,,) € (H?)Y (resp. (&,) € (OH?)Y) converge vers
un point ¢ € OH? si pour tout x € H? on a d(z,z,) — +oo et la suite des rayons
géodésiques R,, d’extrémité = passant par z, (resp. tels que [R,] = &,) converge uni-
formément sur les compacts vers le rayon géodésique R d’extrémité z tel que [R] = &
(|BrH|, §II1.H.3). L’ensemble limite Ar, d'un sous-groupe I'y de SLy(R) est le plus
petit fermé I'g-invariant de OH?, obtenu comme intersection de OH? avec I’adhérence
dans H2 d’une orbite Ty - zo ; il ne dépend pas du choix de orbite.

Notation. Pour tout sous-groupe I'y de SLs(R), on note H%O l’enveloppe convexe
dans H? de l’ensemble limite Ar,, c’est-a-dire l'union des droites géodésiques de H?
dont les deux extrémités appartiennent a Ar,.

L’action de I’y sur H* préserve (globalement) HE . On dit que I'g est conveze co-
compact s'il est discret dans SLy(R), si H  # 0 et si action de Ty sur Hf,  est
cocompacte. Par exemple, tout réseau cocompact I'y de SLy(R) est convexe cocom-
pact, avec Hf = H?.

Soit 'y un sous-groupe convexe cocompact de SLy(R), soit p : Iy — SLy(R) un
morphisme de groupes et soit f : HI%O — H? une application p-équivariante, lipschit-
zienne de constante C), minimale. Pour démontrer le théoréme 5.1.3, on commence
par faire l'observation suivante : pour montrer qu’il existe une droite géodésique
de H%O sur laquelle f est affine de constante C), il suffit de prouver 'existence de
segments géodésiques de longueur arbitrairement grande sur lesquels f est affine
de constante C, (lemme 5.4.3). Le théoréme 5.1.3 se raméne donc & la proposition
suivante.

Proposition 5.4.1. Soit Ty un sous-groupe convexe cocompact de SLo(R), soit

p: Tog — SLy(R) un morphisme de groupes et soit f : H%O — H? une application

p-€quivariante, lipschitzienne de constante C, minimale. St C, > 1, il existe des seg-
- s 2 . .

ments géodésiques de H, ~de longueur arbitrairement grande sur lesquels f est affine

de constante C,,.

Pour démontrer la proposition 5.4.1, on introduit la notation suivante.

Notation. Pour toute application f : H%O — H2, lipschitzienne de constante C, on
note

Ly =sup{d(z,2'), =2 €eH} , d(f(z), f(z'))=Cd(z,2')} € [0, +oc]

la borne supérieure des longueurs des segments géodésiques sur lequels f est affine de
constante C'.
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La proposition 5.4.1 affirme que pour toute application p-équivariante f : Hf, — H?,
lipschitzienne de constante C), minimale ou C, > 1, on a Ly = +o0. Pour démontrer
ceci, nous établissons la proposition suivante et raisonnons par l’absurde.

Proposition 5.4.2. Soit I’y un sous-groupe conveze cocompact de SLy(R), soit
p: Lo — SLa(R) un morphisme de groupes et soient C' > 1 et R > 0 deuz réels.

1. 1l existe ¢ > 0 tel que pour tout R' < R, [lexistence d’une application
p-équivariante et C-lipschitzienne f : H%O — H? vérifiant Ly < R’ implique
lexistence d’une application p-équivariante et C-lipschitzienne g : H%O — H?
vérifiant Ly < R —¢.

2. Pour toute application p-équivariante f : H%O — H2, lipschitzienne de constante C,
onalLy>0.

On obtient immédiatement la proposition 5.4.1 en raisonnant par ’absurde et en
appliquant la proposition 5.4.2 un nombre fini de fois.

5.4.1 Une premiére réduction du probléme

L’observation suivante raméne la démonstration du théoréme 5.1.3 & celle de la
proposition 5.4.1.

Lemme 5.4.3. Soit I'y un sous-groupe conveze cocompact de SLy(R), soit
p: Ty = SLy(R) un morphisme de groupes et soit f : H%O — H? une application
p-équivariante, lipschitzienne de constante C' > 0. 8’1l existe des segments géodésiques
de H%O de longueur arbitrairement grande sur lesquels f est affine de constante C,
alors il existe une droite géodésique de H%O sur laquelle f est affine de constante C'.

Démonstration. Supposons qu'il existe une suite (1,,),en de segments géodésiques
de H%O sur lesquels f est affine de constante C' et dont la longueur tend vers l'infini
avec n. Pour tout n € N, notons z,, et x/, les deux extrémités de I,,, et z], son mi-
lieu. Soit D un domaine fondamental compact de ]HI%O pour l'action de I'y. Comme
f est p-équivariante, quitte a remplacer /,, par un translaté par ['y, on peut suppo-
ser ' € D. Comme D est compact, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer
z” — 2" € D. Comme d(z”, z,) — +oo et comme H2 = H2UJH? est compact, quitte
A extraire encore une sous-suite, on peut supposer que (z,) converge dans H2 vers un
certain point £ € OH?. Ainsi, la suite des rayons géodésiques R, ,» d’extrémité z” pas-
sant par x,, converge uniformément sur les compacts vers le rayon géodésique R d’ex-
trémité 2" tel que [R] = & ; I'image de ce rayon géodésique est incluse dans Hf, . Or,
pour tout n € N, si I'on note R,, le rayon géodésique d’extrémité x!/ passant par x,,
alors pour tout t < min(d(x!, x,),d(z", x,)) on a d(R,(t), Rp.(t)) < d(xl,z"). Par
conséquent, la suite (R,,)n,en converge elle aussi vers R uniformément sur les com-
pacts. De méme, la suite des rayons géodésiques R! d’extrémité z! passant par x,
converge uniformément sur les compacts vers un certain rayon géodésique R’ d’ex-
trémité 2” dont 'image est incluse dans Hf . Comme I, = [z, 2])] U [z, ] est un
segment géodésique, ImR,, UImR!, est une droite géodésique pour tout n € N, donc
ImR UImR’ aussi. Comme f est affine de constante C' sur I, pour tout n € N, elle
est affine de constante C' sur ImR U ImR'. O
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5.4.2 Un lemme-clé

Le lemme suivant constitue le cceur de la démonstration de la proposition 5.4.1.

Lemme 5.4.4. Soit I'y un sous-groupe conveze cocompact de SLy(R). Notons r > 0
le rayon d’injectwité de To\HE, et soient Uy, ..., Uy, des ouverts de Hf  de dia-
meétre < r. Pour tout 1 < k < m, fizons un voisinage compact convexe IKC;, de Uy,
dans H%O de diametre < r, et posons Sy = Ky ~\ Uy. Soient p : Ty — SLy(R) un
morphisme de groupes et R > 0 un réel. Il existe un réel € > 0 vérifiant la propriété
sutvante :

pour toute application p-équivariante gq : H%O — H2, lipschitzienne de constante C' > 1
et telle que Ly, < R, il existe des applications p-équivariantes et C-lipschitziennes
gk - H%O — H?, ou 1 <k < m, telles que

1.k NC) C ' (O) et kg, (x) < C pour tout x € Tg - (U~ Sp*),

2. pour tous x,x’ € Hi wvérifiant d(ge(z),ge(z’) = Cd(z,2'), on ait
d(ge(x),ge(2")) = Cd(x,2") pour tout 0 < € < k —1,

3. pour tous x,x' € Hf vérifiant d(gy(x), gi(z")) = Cd(z,2') et (B(z,§)NHE,) C
Lo-Uy, on ait d(z,2") < Ly, — €.

On reprend ici les notations de la définition 5.3.1 : si C' > 1, on note S;** 'union
des segments géodésiques [sq, S|, oul 1,89 € Sy vérifient d(gr_1(s1),gk-1(82)) =
Cd(s1,82) ;1 C =1, onnote S*~* I'union des enveloppes convexes Conv({s1, sa, $3}),
ou $1, Sg, 53 € Sy, vérifient d(gr—_1(si), gr—1(s;)) = d(s;, s;) pour tous 4, j.

On munit le fermé HE = de H? de la topologie induite. Pour toute partie S de Hf, ,
on note S (resp. Int(S)) son adhérence (resp. son intérieur) dans HF, .

Démonstration. D’aprés le lemme 5.8.6, il existe € €]0, 7] tel que pour tout triangle
géodésique non plat Conv({x,z’,2"}) de H? vérifiant d(x’,z") — e < d(z,2') < R
et d(z,2") > r/4, le projeté orthogonal y de z” sur la droite géodésique (z,z') vérifie
[z,y] N [z, 2] # {x} et d(z,y) > €. Montrons que ce réel £ convient.

Soit gp : H%O — H? une application p-équivariante et lipschitzienne de constante
C > 1, telle que Ly, < R. On construit les applications g; par récurrence sur k, en
utilisant le théoréme 5.3.2. Plus précisément, supposons g,_1 construite et construi-
sons gi. Notons que Sgk’l C K puisque K est convexe par hypothése. D’aprés
le théoréme 5.3.2, il existe une application C-lipschitzienne g; : K, — H? coinci-
dant avec gy_; sur S;*" et telle que pour tout x € Kj ~ S = Uy . SPF' on
ait kg, (x) < C. Comme Ky est de diameétre < r, on peut prolonger g en une appli-
cation continue p-équivariante g, : Hf, — H? en posant g(vy - x) = p(7) - gr(z) pour
tout v € Ty et tout & € Ky, et gp(x) = gr—1(x) pour tout z € HE ~ (Lo - Ky).

Par construction, on a kg, (z) < C pour tout = € I'y - Int(Ky), et k4, (x) < C pour
x € To- (U~ S ). De plus, comme gy, coincide avec gx_1 sur ouvert H%O ~(Do-Uy),
on a kg, (x) = kg, , (x) pour tout x € HE ~ (I'o - Uy). Par conséquent, g, est C-lip-
schitzienne et vérifie la propriété 1.

Montrons que g, vérifie la propriété 2. Soient x # 2’ dans H%O tels que
d(gr(x), gi(2")) = Cd(z,2"). On a kg, (v) = Ky, (z') = C d’aprés la remarque 5.8.7.1,
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donc z,2" & Tg - (Uy, ~ S{*") d’aprés ce qui précede. Mais gy, coincide avec g1 en
dehors de Ty - (U ~ S7*"), donce d(gx—1(z), gr—1(z')) = Cd(z, 2’). Par hypothese de
récurrence, on a d(ge(x), go(2")) = Cd(z,2") pour tout 0 < ¢ < k — 1. Ainsi, gj vérifie
bien la propriété 2.

Montrons que g; vérifie la propriété 3. Comme g, est p-équivariante, il suffit
de considérer des points x # ' de Hf tels que d(gi(z),ge(2")) = Cd(z,2') et
tels que (B(x,%) NHE,) C Uy. Par la propriété 1 que nous venons de démontrer,
on a d(go(z), go(2')) = Cd(z,2"), donc d(z,2") < Ly, par définition de L,,. Suppo-
sons par l'absurde d(z,z') > L, — e. Soit x. le point de [z, 2'] tel que d(z,z.) =
min(e, d(x, 2’)). Pour obtenir une contradiction, il suffit de montrer que

Jz,z.[ NS = 0. (5.4.1)

En effet, si (5.4.1) est vérifié, alors la restriction de k,, a |z, z.[ est < C' d’apreés la
propriété 1. Or, d’aprés la remarque 5.8.7.1 'application g;, est affine de constante C'
sur [z, 2], d’ott une contradiction.

Prouvons (5.4.1) en supposant tout d’abord C' > 1. Soient s1,s5 € Sy tels que
d(go(s1),go(s2)) = Cd(s1, s2). Montrons que

|,z [ N [s1,82) = 0. (5.4.2)

Notons que ]z, z.[ est inclus dans B(z, %) N HE , donc dans Uy, donc ne rencontre
pas Si. Comme s; et sp appartiennent a Sk, il suffit, pour démontrer (5.4.2), de
démontrer que |z, z.[N]s1, so[= 0. Supposons par I’absurde que ce n’est pas le cas.
D’aprés le lemme 5.8.8, I'ensemble |z, x.[N]s1, s3] est un intervalle ouvert non trivial.
Comme |z,z.[C (B(z,%) NHE ) C Uy, le segment géodésique [s1,s,] contient le
diamétre de B(z, ) contenant |z, z.[. D’aprés la remarque 5.8.7.4, 'application go

4
est donc affine de constante C' sur un segment géodésique de longueur

r

al(a:,:zc')%—E > Lgo—5+4

4 2 LQ(J?

ce qui contredit la définition de L, . Par conséquent, (5.4.2) est bien vérifié. Ceci
prouve (5.4.1) lorsque C' > 1.

Prouvons & présent (5.4.1) en supposant C' = 1. Soient s, s9,$3 € Sy tels que
d(go(si), go(sj)) = Cd(s;, sj) pour tous 7, j. Montrons que

|z, z. [N Conv({s1, s9,83}) = 0. (5.4.3)

Pour cela, on suppose que [z, 2’| rencontre Conv({sy, s2, $3}). D’aprés le lemme 5.8.8,
la restriction de gy & Conv({z,2’, s1, s, 53}) est une isométrie. En particulier, pour
tout i € {1,2,3} on a d(go(x'), go(s;)) = d(2’, s;), donc

d(z',s;) < Ly, < d(z,a’)+ ¢

par hypothése. De plus, on a d(z, s;) > % puisque (B(z, 2)NHE, ) C Uy par hypothese.
D’aprés le lemme 5.8.6 appliqué au triangle géodésique Conv({z,2’, s;}), le projeté
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orthogonal y; de s; sur la droite géodésique passant par z et x’ vérifie [x,z.] C
[z, y;]. Ainsi, pour tout i € {1,2,3} le point s; est situé de l'autre coté que x par
rapport a la droite orthogonale a [z,z'] passant par z.; il en est donc de méme
de Conv({s, s2,s3}). Par conséquent, (5.4.3) est bien vérifie. Ceci prouve (5.4.1)
lorsque C' = 1. m

5.4.3 Démonstration de la proposition 5.4.2

Pour démontrer la proposition 5.4.2, on applique le lemme 5.4.4 & des ouverts
Uy, ..., U, bien choisis, donnés par le lemme suivant.

Lemme 5.4.5. Soit I'y un sous-groupe convexe cocompact de SLy(R) ; notonsr > 0 le

rayon d’injectivité de FO\H%O. 1l existe des ouvertsUy, . .. , U, de H%O de diamétre < r
be 2 . .

tels que toute boule fermée de rayon r/4 de Ht, soit incluse dans v - Uy, pour un

certain v € I'y et un certain 1 < k < m.

Démonstration. Soit

D= {zeH;, dz,zo) =mind(z,v-x0)}

~v€lo

le domaine fondamental de Dirichlet de Hf, associé a un certain x, € HE . Il existe
une partie finie ' de Ty telle que tout convexe de Hf, de diameétre < r/2 rencon-
trant D soit inclus dans 'union D’ des translatés +v - D, ou v € F. L’ensemble X des
parties compactes et convexes de D’ de diamétre < r/2 est compact pour la topo-
logie de Hausdorff. Il est donc recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de
rayon r/8 pour la distance de Hausdorff dy,s : il existe des éléments Cy,...,C,, € X
tels que pour tout C € X on ait dyaus(C,Cx) < /8 pour un certain 1 < k < m. Pour
tout 1 < k < m, soit

U, = {x S H%o’ d(ZL‘,Ck) < g}
le r/8-voisinage de Cj, dans Hf . Les ouverts Uy, ...,U,, conviennent. [

Démonstration de la proposition 5.4.2. Soient U, ..., U,, les ouverts donnés
par le lemme 5.4.5. Pour tout 1 < k < m, fixons un voisinage compact convexe Ky
de U, dans ]HI%O de diamétre < r, et posons Sy = Kp ~\ U.

1. Montrons que le réel € > 0 donné par le lemme 5.4.4 convient. Soit f : Hf — H?
une application p-équivariante et C-lipschitzienne telle que Ly < R. Posons
go = [. D’apres le lemme 5.4.4, il existe des applications p-équivariantes et
C-lipschitziennes g, : Hf, — H?, ou 1 < k < m, telles que

(a) pour tous z,2’ € Hp veérifiant d(gp(z),gr(2')) = Cd(x,2’), on ait
d(ge(z), ge(2")) = Cd(x,z") pour tout 0 < /¢ < k —1,

(b) pour tous z,2’ € Hf vérifiant d(gi(x), gi(z')) = Cd(z,2') et
(B(z, %) NHE, ) C Lo - Uy, on ait d(x,2") < Ly — e.
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Posons g = g,, et montrons que L, < L; — . Soient = # 2’ dans H%O tels que
d(g(z),g(z")) = Cd(z,2"). D’apreés le lemme 5.4.5, il existe un élément v € Ty et
un entier 1 < k < m tels que (B(z, §) NHE, ) C 7 -Uy. D’aprés la propriété (a),
onad(gi(x), gr(2")) = Cd(x,z"). D’aprés la propriété (b), on a d(x,z') < R—e.

2. Soit f : H2 0 H? une application p-équivariante et lipschitzienne de constante C.
Posons go = f. D’aprés le lemme 5.4.4, il existe des applications p-équivariantes
et C-lipschitziennes g, : Hf — H?, on 1 < k < m, telles que

(a) K, (C) C Kyl (C) et ky (x) < C pour tout z € ' - (Up \ SP*H),

(b) pour tous z,2’ € Hf vérifiant d(gi(z),ge(2')) = Cd(z,2’), on ait
d(ge(z), go(2")) = Cd(z,2") pour tout 0 < ¢ < k — 1.
Supposons par I'absurde que pour tous  # z' dans Hf on ait d(f(z), f(z)) <
Cd(xz,z"). D’aprés la propriété (b), on a d(gr(z),grx(z’)) < Cd(z,z") pour
tout 1 < k < m et tous x # 2’ dans H%O. En particulier, on a Uy ~\ S = Uy,
pour tout 1 < k < m. La propriété (a) implique donc, par récurrence,
I{_l(C) C K;l(C) N ((FO Z/{l) Uu...U (FO L{k))

9k

Or, d’apreés le lemme 5.4.5 on a
(To-Us)U...U (Lo Uy) =HE,

donc n;i(C) = (). Ceci contredit la remarque suivante.

]

Remarque 5.4.6. Soit Iy un sous-groupe conveze cocompact de SLs(R). Pour tout
morphisme de groupes p : I'g — SLy(R) et toute application p-équivariante f H%O — H2,
lipschitzienne de constante C, il existe x € HE, tel que ry(x) = C.

En effet, par définition de la constante de Lipschitz, il existe des suites (z,)n>1
et (2],)n>1 de points de Hf, telles que z,, # ], pour tout n > 1 et telles que

d(f(xa), f(x7,))
d(x,, x!)

n

C, = — C.

Pour tout n > 1, il existe des points y,,y., € [Tn,z}] tels que 0 < d(yn,y,) < 1/n
et tels que d(f(yn), f(y))) > Cnd(yn,y,). Soit D un domaine fondamental com-
pact de H%O pour l'action de I'y. Comme f est p-équivariante, quitte & remplacer le
couple (y,,y.,) par un translaté par Iy, on peut supposer y,, € D pour tout n > 1.
Comme D est compact, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (y,)
converge vers un certain y € D. On a alors r(y) = C.

5.5 Une condition nécessaire et suffisante d’admis-
sibilité

Cette partie est consacrée a la démonstration du théoréme 5.1.1. Nous distinguons
deux cas selon le nombre de points fixes de p(T'g) dans OH?.
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Rappelons qu’un sous-groupe de SLy(R) admet deux points fixes &; et & dans OH?
si et seulement si tous ses éléments # +1 sont hyperboliques d’axe de translation la
droite d’extrémités &; et &. Il admet un unique point fixe dans OH? si et seulement
s’il est virtuellement unipotent ou bien résoluble mais non virtuellement abélien ;
dans ce dernier cas il est conjugué a un sous-groupe du Borel de SLy(R) formé
des matrices triangulaires supérieures. Enfin, il est sans point fixe dans OH? si et
seulement s’il est Zariski-dense dans SLy(R), ou conjugué a un sous-groupe non
abélien du normalisateur des matrices diagonales, ou encore borné.

Pour démontrer le théoréme 5.1.1 dans le cas le plus intéressant ou p(I'y) ad-
met zéro ou deux points fixes dans OH?, nous utilisons le théoréme 5.1.3. Nous
commengons par prouver dans ce cas l'existence d'une application p-équivariante et
lipschitzienne de constante minimale.

5.5.1 Une application équivariante de constante de Lipschitz
minimale

Lemme 5.5.1. Soit Ty un sous-groupe convere cocompact de SLa(R) et soit
p: Ty — SLa(R) un morphisme de groupes.

1. Il existe une application p-équivariante et lipschitzienne de ]HI%O dans H2.

2. Si p(To) admet zéro ou deux points fizes dans OH?, la borne inférieure C, des
constantes de Lipschitz de telles applications est atteinte.

Comme dans le cas ultramétrique (paragraphe 4.2.1), le point 1 est facile.

Démonstration du point 1 du lemme 5.5.1. Fixons un point z, € Hf, et no-
tons
D={zeH}, d(z,xo)<d(z,v-z9) Vy€Tlo}

le domaine de Dirichlet associé dans H2 ,- L’enveloppe convexe de D dans H? est un
polygone géodésique compact P. Soit S un systéme fini de représentants des sommets
de P modulo I’action de I'y. Pour tout s € S, choisissons un point x, € H?2. Définissons
une application f de I'ensemble des sommets de P vers H? en posant f(7-s) = p(v)-x,
pour tout s € S et tout v € I’y tels que v-s € D. On peut prolonger f en une
application p-équivariante et lipschitzienne du bord de P vers H? en imposant que sa
restriction a tout coté de P soit affine. D’aprés le théoréeme 5.2.1, cette application
admet un prolongement lipschitzien & D tout entier. On le prolonge en une application
p-équivariante et lipschitzienne f : Hf  — H? en posant f(y-x) = p(v) - f(z) pour
tout v € I'y et tout x € D. O]

Avant de démontrer le point 2 du lemme 5.5.1, donnons I'idée de la démonstration.
Soit D un domaine fondamental compact de ]HI%O pour l'action de I'y. On commence
par remarquer que la donnée d’une application p-équivariante f : H%O — H? est
équivalente a la donnée d’une application f’: D — H? vérifiant certaines conditions
sur le bord de D. Fixons une constante C' > C,. L’idée est alors d’appliquer le
théoréme d’Ascoli aux applications f’ ci-dessus qui sont C-lipschitziennes. Pour cela,
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il faut se ramener & un sous-ensemble composé d’applications a valeurs dans un
compact fix¢ de H?. C’est possible lorsque p(Ty) admet zéro ou deux points fixes
dans OH? : on utilise pour cela la remarque suivante.

Remarque 5.5.2. Soient gy, ..., g, € SLa(R) et R > 0. Posons
C={z el d(z,g- -2)<R Vi}.

Si les €léments g; n’admettent pas de point fixre commun dans OH?, alors C est com-
pact. Si les éléments g; admettent deux points fizes communs & et & dans OHZ,
alors il existe R' > 0 tel que d(x, D) < R’ pour tout x € C, ou D désigne la droite
géodésique de H? d’extrémités & et &.

En effet, pour tout g € SLy(IR), 'ensemble des points z € H? tels que d(z,g-z) < R
est
— un voisinage de I'axe de translation A, de g de la forme {z € H?, d(z,A,) < R'}
si g est hyperbolique,
— un horodisque centré en I'unique point fixe de g dans OH? si ¢ est parabolique,
— un disque centré en 'unique point fixe de ¢ dans H? si g est elliptique.

Démontrons a présent le point 2 du lemme 5.5.1.

Démonstration du point 2 du lemme 5.5.1. Soit D un domaine fondamental
connexe pour l'action de I'y sur Hf, . L’ensemble

F={vyeTlTo~{l}, v DND#0}

est un systéme générateur fini de I'y. Fixons un réel C' > C,,. La restriction de H%O aD
induit une bijection entre l’ensemble & des applications p-équivariantes et
C-lipschitziennes f : Hf — H? et 'ensemble Sp des applications C-lipschitziennes
f' D — X' vérifiant f'(v - z) = p(v) - f'(x) pour tous v € F et x € D tels que
~v-x € D. Cette bijection préserve les constantes de Lipschitz. Notons que Sp est
fermé dans ’ensemble des applications continues de D dans H? et uniformément
équicontinu pour la topologie de la convergence uniforme. Comme dans le cas ultra-
métrique (paragraphe 4.2.2), nous voulons appliquer le théoréme d’Ascoli; dans le
cas ol p(I'y) admet deux points fixes dans JH?, nous allons devoir nous ramener a
un sous-ensemble de Sp formé d’applications & valeurs dans un compact fixé de HZ.
Commencons par remarquer que si l'on pose

R = max{d(z,v-z), z€D, yeF} >0,
alors pour tout f’ € Sp l'image f/'(D) est incluse dans
C={ye®, d(y,p(r)-y) <CR VyeF}.

Si le groupe p(Ty) n’a pas de point fixe dans OH?, alors C est compact d’aprés
le lemme 5.5.2. Le théoréeme d’Ascoli implique alors que Sp est compact pour la

107



topologie de la convergence uniforme. On en déduit 1’existence d’un élément f’ € Sp,
et donc d'un élément f € S, de constante de Lipschitz C, minimale.

Supposons que p(I'y) admette deux points fixes & et & dans OH?, et soit D la
droite géodésique de H? d’extrémités & et &. D’aprés le lemme 5.5.2, il existe R’ > 0
tel que d(f'(z), D) < R’ pour tout f’ € Sp et tout z € D. Fixons un point yy € D et
une isométrie hyperbolique g € SLy(R) d’axe de translation D. Pour tout f’ € Sp,
il existe un entier m € Z tel que ¢" - f'(D) soit inclus dans le compact

C'={yeH, dy,y)<Ag) +R}.

Comme ¢ est hyperbolique d’axe de translation D, il commute a p(I'y). Par consé-
quent on a encore g™ - f' € Sp, et les constantes de Lipschitz de f’ et de g™ - f’
sont les mémes. Ainsi, si I'on note Spe le sous-ensemble fermé de Sp formé des
¢léements [ tels que f/(D) C C', alors les bornes inférieures des constantes de Lip-
schitz des éléments de Sp et de Sp s sont les mémes. D’apres le théoréme d’Ascoli,
I’ensemble Sp e est compact pour la topologie de la convergence uniforme. On en
déduit 'existence d’'un élément f' € Sper, et donc d'un élément f € S, de constante
de Lipschitz C, minimale. O]

5.5.2 Cas ou p(I'y) admet zéro ou deux points fixes dans OH?

Commencgons par démontrer le théoréme 5.1.1 dans le cas le plus intéressant, a
savoir le cas o p(I'g) admet zéro ou deux points fixes dans OH?.

Proposition 5.5.3. Soient u : SLy(R) — RT une projection de Cartan, Ty un sous-
groupe convexe cocompact de SLa(R) et p : I'g — SLo(R) un morphisme de groupes
tel que p(T'y) admette zéro ou deuz points fives dans OH?. Si p est admissible, il existe
des constantes C < 1 et C' > 0 telles que pour tout v € I'y on ait

u(p(v)) < Culy) +C".

Comme précédemment, pour tout sous-groupe convexe cocompact Iy de SLy(R)
et pour tout morphisme de groupes p : I'y — SLy(R), notons C, la borne inférieure
des constantes de Lipschitz d’applications p-équivariantes de Hf, dans H?. Fixons
une projection de Cartan u : SLy(R) — R et notons C/' la borne inférieure des
réels t > 0 tels que 'ensemble {u(p(v)) — tu(y), v € o} C R soit majoré; elle ne
dépend pas du choix de u (¢f. paragraphe 1.4.3).

Remarque 5.5.4. On a Ch < C,,.

En effet, on peut supposer que u(g) = d(xo,g - z9) pour un certain zy € Hf (cf.
paragraphe 1.4.4). D’aprés le lemme 5.5.1 il existe une application p-équivariante
f:H;, — H? qui est lipschitzienne de constante C, > 0 minimale. Pour tout v € Iy
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u(p(v)) = d(zo, p(7) - o)
< d(zo, f (xo)) d(f(x0), p(7) - f(0)) + d(p(y) - f(x0), p(7) - 20)
= d(f(xo), f(v - m0)) + 2d(x0, f(20))
< C’pd(ato, - xg) + 2d(zo, f(x0))

Cp () + 2 d(wo, f(20))-

Le lemme suivant est une conséquence de la proposition 5.4.1, et donc a fortiori
du théoréme 5.1.3.

Lemme 5.5.5. Soient 1 : SLa(R) — R wune projection de Cartan, Tg un sous-
groupe convexe cocompact de SLy(R) et p : 'y — SLa(R) un morphisme de groupes
tel que p(Ty) admette zéro ou deux points fizes dans OH?. Si C, > 1, il existe une
suite (v,) € (Do)N telle que la suite (u(p(vn)) — Cope(n))nen soit bornée et telle que
(Yn) — 400 ; en particulier on a Ct = C,,.

Démonstration. On peut supposer que 1(g) = d(zg, g-zo) pour un certain zo € Hf,
(cf. paragraphe 1.4.4). D’aprés le lemme 5.5.1, il existe une application p-équivariante
f: H%O — H? qui est C,-lipschitzienne. Supposons C, > 1. D’aprés la proposi-
tion 5.4.1, il existe une suite ([z,,, 2},]),>1 de segments géodésiques de Hf, de longueur
tendant vers 'infini et sur lesquels f est affine de constante C,. Soit

D={zeH}, dz,z) = ?ellr% d(z,v - x0)}

le domaine fondamental de Dirichlet de Hf, associé & x¢ ; notons d > 0 son diamétre.
Comme f est p-équivariante, quitte a remplacer [z, z]] par un translaté par 'y, on
peut supposer x,, € D pour tout n > 1. Pour tout n > 1, soit ~, € I'y tel que
x, €Y, -D.Ona

d(x0> :L'n) + d(:l}n, n) + d( Ly In :CO)

w(yn) = d(zo,¥n - To) <
< d(xp, ) +2d

et
1(p(vn)) = d(zo, p(n) - o)
> d(f(wn), f(2,)) — d(z0, f(20)) — d(f(x0), [ (%))
—d(f (), p(yn) - f(20)) = d(p(7n) - f(@0), p(7n) - w0)
> C,d(xn, ;) — 2d(xo, f(x0)) — 2C,d,
d’ou

1w(p(1m)) = Cppyn) — 2d(wo, f(20)) —4C,d

pour tout n > 1. Ainsi, la suite (u(p(7n)) — Cpit(n))nen est minorée. D’aprés la
remarque 5.5.4, elle est majorée. De plus on a

d(xy, x,,) — d(z0, n) — d(7,, Yo - To)
d(zp, z)) — 2d — 400,

() = (2o, Yn - To) >
>
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donc la suite (7,) convient. On en déduit I'inégalité C% > C,. D’aprés la remarque 5.5.4,
c’est une égalité. O]

Le lemme 5.5.5 implique la proposition 5.5.3. En effet, si C, > 1, il affirme
existence d’une suite (7,) € (o) telle que la suite (u(p(vn)) — p(Vn))nen soit
minorée et telle que p(vy,) — +oo, ce qui prouve que p n’est pas admissible. Par
conséquent, lorsque p est admissible on a C, < 1, d’'ou €' < 1 toujours d’apres le
lemme 5.5.5.

5.5.3 Cas ou p(I'y) admet un unique point fixe dans OH?

Démontrons une version plus précise du théoréme 5.1.1 lorsque p(I'g) admet un
unique point fixe dans OH?, c’est-a-dire lorsqu’il est soit virtuellement unipotent,
soit résoluble mais non virtuellement abélien. Comme précédemment, pour toute
projection de Cartan g : SLy(R) — R, tout sous-groupe convexe cocompact 'y
de SLy(R) et tout morphisme de groupes p : I'y — SLa(R), on note C} > 0 la borne
inférieure des réels ¢ > 0 tels que I'ensemble {u(p(7y)) — tu(y), v € T'o} C R soit
majoreé.

Proposition 5.5.6. Soit G = KATK une décomposition de Cartan de G = SLy(R).
Notons j : G — R* la projection de Cartan associée et soit B = A x U un sous-
groupe de Borel de G contenant A. Pour tout sous-groupe convexe cocompact Iy de G
et tout morphisme de groupes p : I'o — B, on a CI' = Ch ol p, : I'o — A désigne
la projection de p sur A.

La proposition 5.5.6 est valable plus généralement pour un groupe de Lie linéaire
semi-simple réel connexe de rang réel un.

Pour SLy(R), les propositions 5.5.3 et 5.5.6 impliquent que si p : Ty — B est
admissible alors C% = C% <1, ce qui prouve le théoréme 5.1.1 dans le cas ot p(I'g)
admet un unique point fixe dans OH?2.

Lorsque p(I'g) est unipotent, le morphisme p, est constant égal a 1, donc Ch=0
d’aprés la proposition 5.5.6. En particulier, tout morphisme de groupes
p: To — SLy(R) d’image unipotente est admissible. Dans le cas ou I'y est un réseau
cocompact de SLy(IR), nous retrouvons ainsi un résultat de Salein ([Sal], th. 2.1).

L’inégalité C%' > CF résulte immédiatement du lemme suivant.

Lemme 5.5.7. Soit G = KATK une décomposition de Cartan de G = SLy(R).
Notons p : G — R* la projection de Cartan associée et soit B = A x U un sous-
groupe de Borel de G contenant A. Pour tout a € A et toutw € U on a p(au) > p(a).

Démonstration. Soit || - || une norme K-invariante sur R?; notons encore || - || la
norme d’opérateurs associée sur End(R?). Pour tout ¢ € G on a

- col| = pr(9)/2
lgll:= _gmax _ llg -zl = e,

donc il suffit de voir que ||au|| > ||a]| pour tout a € A et tout u € U. Or, ||a|| est la
valeur absolue de la plus grande valeur propre de a. Si U fixe (point par point) la
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droite propre D de a associée a cette valeur propre, alors pour tout x € D tel que
||| =1 on a
lau|| = [lauw-z| = |la-z| = |la]. (5.5.1)

Sinon U fixe (point par point) la droite propre de a~! associée a la plus grande valeur
propre de a™!, et d’aprés (1.4.8) et (5.5.1) on a

plau) = pua™) = pla™ (au™ a™)) > pla™) = pla).
O

Le lemme 5.5.7 est vrai de maniere générale pour les groupes de Lie linéaires
semi-simples réels connexes G de rang réel un : il suffit de remplacer la représentation
naturelle de SLy(R) dans R? par une représentation irréductible de G' dont 1’espace
de plus haut poids est une droite (cf. paragraphe 6.2.2).

Pour démontrer I'inégalité C' > C% dans la proposition 5.5.6, on utilise le résul-
tat suivant, qui est un cas particulier de la proposition 6.5.1 qui sera démontrée au
chapitre 6.

Proposition 5.5.8. Soitent G un groupe de Lie linéaire semi-simple réel connexe
de rang réel un, p : G — RY une projection de Cartan et Ty un sous-groupe
conveze cocompact de G. Pour tout € > 0, il existe une partie finie F. de Iy, une
constante C. > 0 et un voisinage V. C Hom(T'o, G) de Uinclusion naturelle tels que
tout vy € Ty s’écrive v = Yo . .. Yn, 0OU Yo, .-, € Fz, oun < eu(y) + C. et o pour
tout o € V. on a

(o) - chm))\ <euly)+C.

Montrons comment la proposition 5.5.8 implique la proposition 5.5.6.

Démonstration de la proposition 5.5.6. On a vu, lors de la justification de la
remarque 5.5.4, qu’il existe une constante C! > 0 telle que

1(pa(7)) < Cp () +C,

pour tout v € I'y. D’aprés le lemme 5.5.5, on a donc

w(pa(v)) < C¥ u(y)+C,

pour tout v € I'y. Fixons € > 0 et soient F. la partie finie de I'y et C. > 0 la constante
données par la proposition 5.5.8. En utilisant le fait que toute orbite d’un élément
de U sous 'action de A par conjugaison contient 1 dans son adhérence, on obtient
I’existence d’un élément a € A tel que

ulap(y)a™) < plpa(v)) +Co < Chouly) +2C;

pour tout v € F.. D’aprés la proposition 5.5.8, tout élément v € I’y s’écrit v =
Y0 -+ Yy OU Yo, -+, Yn € Fz, 0 n < ep(y) + C- et ou

Zu(%) < (1+e)ply) +C.,
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ce qui implique

w(p() < plap(y)a™) + 2 p(a)

< (Z p(ap(yi)a )+2u()

=0
< (Zu %)) +2C5(n + 1) + 2 (a)
< (Cga(l +e)+2C¢) p(y) + (CF C- 420, (C- 4+ 1) 4 2 p(a)).
Ceci vaut pour tout v € I'y, donc
Ch < Ch(1+¢e)+2C e

En faisant tendre € vers 0 on obtient C¥' < C% . Il 'y a égalité d’apres le lemme 5.5.7.
]

5.6 Longueurs de translation

Cette partie est consacrée aux corollaires 5.1.4 et 5.1.5. Pour tout g € SLy(R), on
note A(g) = inf,cy2 d(, g- x) la longueur de translation de g dans H?; c’est la valeur
absolue du logarithme du quotient des deux valeurs propres de g. Rappelons que si
[y est un sous-groupe discret sans torsion de SLy(R), alors tous ses éléments vy # 1
sont hyperboliques, donc vérifient A(vy) > 0.

5.6.1 Démonstration du corollaire 5.1.4

Le corollaire 5.1.4 est une conséquence immédiate du théoréme 5.1.1 et du résultat
suivant.

Proposition 5.6.1. Soient p : SLy(R) — R une projection de Cartan, Ty un
sous-groupe conveze cocompact sans torsion de SLa(R) et p : I'g — SLa(R) un mor-
phisme de groupes. Notons C) la borne supérieure des quotients N(p(7))/A(y) ot
v € Lo~ {1}, et C}j > 0 la borne inférieure des réels t > 0 tels que [’ensemble
{plp(y)) —tu(y), v € Ty} C R soit majoré. Alors

A
o=,

Démonstration. Pour montrer que C’;\ < C/‘j on utilise le fait que

Mg) = lim = u(g") (5.6.1)

n—+oo N

pour tout g € SLy(R) ([Be2|, cor. 2.5). Plus précisément, soit € > 0. Par définition
de C%, il existe C'" > 0 tel que

p(p(7) = (CF +e)u(y) + ¢ (5.6.2)
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pour tout v € T'y. Soit v € I'y. En appliquant (5.6.2) a 4", en divisant par n et en
faisant tendre n vers 400, on obtient

Ap(y)) < (CF +¢) A(v)

d’aprés (5.6.1). On en déduit C} < C% + <. En faisant tendre e vers 0 on obtient
) <.

Pour montrer que C' < Cg‘ on distingue deux cas selon le nombre de points fixes
de p(Ty) dans OH?. Supposons tout d’abord que p(I'y) admet zéro ou deux points
fixes dans OHZ. Si p(Ty) est Zariski-dense dans SLy(R), alors d’aprés [AMS1], th. 4.1,
et [Be2], lem. 2.2.1, il existe une partie finie ' de I'y et une constante Cy > 0 vérifiant
la propriété suivante : pour tout v € Iy il existe f € F tel que

|1(p(vf)) = Mp(rf))| < Co. (5.6.3)

Si p(Iy) est conjugué a un sous-groupe du normalisateur des matrices diagonales,
alors (5.6.3) reste valable pour une certaine constante Cy > 0 et un certain en-
semble F' de cardinal < 2. Enfin, si p(I'y) est borné, alors A(p(I'g)) = {0} et u(p(Iy))
est majoré par une certaine constante Cy > 0, donc (5.6.3) reste valable avec F' = {1}.
Dans les trois cas, pour tout v € I'g et tout f € F vérifiant (5.6.3) on a

wp(vf)) + ulp(f))
Ap(vf)) + Co + u(

w(p(y))
p(f))

VAN VAN VAN VAR VAN VAN
A

ol 'on a posé

C'=Cy+ max (Cou(f) +pp(f))) = 0.

Ceci prouve que C1' < C;‘ lorsque p(T'y) admet zéro ou deux points fixes dans OH?Z.
Supposons a présent que p(I'y) admet un unique point fixe dans OH2. Soit SLy(R) =
K AT K la décomposition de Cartan associée a p. Quitte a conjuguer on peut suppo-
ser p(I'g) inclus dans un sous-groupe de Borel de SLy(R) contenant A. Notons p, la
projection de p sur A. D’aprés ce qui précéde (cas de deux points fixes dans OH?),
ona Ck < C2 . Or, pour tout v € Iy on a A(pa(7)) = A(p(7)), donc C) = C7. De
plus, d’apres la proposition 5.5.6 on a C%' = Ch , d'ou Cf < C’;‘. n

5.6.2 Distances asymétriques sur 1’espace de Teichmiiller

Le corollaire 5.1.5 résulte immédiatement du lemme 5.5.5 et de la proposition 5.6.1.
Comme nous ’avons mentionné dans I'introduction, dans le cas d’un réseau cocom-
pact sans torsion I'g de SLy(R), il généralise un résultat de Thurston sur I'espace de
Teichmiiller de la surface compacte T'g\H?. Précisons ceci.
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Soient Ty un réseau cocompact sans torsion de SLy(R) et M = T'o\H? la surface
quotient. On voit ici 'espace de Teichmiiller 7 (M) de M comme ’ensemble des
classes d’équivalence de structures hyperboliques complétes sur M pour la relation
“étre tirée en arriére par un homéomorphisme de M isotope a l'identité”.

Pour toutes structures hyperboliques complétes h et h' sur M, la borne infé-
rieure des constantes de Lipschitz d’homéomorphismes ¢ : (M,h) — (M,h') ho-
motopes a 'identité ne dépend que des classes [h] et [h'] de h et h' dans T(M);
notons-la ¢([h], [A']). On voit facilement que ([h], [A']) > 1, avec égalité si et seule-
ment [h] = [A'] (|[Thu|, prop. 2.1). De plus, on a ¢(h,h") < {(h, k') - £(R',h") pour
tous [h], [I], [h"] € T (M), mais en général £(h, h') # ¢(I, h) : Papplication L = log(¢)
est une distance asymétrique sur T (M).

Soit g € M un point-base ; le groupe I'y s’identifie au groupe fondamental 7 (M, xo).
Pour toute structure hyperbolique compléte h sur M et tout élément v € Ty~ {1} =
m (M, zo)~{1}, notons long,,(v) > 0 la plus petite longueur pour h d’un lacet dans la
classe d’homotopie libre de 7 ; elle est atteinte par I'unique géodésique fermée pour h
dans la classe d’homotopie libre de 7. Ceci définit une application long;, qui ne dépend
que de [h] € T(M). Pour tous [h], [k'] € T (M), on note k([h], [#']) la borne supérieure
des quotients long,, (7)/long,, (), ot v € To {1} = m (M, zo) \ {1}. D’apres [Thu],
th. 3.1, I'application K = log(k) est une distance asymétrique sur T (M).

D’aprés [Thul, th. 8.5, on a K = L : les deux distances asymétriques sur T (M)
sont les mémes. Ce résultat est un cas particulier de notre corollaire 5.1.5, corres-
pondant au cas ol I'y est cocompact et p injectif d’image discréte.

5.7 Déformation des variétés anti-de Sitter compactes
de dimension trois

Dans cette partie nous rappelons la démonstration “classique” du corollaire 5.1.7,
qui s’appuie sur la complétude des variétés anti-de Sitter, puis nous donnons une
nouvelle démonstration de ce corollaire, comme conséquence du théoréeme 5.1.1 et de
la proposition 5.5.8. Cette nouvelle démonstration a ’avantage de ne pas utiliser la
complétude, ce qui nourrit I’espoir de 'adapter un jour a d’autres situations ot ’on ne
dispose pas de résultat de complétude. Nous démontrons en fait le corollaire 5.1.6, qui
se place dans le cadre plus général des sous-groupes convexes cocompacts de SLy(R).

5.7.1 Le corollaire 5.1.7 du point de vue des (G, X)-structures

Soient G un groupe de Lie réel, X un espace homogéne sous G et M une variété.
Rappelons qu'une (G, X)-structure sur M est la donnée d’un atlas de cartes a va-
leurs dans X tels que les changements de cartes correspondent a des éléments de G.
Soit M un revétement universel de M. La donnée d'une (G, X)-structure sur M est
équivalente a la donnée d’un morphisme de groupes h : m (M) — G appelé holono-

mie et d’un difféomorphisme local h-équivariant D : M — X appelé développante.
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Le couple (h, D) est bien défini modulo 'action de G par

g-(h,D) = (gh(-)g~ ", g D).

Une variété munie d'une (G, X)-structure est naturellement appelée (G, X)-variété.
Elle est dite compléte si sa développante est un revétement, ou, de maniére équiva-
lente, si M s’identifie comme (G, X )-variété a un quotient de la forme I'\ X, ou I" est
un sous-groupe discret de G agissant proprement sur X.

Comme au paragraphe 0.1.2, pour tous p, ¢ € N, posons S = O(p+1,¢q)/O(p, q)
et H? = O(p,q+1)/O(p, q). A une isométrie et a la renormalisation de la métrique
preés, les variétés pseudo-riemanniennes de signature (p, ¢) et de courbure sectionnelle
constante > 0 (resp. < 0) sont les (O(p+1, q), SP9)-variétés (resp. les (O(p, g+1), HP?)
-variétés). De plus, pour ces variétés les notions de complétude géodésique et de
complétude au sens des (G, X)-variétés coincident (cf. [Gol| par exemple).

Comme l'espace anti-de Sitter AdS® = H>' = 0(2,2)/0(2,1) s’identifie & l'es-
pace homogene (SLy(R) x SLa(R))/Asr,m) (cf- paragraphe 2.4.3), les variétés anti-
de Sitter de dimension 3 sont les (G, X)-variétés pour G = SLy(R) x SLy(R) et
X = (SLa(R) x SLa(R))/Agr,(r). Lorsqu’elles sont compactes, de telles variétés sont
toujours complétes : en effet, Klingler [Kli| a établi la complétude des variétés lorent-
ziennes compactes de courbure sectionnelle constante. Ce résultat de complétude est
non trivial : le théoréme de Hopf-Rinow, qui affirme que toute variété riemannienne
compacte est compléte, est faux en général pour les variétés pseudo-riemanniennes
compactes, et méme pour les variétés lorentziennes compactes.

Posons G = SLy(R) x SLy(R) et X = (SLa(R) x SLy(R))/Agp,r), et soit T
un sous-groupe discret sans torsion de GG agissant proprement et cocompactement
sur X. Notons M = I'\X la variété anti-de Sitter compacte correspondante. Son
morphisme d’holonomie A € Hom(m (M), G) est obtenu en composant la surjection
canonique 7 : m (M) — I' avec I'inclusion naturelle ¢ de I" dans G. Tout morphisme
¢ € Hom(I', G) proche de ¢ induit un morphisme ¢ o 7 € Hom(m (M), G) proche
de h. On utilise alors un principe, dii & Ehresmann, selon lequel tout morphisme
h' € Hom(m (M), G) suffisamment proche de h est ’holonomie d’une certaine (G, X)-
structure sur M. D’aprés le résultat de complétude de Klingler, cette (G, X)-structure
est compléte. Ainsi, pour tout élément ¢ € Hom(T', G) suffisamment proche de i la
variété M est diffeomorphe a (pom)(m (M))\X, c’est-a-dire & p(I")\ X. On en déduit
que 'action de p(I') sur X est encore libre, propre et cocompacte.

5.7.2 Le corollaire 5.1.7 comme conséquence du théoréme 5.1.1

Montrons a présent comment le théoréme 5.1.1 et la proposition 5.5.8 impliquent
le corollaire 5.1.6. Le corollaire 5.1.7 est une conséquence immédiate de ce corollaire
et de la description des sous-groupes discrets sans torsion de SLo(R) x SLy(R) agissant
proprement et cocompactement sur SLy(R) par multiplication a gauche et a droite,
donnée au début de la partie 5.1.

Démonstration du corollaire 5.1.6. D’aprés le théoréeme 5.1.1, il existe des
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constantes C' < 1 et C" > 0 telles que pour tout v € I'y on ait

u(p(7)) < Culy) +C" (5.7.1)

Soit € €]0, %] assez petit pour que

C+2(C+C +2)e < L

Soient F. C Iy l'ensemble fini, C. > 0 la constante et V. C Hom(Iy, SLy(R))
le voisinage de linclusion naturelle donnés par la proposition 5.5.8. Soit
V C Hom(I'y, SLy(R)) le voisinage de I'inclusion naturelle formé des éléments o € V.
tels que p(o(y)) > p(y) — 1 pour tout v € F;, et soit W C Hom(I'y, SL2(R)) le voi-
sinage de p formé des éléments 7 € Hom(T'y, SL2(R)) tels que pu(7(7y)) < p(p(y)) +1
pour tout v € F.. Fixons un élément (o,7) € ¥V x W. D’aprés la proposition 5.5.8,
tout élément y € T'g s’écrit v = y9... Y, OU Y0, .., V0 € FL, ou n < ceu(y) + Ce, ou

() - > ul)| < =) +C (5.7.2)
et ou .
(o) = Y- nlo ()| < cn(r) + C (5.73)

D’apreés (1.4.9), par définition de W et d’apres (5.7.1) et (5.7.3) on a alors

pr(@) < Yonrt) < (P ulpt)) + (n+ 1)

IN

C(3ome0) + (4 D+

IN

C( X nlo() +(C +2)n+1)

Cu(o(1) + (C + C' + 2)e u()
+(CC. + (C"+2)(C- + 1)). (5.7.4)

IN

Or, d’apres (5.7.2) et (5.7.3) on a

u(y) = (u(v)—Zu(%))Jr (1(v) — plo ()

< 2% ) + lo (1)) + 202 + (n+ 1)
< Bep(y) +pu(o(y) +3C-+1, (5.7.5)
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d’on, sachant que ¢ < 1/6,

n(y) < 2u(o(v)) + (6C: +2). (5.7.6)

De (5.7.4) et (5.7.6) on tire finalement, sachant que ¢ < 1/2,
() < Corplo(7) + (C+C"+2)BC+1) + CC.+ (C"+2)(Cc +1), (5.7.7)

ou Cpr = C +2(C + C'"+ 2)e < 1. De plus, comme I'y est discret dans SLy(R)
et comme 'application p est propre, (5.7.5) implique que le noyau de o est fini et
que o(I'g) est discret dans SLy(R). Comme Iy est sans torsion, o est injectif. Si I'y
est cocompact dans SLy(R), alors o(I'y) l'est aussi par un argument de dimension
cohomologique (cf. paragraphe 6.5.4). Enfin, le morphisme 700! : 0(Ty) — SLy(R)
est admissible d’aprés (5.7.7). O

5.8 Appendice : rappels et calculs de géométrie hy-
perbolique

Dans tout l'appendice, T'(a,b,c,«, 3,7) désigne un triangle géodésique de H?
dont les longueurs des cotés sont a, b, ¢, et dont 'angle opposé au coté de longueur a
(resp. b, resp. ¢) est « (resp. (3, resp. 7).

5.8.1 Un peu de trigonométrie hyperbolique

Commencons par rappeler la version hyperbolique du théoréme d’Al Kashi, qui
affirme que pour tout triangle géodésique T'(a, b, c,a, 3,7) de H?, on a

cha = (chb)(chc) — (cos a)(shb)(she). (5.8.1)

En particulier, a est entiérement déterminé par b, ¢ et a. Voici une conséquence
immeédiate de cette formule.

Corollaire 5.8.1. Soient T'(a,b,c,a, 5,7) et T'(a', 0, a/, 5,7 deux triangles géo-
désiques de H2. Sib=1V,c=c etd > a, alors o/ > a.

En appliquant deux fois (5.8.1) on voit que pour tout triangle géodésique

T(a,b,c,, 3,7) de H? tel que a = Z, on a

cos B = (5.8.2)



5.8.2 Divergence des géodésiques en courbure négative

Rappelons le théoréeme de Toponogov, qui traduit la divergence des géodésiques
en courbure négative. Dans H?, il s’énonce ainsi ([BrH|, lem. I1.1.13).

Lemme 5.8.2. Soient T'(a,b,c,c, B,7) et T(a',V, ¢, d/, 3,7) deux triangles géodé-
siques de H2. Supposons qu’il existe C > 1 tel que b’ = Cb et ¢ = Cc et que o/ = a.
Alors o' > Ca, et l'inégalité est stricte si C' > 1 et a ¢ {0,7}.

Voici une conséquence immédiate du lemme 5.8.2 et du corollaire 5.8.1, que nous
utilisons dans les démonstrations du lemme 5.2.3 et du lemme 5.3.11.

Corollaire 5.8.3. Soient T'(a,b,c,a, 5,7) et T'(a', 0, a/, 5,7 deux triangles géo-
désiques de H?. Supposons qu’il existe C > 1 tel que b/ = Cb et ¢ = Ce. Si o' > a,
alors a’ > Ca, et l'inégalité est stricte si C > 1 et a ¢ {0, 7}, ou bien si o/ > a.

5.8.3 Un passage a la limite

D’aprés le corollaire 5.8.3, si T'(a,b,c,«, 53,7) et T(a b’ d,a,3,4") sont deux
triangles géodésiques non plats de H? vérifiant %/ = % =< =CouC >1 (resp.

ou C < 1), alors o < « (resp. o > «). Le lemme suivant affirme toutefois que si ¢
est trés petit et b pas trop petit, alors o/ n’est pas trés différent de a.

Lemme 5.8.4. Soient (T(ayn, by, Cny 0, By Yn))nen et (T'(al,, b n,%))ngN

deux suites de triangles géodésiques non plats de H? vérifiant 2= W — b;I = =C,

bn, Cn

pour toutn € N, C,, - C >0,b, > R>0 etc, —0. Alorsonaoc — o, — 0.

Démonstration. Pour tout n € N, écrivons a,, = b, + t,c,, ou t, € [—1,1]. Com-
mencons par remarquer que

ch(a,) = ch(b, + t,c,) = ch(b,) ch(t,c,) + sh(by,) sh(t,c,),
ce qui implique, avec (5.8.1),

ch(by,) ch(c,) — ch(ay,)

o8 dn Sh(by) sh(c)
ch(b,,) ) (Ch(CN) - Ch(tncn)) _ sh(t,cn)
sh(by,) sh(cn) sh(cy)

De méme, on a

ch(b,) (ch(d,) — ch(tad,)) _ sh(tacy,)
sh(b;,) sh(cy) sh(c,) -

/o
cos o, =

D’une part, on a

ch(b,) ch(R) ch(b,)  ch(Cyby,) ch(CR)
Sh(b,) sh(R) U Sh(b,)  sh(Cuby)  Sh(CR)
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D’autre part, lorsque x — 0, on a ch(z) =1+ % + o(z?) et sh(x) ~ x, donc

(ch(cn) - ch(tncn)) (ch(c’n) - Ch(tncil))
sh(cy) —0 ot sh(c,) -

On obtient également

sh(tnen)  sh(tnc,)  sh(tnc,)  sh(Cutncy)

— = — — 0.
sh(cy) sh(c)) sh(cy) sh(Che)
Finalement, on trouve
cos o, — cosa, — 0,
d’ott av, — @, — 0 d’aprés l'inégalité des accroissements finis. ]

En utilisant le corollaire 5.8.1, on obtient le résultat suivant, que nous utilisons
dans la démonstration du lemme 5.3.11.

Corollaire 5.8.5. Soient (T (an, by, Cny 0y By Yn) Jnen €t (T'(al,, b, al B A ) nen

n? n? 'rL7
deux suites de triangles géodésiques non plats de H? vérifiant 2= < Z—" =2 =0,
pour tout n e N, C,, - C >0, b, - R>0 et c, — 0. Alors les valeurs d adherence
de la suite (o, — ay)nen sont toutes négatives.

5.8.4 Une minoration uniforme

Dans la démonstration du lemme 5.4.4, nous utilisons le résultat suivant, qui est
spécifique a la courbure négative.

Lemme 5.8.6. Pour tous réels r, R > 0, il existe un réel € > 0 tel que pour tout tri-
angle géodésique non plat Conv({x,x',2"}) de H? vérifiant d(z', 2")—e < d(z,2') < R
et d(x,z") > r, le projeté orthogonal y de x" sur la droite géodésique (x,x") vérifie
[z,y] N [z, 2] # {x} et d(z,y) > e.

Démonstration. Fixons des réels r, R > 0. Soient x,2’, 2” des points deux a deux

distincts de H2. Posons a = d(z’,z"), b = d(x,2"), ¢ = d(z,2'), a = L (2, 2"),

et supposons b > r et ¢ < R. Notons y le projeté orthogonal de z” sur la droite

géodésique (x, ") et posons d = d(z,y). Démontrer que [z, y| N[z, 2] # {z} équivaut

a démontrer que o < 7. En appliquant (5.8.1) au triangle Conv({z, ', 2"}) on trouve
ch(b) ch(c) — ch(a)

cosa = ) she) (5.8.3)

Si a < ¢, alors ch(a) < ch(c) < ch(b) ch(c), donc cosa > 0, i.e. o < 5. Sinon on a

ch(a) = ch(c)ch(a —¢) + sh(c)sh(a — ¢)
< ch(e)(ch(a — c) + sh(a — ¢)),
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donc pour que o < 7 il suffit que ch(a — ¢) 4 sh(a — ¢) < ch(r). Par continuité

de ch et sh en 0, il existe & > 0 tel que ceci soit vérifié dés que a — ¢ < ¢’. En
appliquant (5.8.2) au triangle Conv({z,y,z"}) on trouve

~—

Cosa =

th(d
b

hD) (5.8.4)

—+

~—

De (5.8.3) et (5.8.4) on tire

th(d) = th()) (ch(b) ch(c) — ch(a))
1

th(c) <1 ch(b) ch(c
1 1 ch(a)

th(R) 1 () ch(c))’
0

>

car les fonctions ch et th sont croissantes. Pour tout € >
il suffit donc de montrer que

, pour montrer que d > ¢

b (o) < ch(r)(1 — th(e) th(R)).

Comme ch et th sont croissantes, pour démontrer le lemme 5.8.6 il suffit de voir qu’il
existe ¢ €]0,¢’] tel que

ch(z +¢)
— 2 <ch 1 —th(e)th(R
(1) < aufr) (1 - h(e) ()
pour tout z € [0, R]. Mais pour tout € > 0, 'application x — C}éf(;r)s ) est croissante
donc il suffit de voir qu’il existe € €]0,€’] tel que dég(%;{f) < ch(r)(1 — th(e) th(R)).
Cela résulte de la continuité de ch en R et de th en 0. O

5.8.5 Quelques remarques sur les applications lipschitziennes

Dans les démonstrations des théorémes 5.3.2 puis 5.1.3, nous utilisons plusieurs
fois les remarques suivantes.

Remarques 5.8.7. Soit f : H?> — H? une application lipschitzienne de constante C.
1. Sid(f(x), f(z") = Cd(z,2") > 0, alors f est affine de constante C' sur le
segment géodésique [z, z'].
2. SiC=1etsid(f(x;), f(x;)) = d(x;,x;) pour tous i, j, alors la restriction de f
a Conv({xy1,xo,x3}) est une isométrie.

3. Sid(f(@), f(s:)) = Cdlw, ), si d(f (@), f(s7)) = Cd(z,s;) et si f(s:), f (), f(s;)
sont alignés dans cet ordre, alors s;,x,s; sont alignés dans cet ordre et f est
affine de constante C' sur le segment géodésique [s;, S;].
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4' Si d(f(x1>7 f(xQ)) = Cd(xth)? st d(f(x3)7 f(l’4)) - Cd<x37 (L’4> et Si]xla l’g[ﬂ]l’g, 1’4[
est un intervalle ouvert non trivial, alors f est affine de constante C' sur
[{El, IQ] U [Zlfg, l‘4].

Dans la démonstration du lemme 5.4.4, nous utilisons également le lemme suivant.

Lemme 5.8.8. Soit f : H?> — H? une application lipschitzienne de constante C.

1. Supposons C > 1 et soient x,x’, s, s, € H? tels que d(f(z), f(z')) = Cd(z, ")
et d(f(s1), f(s2)) = Cd(s1,s2). Alors |z, 2'[N]s1, so| est un intervalle ouvert.

2. Supposons C =1 et soient x,x’, sy, so, 53 € H? tels que d(f(x), f(2)) = d(x,2")
et d(f(si), f(s;)) = d(si,s;) pour tous i,j. Si [x,2'] N Conv({s1, s2,s3}) # 0,

alors la restriction de f a Conv({z,2’, s1, s2,S3}) est une isométrie.

Démonstration.

1. Supposons qu’il existe &’ €]z, 2’[N]s, so[. Si l'on pose

F = {(ZE, 81)7 (817 Il)ﬁ (l‘/, 82)7 <82’ ZE)},

> LZolyy) =2

(y,y")eF

alors

et

> Zian(fW), F)) < 2m,
(yy)er

donc il existe (y,y") € F tel que Ly (f(y), f(Y)) < Zan(y,y'). D’autre part,
d’aprés la remarque 5.8.7.1 on a d(f(2"), f(y)) = Cd(z",y) et d(f(z"), f(V)) =
Cd(x",y'). Par conséquent, d’apres le corollaire 5.8.3, les points z”,y, vy’ sont
alignés, et donc |x,2'[N]s1, s2[ est un intervalle ouvert.

2. D’aprés les remarques 5.8.7, la restriction de f a [z, 2'] (resp. & Conv({sy, 2, 53}))
est une isométrie. Supposons que [z, '] N Conv({s1, s, s3}) # 0 et que [z, 2] ¢
Conv({s1, s2,53}) (sinon c’est fini!). Quitte a renuméroter, on peut supposer
qu'il existe 2" € [z, 2'] N [s1, 2], et l'on a alors d(f(z"), f(y)) = d(z”,y) pour
tout y € {z, 2/, s1, s2}. Posons F = {(z, 1), (s1,2'), (¢/, s2), (s2, ) }. Pour tout
(y,y') € F, d’aprés le corollaire 5.8.3, comme f est 1-lipschitzienne, on ne peut
pas avoir Zsn (f(y), f(Y')) > ZLen(y,y'). Comme

Z 493" (ya y/) = 27T

(y.y")eF

et

> i (fw), f() = 2r,

(y,y")eF

on en déduit £y (f

v), f(y) = Zuw(y,y') pour tout (y,y’) € F. Comme de
plus d(f(z"), f(y )) et (

(
d(z",y) et d(f(z"), f(y)) = d(", ), onad(f(y), f(y)) =
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d(y,y') (comme conséquence immédiate de (5.8.1)), et donc la restriction de f
a Conv({z”,y,y'}) est une isométrie d’aprés la remarque 5.8.7.2. Ainsi, la res-
triction de f a Conv({z,2’, s1,s2}) est une isométrie.

Si 2’ € Conv({s1, s2,s3}), alors Conv({x, 2, 51, 59, 53}) = Conv({x, s1, S2, S3})
est I'union des triangles géodésiques Conv({z, s1, s2}) et Conv({s1, s2, s3}), sur
lesquels f est une isométrie. On en déduit que les longueurs des cotés et les
angles du quadrilatére Conv({z, s1, s9, s3}) sont invariants par f, et donc que
f est une isométrie sur ce quadrilatére, c’est-a-dire sur Conv({z, 2’, s1, s2, S3}).
Si 2’ ¢ Conv({sy, s2, s3}), alors, quitte & renuméroter, on peut supposer que
[z, 2'] N [s1, 3] # 0. Le méme raisonnement que ci-dessus montre alors que la
restriction de f & Conv({x,2’,s1,s3}) est une isométrie. Le polygone géodé-
sique Conv({x,’, s1, $2, s3}) est 'union des quadrilatéres Conv({z, 2, s1, s2})
et Conv({x,2', s1,$3}), sur lesquels f est une isométrie. On en déduit que les
longueurs des cotés et les angles du polygone Conv({z, ', s1, s9, $3}) sont in-
variants par f, et donc que f est une isométrie sur ce polygone.

]
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Chapitre 6

Déformation d’actions propres sur
des espaces homogeénes réductifs sur
un corps local

6.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons encore une fois & des problémes de dé-
formation de quotients compacts d’espaces homogeénes réductifs G/H sur un corps
local. Commencons par énoncer notre résultat principal dans le cadre des groupes de
Lie réels.

6.1.1 Deéformation de quotients compacts dans le cas réel

Soient G un groupe de Lie réel linéaire réductif et H un sous-groupe fermé ré-
ductif. Dans tous les exemples connus, lorsque G/H admet un quotient compact, il
existe un sous-groupe fermé réductif L de GG qui agit proprement et cocompactement
sur G/H. Par exemple, L = U(n, 1) agit proprement et transitivement sur I’espace
anti-de Sitter H*"! = O(2n,2)/0(2n,1) (c¢f. partie 6.6). Tout réseau cocompact sans
torsion I d'un tel groupe L agit librement, proprement et cocompactement sur G/H ;
nous dirons que le quotient compact I'\G/H correspondant est standard. Notons que
L admet toujours des réseaux cocompacts sans torsion d’aprés [Bol|. Kobayashi et
Yoshino ont conjecturé que tout espace homogene réductif G/H admettant des quo-
tients compacts en admet des standard (|[KY], conj. 3.3.10); cette conjecture reste
ouverte.

Bien str, il peut également exister des quotients compacts non standard : c¢’est
le cas par exemple pour les espaces homogenes de la forme (G x G)/Ag qui font
I’objet des chapitres précédents de cette thése. Mais en général on ne connait que des
exemples standard. Afin d’en construire de non standard, il est naturel, étant donné
un sous-groupe réductif L de G agissant proprement et cocompactement sur G/H,
de déformer légérement dans G des réseaux cocompacts sans torsion I' de L et de
voir s'ils restent discrets dans G et si leur action sur G/H reste libre, propre et
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cocompacte. Lorsque L est de rang réel > 2 et I' irréductible, c¢’est toujours le cas,
car le théoréme de super-rigidité de Margulis ([Ma3], cor. IX.5.9) implique alors la
rigidité locale de I" dans GG. Dans ce chapitre, nous montrons que c’est également le
cas lorsque L est de rang réel un.

Théoréme 6.1.1. Soient G un groupe de Lie réel linéaire réductif, H et L deuz sous-
groupes fermés réductifs de G. Supposons que rangg(L) = 1 et que L agit proprement
et cocompactement sur G/H. Pour tout réseau cocompact sans torsion I' de L, il
existe un voisinage U C Hom([', G) de linclusion naturelle formé de morphismes
injectifs et tel que pour tout o € U, le groupe o(I") soit discret dans G et agisse
proprement et cocompactement sur G/H.

Comme aux chapitres 4 et 5, on note Hom(I", G) ’ensemble des morphismes de
groupes de I' dans GG, muni de la topologie compacte-ouverte. Dans le cas réel, le
fait que ¢(I") reste discret dans G pour tout ¢ € Hom(I', G) suffisamment proche de
I'inclusion naturelle est un résultat général de Guichard ([Gui|, th. 2).

Le théoréme 6.1.1 améliore un résultat de Kobayashi ([Kob|, th. 2.4) qui se restrei-
gnait aux morphismes de la forme v — v (y) ou ¢ : I' = Z5(L) est un morphisme
de groupes a valeurs dans le centralisateur de L dans G.

Voici, d’aprés [KY], cor. 3.3.7, une liste de triplets (G, H, L) auxquels le théo-
réme 6.1.1 s’applique :

1. (SO(2n,2),S0(2n,1),U(n,1)) pour n > 1,

2. (SO(2n,2),U(n,1),50(2n,1)) pour n > 1,
3. (U(2n,2),Sp(n,1),U(2n,1)) pour n > 1,
4. (S0(8,8),S0(8,7),Spin(8, 1)),

5. (SO(8,C),SO(7,C), Spin(7, 1)),

6. (SO*(8),U(1,3),Spin(6,1)),

7. (SO*(8), Spin(6, 1), U(1, 3)),

8. (SO*(8),507%(6) x SO*(2), Spin(6, 1)),

9. (SO(4,4),Spin(4, 3),50(4,1)),

10. (SO(4,3), Ga(2),S0O(4,1)).

Comme mentionné plus haut, nous cherchons a déformer des quotients compacts
standard de G/H en des quotients compacts non standard, plus “génériques”. Le
mieux que nous puissions espérer serait d’obtenir des sous-groupes discrets Zariski-
denses de GG agissant librement, proprement et cocompactement sur G/H. Bien siir,
méme lorsque L est de rang réel un, il n’existe pas toujours de déformation non
triviale de réseaux cocompacts [' de L. Par exemple, quand L est semi-simple, non
compact et sans facteur quasi-simple localement isomorphe & SO(n, 1) ou SU(n, 1),
un résultat de Raghunathan (|[Rag|, th. 1) stipule 'annulation du premier groupe de
cohomologie H(T', g) (o1 g désigne I'algébre de Lie de G), ce qui implique la rigidité
locale de I' dans G' d’aprés Weil [We2].
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Pour (G, H, L) = (SO(2n,2),S0(2n,1),U(n,1)) oun > 2, les réseaux cocompacts
de L ne sont pas localement rigides dans G, mais on ne peut obtenir de quotient
compact non standard de G/H par déformation. Autrement dit, les variétés anti-
de Sitter compactes standard de dimension > 5 ne peuvent étre déformées en des
variétés anti-de Sitter compactes non standard (cf. paragraphe 0.1.3). En effet, la
décomposition de I'algebre de Lie s0(2n,2) en U(n, 1)-modules irréductibles s’écrit

50(2n,2) = su(n,1) @ R @ A*C™H,
ot R = 3(u(n, 1)) est I'algeébre de Lie du centre de U(n,1). D’aprés [Rag], th. 1, on a
HY(T,su(n,1)) = H (I, A>’C"™) = 0,

ce qui implique, d’aprés Weil [We2|, I'existence d’'un voisinage dans Hom(I', G) de
I'inclusion naturelle qui est entiérement formé de morphismes de la forme «y — 1) (7y),
modulo conjugaison, ou ¢ : I' = SO(2n, 2) est un morphisme & valeurs dans le centre
de U(n,1).

En revanche, pour (G, H, L) = (SO(2n,2),U(n,1),SO(2n, 1)) oin > 1, de petites
déformations de réseaux cocompacts de L peuvent fournir des sous-groupes Zariski-
denses dans G (cf. paragraphe 6.6). De telles déformations sont obtenues par une
construction de bending due & Johnson et Millson [JM]. Le théoréme 6.1.1 implique
alors le résultat suivant sur les quotients compacts de l'espace homogéne G/H =
SO(2n,2)/U(n, 1), qui est d’aprés [KY], prop. 3.2.7, un espace symétrique pseudo-
riemanien de signature (2n,n* — 1).

Corollaire 6.1.2. Pour toutn > 1, il existe des sous-groupes discrets I' de SO(2n, 2)
agissant librement, proprement et cocompactement sur SO(2n,2)/U(n, 1) et qui sont
Zariski-denses dans SO(2n, 2).

Jusqu’a présent, I'existence de quotients compacts d’espaces homogeénes réductifs
G/H par des sous-groupes Zariski-denses n’était connue que pour H compact ou
pour G/H de la forme (G' x G')/Ag.

6.1.2 Déformation d’actions propres dans le cas général

D’aprés Chevalley ([Che|, ch. 2, th. 14 et 15), si G est un groupe de Lie réel
linéaire réductif connexe et H un sous-groupe fermé réductif connexe de G, alors G
(resp. H) est la composante connexe de 1'élément neutre (pour la topologie réelle)
de 'ensemble des R-points d’un R-groupe algébrique réductif connexe G (resp. d'un
R-sous-groupe fermé réductif connexe H de G). Par conséquent, le théoréme 6.1.1
est équivalent au résultat analogue ou G, H et L sont les ensembles des R-points de
R-groupes algébriques réductifs connexes.

Nous démontrons la conservation de la propreté par déformation non seulement
pour les R-groupes, mais plus généralement pour les groupes algébriques sur un
corps local quelconque. De plus, nous assouplissons I'hypothéese que I' est un réseau
cocompact sans torsion de L.
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Théoréme 6.1.3. Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique réductif G et H (resp. L) l’ensemble des k-points d’un sous-groupe fermé
réductif H (resp. L) de G. Supposons que rang, (L) = 1 et que L agit proprement
sur G/H. Soit I' un sous-groupe discret de type fini sans torsion de L; si k = R
ou C, supposons I' convexe cocompact. Alors il existe un voisinage U C Hom(T', G)
de l"inclusion naturelle formé de morphismes injectifs et tel que pour tout ¢ € U, le
groupe p(I') soit discret dans G et agisse proprement sur G/H.

Rappelons que pour k = R ou C, un sous-groupe discret de L est dit convexe
cocompact s’il agit cocompactement sur ’enveloppe convexe de son ensemble limite
dans I'espace symétrique de L, cette enveloppe convexe étant supposée non vide. En
particulier, tout réseau cocompact de L est convexe cocompact.

Pour k = R ou C, le théoréme 6.1.1 résulte du théoréeme 6.1.3 et d'un argument
cohomologique da a Kobayashi (cf. partie 6.5.4). Cet argument ne se transpose pas
au cas ultramétrique.

Notons qu’en caractéristique nulle, tout sous-groupe de type fini de L est vir-
tuellement sans torsion d’aprés le lemme de Selberg (|Sel|, lem. 8). Ceci permet de
s’affranchir & moindre frais de I’hypothése “sans torsion” dans ce cas.

6.1.3 Traduction en termes de projection de Cartan

Soient k un corps local, G I'ensemble des k-points d’un k-groupe algébrique
réductif connexe et H un sous-groupe fermé de G. Le critéere de propreté de Benoist
(|Bel], cor. 5.2) traduit la propreté de ’action sur G/H d’un sous-groupe I' de G en
termes d’une projection de Cartan de G. Gréce a ce critére (cf. paragraphe 6.5.4), le
théoréme 6.1.3 découle du résultat suivant.

Théoréme 6.1.4. Soient k un corps local, G l’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique réductif connexe G et L l’ensemble des k-points d’un sous-groupe fermé
réductif L de G de k-rang un. Fizons une projection de Cartan u: G — E* et une
norme || - || sur E. Soit I' un sous-groupe discret de type fini sans torsion de L ; si
k =R ou C, supposons I' convexe cocompact. Pour tout € > 0, il existe un voisinage
U. C Hom(T', G) de linclusion naturelle tel que pour tout ¢ € U. et tout v € T on ait

(7)) — )| < e llu@)II-

6.1.4 Idées des démonstrations

Le coeur du chapitre consiste a démontrer le théoréme 6.1.4. Pour cela, nous
commengons par rappeler dans la partie 6.2 que certaines formes linéaires ¢ sur
sont liées & des représentations (V, p) de G par des relations de la forme

£(u(g)) = log llp(g)ll,

pour tout g € G, ot || - ||,, est une certaine norme fixée sur V. Nous nous ramenons
ainsi & borner des quotients de la forme [|p(¢(Y))|l,. /llo()]l,» ou v € T' . {1} et on
¢ € Hom(I", G) est proche de I'inclusion naturelle de I' dans G.
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Pour borner ces quotients, nous étudions la dynamique de G agissant sur I’espace
projectif P(V'), notamment la dynamique des éléments ¢ € G qui sont prozimauz
dans P(V'). Par définition, de tels éléments g € G admettent un point fixe attractif
et un hyperplan projectif répulsif dans P(V'). Dans la partie 6.3, nous considérons
des produits zi1kszs ... k,z, d’éléments proximaux z; ayant un point fixe attractif
commun z¢ et un hyperplan répulsif commun X, avec des isométries k; telles que
k; - x§ ne soit pas trop proche de X, . Nous mesurons la puissance de contraction
d’un tel produit en fonction des puissances de contraction des z;.

Dans la partie 6.4, nous voyons comment ces considérations dynamiques s’ap-
pliquent aux éléments 7 € T' et a leurs images () par une petite déformation
¢ € Hom(I', G). Nous utilisons pour cela 'idée de Guichard [Gui| d’écrire tout élé-
ment v € ' comme un produit 7 ..., d’éléments d’une partie finie fixée F' de I,
ou 'on controle les normes ||p(v:)|| et ||e(vivie1) — (i) — p(yi41)]| pour tout i.

Dans la partie 6.5, nous réunissons les résultats des parties 6.3 et 6.4 en choisissant
la partie finie F' de I' de maniére judicieuse, afin d’obtenir un controéle fin des quo-
tients |[p(o(7))ll, /llp(7)],, ou encore des réels £(u(p(7)) — p(v)) pour v € T\ {1}
Nous en déduisons le théoréme 6.1.4.

Le dernier paragraphe de la partie 6.5 explique comment les théorémes 6.1.1
et 6.1.3 découlent du théoréme 6.1.4. Enfin, la partie 6.6 est consacrée au corol-
laire 6.1.2 et a la construction de bending de Johnson et Millson évoquée plus haut.

6.2 Sous-groupes paraboliques maximaux et repré-
sentations

Commencons par quelques rappels sur les sous-groupes paraboliques maximaux
des groupes réductifs et sur certaines représentations. Nous reprenons les notations
des préliminaires, et désignons par des lettres gothiques les algébres de Lie des
groupes algébriques (par exemple g pour un groupe algébrique G).

6.2.1 Sous-groupes paraboliques maximaux

Fixons un groupe algébrique réductif connexe G sur un corps local k. Soient
A un k-tore k-déployé maximal de G et Z (resp. N) son centralisateur (resp. son
normalisateur) dans G. Notons @ le systéme des racines restreintes de A dans G et
W = N/Z son groupe de Weyl. Pour tout a € ®, soit U, le sous-groupe unipotent
associé a « : c’est I'unique sous-groupe fermé unipotent normalisé par Z d’algebre
de Lie u, = go D g2a, OU

gin={X €9, Ad(0)(X)=ala)’X Vac A}
pour tout i € {1,2} (|Bo2|, prop. 21.9). Fixons une base A de ®, ce qui définit un

ensemble T de racines restreintes positives. Pour toute partie 6 de A, notons Py le
sous-groupe parabolique standard de G associé a 0, c’est-a-dire le groupe engendré

127



par Z et les U, ou a € &7 U —-N(A \ ) NP, d’algebre de Lie

w=3o(Puw)e( @ ws)

Bed+t BEN(ANOND

Ici, N(A ~\ 6) désigne l'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A \ 0 a
coefficients entiers positifs. Tout k-sous-groupe parabolique P de G est conjugué
sur k & un unique k-sous-groupe parabolique standard ([BoT|, prop. 5.14). En par-
ticulier, les k-sous-groupes paraboliques stricts maximaux de G sont les conjugués
des P, = Py, ot a € A,

Soit @ € A. Comme P, est son propre normalisateur dans G (|BoT], prop. 4.4),
la variété de drapeaur G /P, paramétre I'ensemble des k-sous-groupes paraboliques
conjugués a P,. C’est une variété projective, définie sur k (|BoT], §5.24(ii)). Notons
N, le sous-groupe de G engendré par les U_g ot § € (o« +NA)N®, d’algebre de Lie

Tl; = @ u_g.

BE(a+NA)NP

Soit W, le sous-groupe de W engendré par les réflexions sz : @ +— o — (z,3) 8 de
X (A) ®z R associées aux racines simples § € A \ {a} . On a la décomposition de
Bruhat

G/P.= [] NjuwP,,

ol la sous-variété projective N wP,, est de codimension strictement positive des que
wW,, # W,.

6.2.2 Représentations de G

Soient av € A une racine simple et & sa coracine. Notons w, € X(A) le poids
fondamental associé a o, défini par (wa, @) = 1 et (w,, f) = 0 pour tout 3 € A~ {a}.
D’aprés |Ti2|, th. 7.2, il existe une k-représentation irréductible (p,,V,) de G dont
le plus haut poids restreint x, est un multiple positif de w, et dont le sous-espace de
plus haut poids z est une droite. Le point = € P(V,,) est 'unique point fixe de P,
dans P(V,,). L’application de G/P,, dans P(V,,) qui a gP,, associe p,(g)(x}) est une
immersion fermée. On note A, 'ensemble des poids restreints de (pa, Vi, ), et pour
tout A € A, on note (V,,), le sous-espace de poids associé a A.

Le groupe G admet une décomposition de Cartan G = KATK ou G = KZTK
pour un certain sous-groupe compact maximal K de G. Notons u : G — E* la
projection de Cartan associée. Si k = R (resp. si k = C), il existe un produit scalaire
(resp. un produit scalaire hermitien) K-invariant sur V,, pour lequel les sous-espaces

de poids sont orthogonaux; on note || - ||, la norme euclidienne (resp. hermitienne)
associée. La norme d’opérateurs correspondante || - ||, sur End(V,,) vérifie
1pa(9) ]l = eXer(9) (6.2.1)
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pour tout g € G. Si k est ultramétrique, il existe une norme ultramétrique K-inva-
riante || - [[o sur V, telle que pour tout (vx) € [T e, (Va)a on ait

S

= max[|v;
AEAq

«

et telle que pour tout z € Z et tout A € A, la restriction de p,(z) a (V) soit une
similitude de rapport ¢*) ([Qui], th. 6.1). (On note ici v : Z — E le morphisme
de groupes défini dans la partie 1.2.) La norme d’opérateurs correspondante || - ||
sur End(V,,) vérifie

1pa(9)lla = g9 (6.2.2)

pour tout g € G.

6.2.3 Exemple de SL,

Explicitons les notations précédentes pour G = SL,,, ou n > 2. Soit A le tore des
matrices diagonales de déterminant 1. Le systéme de racines ¢ associé est ’ensemble
des formes linéaires €; — ¢; pour 1 <14,j <neti# j, ou

€ (diag(al, . ,an)) = q,.

Soit A la base de ® formée des racines ¢; — g;.1, ot 1 < ¢ < n — 1. Fixons une
racine simple o = ¢;, — €;,41 € A. Le groupe parabolique P, est défini par I’an-
nulation des coefficients matriciels (i,7) pour 1 < j < iy < i < n. La variété de
drapeaux G/P,, est ici la grassmannienne G(ig,n) des sous-espaces vectoriels de di-
mension ¢y de l'espace affine A". L’algebre de Lie n, est définie par I’annulation des
coefficients matriciels (i, j) pour 1 < i < g et pour ip+1 < 4, j < n. La décomposition

G/Po= [] N,uwP,

est la décomposition de la grassmannienne G(ig,n) en cellules de Schubert. La re-
présentation (p., V) est la représentation naturelle de SL, dans le produit exté-
rieur A®A"™; son plus haut poids est le poids fondamental w, = € + ... + &,
associé & «a. Le plongement de la grassmannienne G(ig,n) dans l'espace projectif
P(V,,) = P(AA"™) est le plongement de Pliicker.

6.3 Dynamique dans les espaces projectifs

Dans cette partie, nous étudions la dynamique de certains endomorphismes de
k-espaces vectoriels dans les espaces projectifs associés, ou k est un corps local. Au
paragraphe 6.3.1, nous commencgons par quelques rappels sur la notion de proxi-
malité. Nous considérons ensuite des produits de la forme zikszo...k,z,, ol les
z; sont des éléments proximaux ayant un point fixe attractif commun x{ et un
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hyperplan répulsif commun X, et les k; sont des isométries telles que k; - z;
ne soit pas trop proche de X, . Nous mesurons la puissance de contraction d'un
tel produit en fonction des puissances de contraction des z;. Au paragraphe 6.3.2
nous considérons un k-groupe algébrique réductif connexe G et appliquons le ré-
sultat du paragraphe 6.3.1 aux représentations (V,, p,) de G introduites au para-
graphe 6.2.2. En utilisant les relations (6.2.1) et (6.2.2), nous obtenons une majo-

ration de |(xa, (g1 ---gn) — 1(g1) — ... — 1(gn))| pour des éléments gi,...,g9, € G
vérifiant certaines propriétés de contraction et de transversalité.

6.3.1 Proximalité dans les espaces projectifs et estimation de
normes

Soient k un corps local et V' un k-espace vectoriel de dimension finie. Fixons une

base (vq,...,v,) de V et munissons V' de la norme || - ||, définie par
>ty = sup |t]. (6.3.1)
1<j<n v Isisn

Nous notons encore | -||,, la norme d’opérateurs correspondante sur End(V'). Munis-

sons espace projectif P(V') de la distance d définie par
d(z1,x2) = inf {|lv] —vs]l,, v € z; et ||oi]|, =1Vi=1,2}.

Rappelons qu'un élément g € End(V') \ {0} est dit proximal s’il posséde une unique
valeur propre de valeur absolue maximale et si cette valeur propre est de multipli-
cité un. (Les valeurs propres de g appartiennent & une extension finie k, de k et I'on
considére ici 'unique extension de la valeur absolue |- | de k & k,.) Si g est proximal,
alors sa valeur propre de valeur absolue maximale appartient a k ; on note x; e P(V)
la droite propre correspondante et X~ I'image dans P(V') de I'unique supplémentaire
g-invariant de z} dans V. Notons que g agit sur P(V') en contractant P(V') \ X
vers x;. Pour € > 0, nous dirons quun élément proximal g € End (V) est e-prozimal
s’il vérifie les deux conditions supplémentaires suivantes :

Lod(z}, X)) > 2,

2. pour tout x € P(V), si d(x, X)) > ¢, alors d(g - v, 7)) < €.
Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.3.1. Soit X; un hyperplan projectif de P(V'), soit xj € P(V) ~ X et
soit € > 0 tel que d(xf,X;) > 2e. Il existe un réel r. > 0 tel que pour toutes
isométries ky, . . ., k, € End(V) vérifiant d(k;-x$, Xy) > 2 pour tout i, et pour tous
endomorphismes e-prozimaus z1, . .., z, € End(V) vérifiant x} = af et X = X

et induisant sur la droite x{ une similitude de rapport ||z||,, pour tout i, on ait

n n
e~ (n=1)7e HHZZHV < HZlk‘QZQ...k’nZnHV < H”ZZHV
i=1 =1
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Démonstration. Comme la norme d’opérateurs || - ||,, sur End(V') est sous-multipli-
cative et comme k; est une isométrie de V' pour tout i, on a

n
lzikaza - knzall, < [T M-
=1

Etablissons I'inégalité de gauche. Soit vy € V ~ {0} tel que 2y = kuvy et soit Vj
I'hyperplan vectoriel de V' tel que X; = P(V4). Posons
b = {2 eP(V), d(z,zq) < ¢}
et B. = {zeP(V), dz,X,) > ¢€}.
Par compacité de ’ensemble des vecteurs unitaires v € V' tels que d(kv, X, ) > ¢ et
par continuité de l'application qui & v € V associe I'unique élément ¢t € k tel que
v € tvg + Vp, il existe un réel r. > 0 tel que pour tout v € V \ {0} vérifiant kv € B,

on ait
ve{tek, e ||| <t <ezvl|} v+ Vo (6.3.2)

Pour tout 1 < 5 < n, posons
hj = ijj—i-lzj—i-l e k:nzn S End(V)

Montrons par récurrence descendante sur j que h; - B, C b, et
n
hy - wolly = e Tzl (6.3.3)
i=j

ce qui démontrera le lemme. On commence par remarquer que pour tout ¢ on a
d’une part k; - b. C B. car k; est une isométrie de V et d(k; - xf, X ) > 2¢, d’autre
part z; - B. C b, car z; est e-proximal, z7 = T et X_ = X, . D’apres 'hypothese
de récurrence on a donc kjy1hjpq - B. C Be et hj - B. C b.. D’aprés (6.3.2) on a
kj+1hj+1 - Vo € tﬂ}o + Vo ot tj € k vérifie

5] > e |[kjsahyin - volly = €7 [l - voll,-
Par hypotheése de récurrence on a
n
.1
it = e I el
i=j+1

Or, par hypothese z; préserve Vj et induit sur la droite x§ une similitude de rapport
HZJ'HV’ donc hj Vg = ijj+lhj+l “ Vo € t;/UO + VE) ol t; € k vérifie

i1y
1= Nzl 6] = e @72 T il -
i=j
L’inégalité (6.3.3) en découle en utilisant encore une fois (6.3.2). O
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6.3.2 Projection de Cartan selon les poids fondamentaux

Le lemme 6.3.1 implique le résultat suivant.

Proposition 6.3.2. Soient k un corps local et G [’ensemble des k-points d’un
k-groupe algébrique réductif connexe, admettant une décomposition de Cartan
G = KA™K ou G = KZtK. Notons u : G — E™ la projection de Cartan as-
sociée, et choisissons pour tout g € G une décomposition g = kgzgly ot kg, ly € K
et z; € ZT. Soient « € A une racine simple et C, un compact de N . I existe
des réels 1o, Ry > 0 tels que pour tous gi,...,g9, € G vérifiant (o, u(g;)) > Ra et

Ly kg, . € CoPy pour tout 1 < i <mn, on ait

‘<xmu(gl e Gn) — izn;u(gi)>' < nrq.

On reprend ici les notations de la partie 6.2. En particulier, pour toute racine
simple v € A, on note N (resp. P,) le sous-groupe unipotent (resp. parabolique)
de G introduit au paragraphe 6.2.1 et y, le plus haut poids de la représentation
(Vi pa) introduite au paragraphe 6.2.2. On munit V,, d’une norme || - |, comme
au paragraphe 6.2.2, and P(V,) d'une distance d comme au paragraphe 6.3.1. La
proposition 6.3.2 résulte du lemme 6.3.1, des relations (6.2.1) et (6.2.2), et du lemme
suivant.

Lemme 6.3.3. Soit 7 € P(V,) la droite de plus haut poids (V,)y, et soit X
l'tmage dans P(V,,) de la somme des espaces de poids (V,)x ot XA € Ay~ {Xa}-

1. Pour tout € > 0 vérifiant d(z}, X)) > 2e, il existe un réel R, > 0 tel que
pour tout z € Zt wérifiant (o, u(z2)) > Re, Uélément p,(z) soit e-proximal

dans P(V,) avec z) =ak et X =X
2. On a po(N)(zH)n X, = 0.
Démonstration. 1. 11 suffit de voir que tout poids restreint de (p,, V,) distinct

de x, appartient a x, — a — NA. Soit W, le sous-groupe de W engendré
par les réflexions sg : 2+ 2 — (z,3) 8 de X(A) ®z R associées aux racines
g€ AN {a}. 1l fixe x, puisque y, est un multiple de w, et que par définition
(wWa, B) = 0 pour tout § € A~ {a}. Clest le groupe de Weyl du sous-systéme
de racines de ® engendré par A \ {a} (|[BoT], § 2.1), donc ’élément “le plus
long” w de W, permute N(A \ {a}) et —=N(A \ {a}). Par conséquent, pour
tout poids restreint A € x, — N(A N {a}) de (pa, Vo) ona w- A € xo +NA, ce

qui implique A = y,.

2. Pour tout n € N, I'élément neutre 1 € GG appartient a I’adhérence de la classe
de conjugaison {znz"!, 2z € Z}, donc x} appartient a Padhérence de 'orbite
pa(Zn)(z) dans P(V,). Or, X, est fermé dans P(V,,), stable par Z, et ne
contient pas z. O
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Démonstration de la proposition 6.3.2. Le point =} € P(V,,) est fixe par P,.
De plus, p(N;)(zf) N X, = 0 d’aprés le lemme 6.3.3, donc il existe un réel € > 0
tel que

A(palCaPa) (). X;) > 22,

Soit 7. > 0 le réel donné par le lemme 6.3.1 pour (V, X, zg) = (Va,, X, 2F). Posons
ro =re/logq, ou ¢ = e si k est archimédien et ¢ désigne le cardinal du corps résiduel
si k est ultramétrique. Soit R, > 0 le réel donné par le lemme 6.3.3. Montrons
que r, et R, satisfont les conclusions de la proposition 6.3.2. Soient ¢1,...,¢9, € G
tels que (o, 1u(g;)) > Ra et Ly kg, € CoP, pour tout i. D’aprés le lemme 6.3.3,
I'élément p,(z4,) est e-proximal dans P(V},) et vérifie :L'p (a) = & paza) = N
la, par choix de

De plus, il induit sur la droite = une similitude de rapport ||pa(zg,)
la norme || - ||, sur V,,. D’aprés le lemme 6.3.1, on a

] ] 1oalz4)
i=1

D’aprés (6.2.1) et (6.2.2), on a donc

< palgr-- ga)lla < H |pa(2g,)

n

<xa,iu(9i)>—nm < Xao (g1 -+ gn)) < <xa,2u(gz~)>- O

=1

6.4 Produits transverses

Dans cette partie nous expliquons comment, sous les hypothéses du théoréme 6.1.4,
la proposition 6.3.2 s’applique aux éléments v € T' et a leurs déformeés ¢(7), ou
¢ € Hom(I', G) est proche de 'inclusion naturelle de I" dans G. Nous utilisons pour
cela l'idée de Guichard [Gui| d’écrire tout élément v € I' comme un “produit trans-
verse” g ..., d’éléments d'une partie finie fixée F' de I'.

6.4.1 Transversalité dans L

Soient k un corps local et L un k-groupe algébrique réductif connexe de k-rang un.
Fixons une décomposition de Cartan L = KLA}:KL oul = KLZZFKL, oll K7, est un
sous-groupe compact maximal de L, ot Ay, est un k-tore k-déployé maximal de L
et oul Zy, est le centralisateur de Ay, dans L. Notons uy : L — EZF la projection de
Cartan correspondante, ou E;, = Y (Ap) ®z R. Comme L est de k-rang un, 'espace
vectoriel Ey, est une droite, et tout isomorphisme entre E;, et R donne une projection
de Cartan pu% : L — R.

Si L est de k-rang semi-simple un, Papplication u5 prend toutes ses valeurs
dans R* ou toutes ses valeurs dans R™. On note a7, 'unique racine restreinte posi-
tive indivisible de Ay, dans L, on note Py, = P,, le sous-groupe parabolique strict
maximal de L associé a oy, et N = U_,, le sous-groupe unipotent associé a —ay,
(cf. paragraphe 6.2.1).
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Si L est de k-rang semi-simple nul, le tore Ay, est central dans L, donc Zy, = L.
L’application pf est alors un morphisme de groupes de L dans R, qui prend donc
des valeurs positives et négatives. On pose Py, = Zy, = L et N, = {1}

Dans ce paragraphe, pour la commodité du lecteur, nous redonnons une démons-
tration du résultat suivant, dit & Guichard dans le cas réel semi-simple (|Guil, lem. 7
et 9). Nous nous plagons dans le cadre plus général d’'un groupe algébrique réductif
sur un corps local.

Proposition 6.4.1 (Guichard). Soient k un corps local, L l’ensemble des k-points
d’un k-groupe algébrique réductif connexe de k-rang un et s : L — R une projection
de Cartan. Soit I' un sous-groupe discret de type fini sans torsion de L ; si k = R
ou C, supposons I' convexe cocompact. Il existe un réel D > 0 et un compact Cy,
de N, tels que pour tout R > 2D, tout vy € I' s’écrivey = vy ... Yn, 0U Yo, ., Yn €T
vérifient les propriétés suivantes :

L By <R+ D et R—D < |uf(v)| < R+ D pour tout 1 <i <n,

2. si v = kyzy,0y, oU k0, € K et 2, € Z, alors 0,k
1<1<n—-1,

i € CLPp pour tout

S 1B (v), .o, 1B () ont tous le méme signe que ps(7y) sin > 2.

Pour démontrer la proposition 6.4.1, on utilise le lemme suivant, qui traduit la
condition de transversalité 2 en termes de p}.

Lemme 6.4.2. Sous les hypothéses de la proposition 6.4.1, il existe un réel Dy > 0
vérifiant la propriété suivante : pour tout D > Dy, il existe un compact Cr, de N, tel
que pour tout k € Ky, s’il existe 21,29 € Z; vérifiant |uf (z1)|, |15 (22)] > D et

W (z1kz2)| > g (z1)] + |1 (22)] — D,
alors k € CrPy,.

Notons que dans le lemme 6.4.2 on peut se restreindre au cas ou L est de k-rang
semi-simple un, sinon I’énoncé est trivial. Dans ce cas, la proposition 6.3.2 implique
une sorte de réciproque au lemme 6.4.2 : pour tout compact Cr, de N, il existe D > 0
tel que pour tout k € Ky NCr Py, et tous 21,29 € ZT on ait

(Wi (z1kz)| > |y (1) + [pp(z2)| — D.

Démonstration du lemme 6.4.2. On peut supposer L de k-rang semi-simple un.
L’espace L/ Py, est alors 'union disjointe de 'ouvert N; - Py, et du singleton {w- P},
ot w désigne I’élément non trivial du groupe de Weyl (restreint) de L. Il suffit donc de
prouver l'existence d’un voisinage U de w - Py, dans L/ P, tel que pour tout k € K,
vérifiant k - P, € U et tous 21,20 € Z; vérifiant |u%(21)], |45 (22)] > D, on ait
| (z1kz)| < |pg(20)] + |pg(z2)] = D.

Si k = R ou C, notons X, 'espace riemannien symétrique de G. Sa courbure
sectionnelle est strictement négative ([Hel|, ch. 5, th. 3.1 et rem. 2), donc X est
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un espace hyperbolique au sens de Gromov (|BrH], th. I1.1A.6 et prop. III.H.1.2) :
il existe un réel 9 > 0 tel que tout triangle géodésique de X, soit d-fin, au sens ou
chaque coté du triangle est contenu dans le d-voisinage de 'union des deux autres
cOtés. Si k est ultramétrique, notons X 'arbre de Bruhat-Tits de GG, muni de la
distance introduite dans la partie 1.2; c’est également un espace hyperbolique au
sens de Gromov (on peut prendre 6 = 0). Dans les deux cas (archimédien ou ultra-
métrique), on identifie L/ Py, au bord a U'infini X de X, c’est-a-dire a ’ensemble
des classes d’équivalence [R]| de demi-rayons géodésiques R : [0, +o00[— X pour la
relation d’équivalence “étre a distance bornée” (remarquons que si k est ultramé-
trique, cette relation s’exprime aussi par “coincider a partir d'un certain point”). Le
point P, € L/Py, (resp. w- P, € L/Pp) correspond a la classe [R*] (resp. [R7])
du demi-rayon géodésique Rt : [0, +oo[— X (resp. R~ : [0, +oo[— X ) d'image
Z} -z (vesp. (w- Z}) - xg).

Notons d la distance de X, et g € X le point dont le stabilisateur est K.
D’aprés (1.4.4) et (1.4.5), on peut supposer que |u5(g)| = d(zo,g - z¢) pour tout
g € L. Posons Dy = 50 > 0. D’aprés le “lemme des ombres” (cf. par exemple [Bou,
lem. 1.6.2), les ouverts

U= {[R] € 0X1, R(0) =y et d(R(H), R (1)) < Dy},

ou t > 0, forment une base de voisinages de [R™] dans 0.X.
Soit D > Dy. Pour tous z1,2, € Z] et k € K, tels que ¢ := | (2)] > D et
to == |uf(22)| > D, on a

X (21kz)| = d(xo,zlk‘zQ xg)

d(zyt - w0, k2o - 1)

d(R~ tl ), k - R*(tQ))

A(R™ (1), R (D)) +d(R"(D), k- R* (D))
+d(k R*(D),hR*(tQ))

= ti—D+d(R (D),k-R"(D)) +ts— D

= |ui(=1)l + uL(z2)| = 2D + d(R™(D), k- R*(D)).

IN

Par conséquent, si [k - RT] € Up, alors | (z1kz)| < | (21)| + |5 (22)| — D, ce qui
termine la démonstration. O

On peut a présent démontrer la proposition 6.4.1.

Démonstration de la proposition 6.4.1. Comme dans la démonstration du
lemme 6.4.2, notons X l'espace symétrique ou 'arbre de Bruhat-Tits de L, se-
lon que k est archimédien ou ultramétrique. Soient d la distance de X et xg € X,
le point dont le stabilisateur est K. D’aprés (1.4.4) et (1.4.5), on peut supposer que
1% (g)| = d(z0, g x0) pour tout g € L. Notons qu’il existe une partie fermée convexe
[-invariante X} # () de X sur laquelle T" agit cocompactement : en effet, si k = R
ou C c’est 'hypothése de convexe cocompacité; si k est ultramétrique cela résulte
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de [Bas|, prop. 7.9. Soit D un domaine fondamental compact de X} pour l'action
de I, et soit x, € X} dans I'intérieur de D. Notons dp le diamétre de D et Dy le réel
donné par le lemme 6.4.2. Montrons que la constante

D = max (Dy, 6dp + 6 d(zg,23)) >0

et le compact C;, de N; donné par le lemme 6.4.2 satisfont les propriétés de la
proposition 6.4.1.

Soit R > 2D. Fixons v € " et notons I le segment géodésique de X} d’extrémités
zp et v~ af. Soit n € N tel que

nR < dlth,y - ah) < (n+ R,

Pour tout 1 < i < n, soit x; € I tel que d(z},z;) = iR. 1l existe \; € T' tel que
x, € \; - D. Posons 79 = v\, € et y; = )‘;Hl)‘n—i € I' pour tout 1 < i < n (ou
Ao = 1), de sorte que v =7y...7,. Pour 1 <i<mn, on a

HM%(%’H - d<x417i7 J:;Lfi+1)| = ‘d()‘nﬂ' “ X0, An—it1 " To) — d(x:zf'h x;fiJrl)‘
S d()\n—z * Xo, )\n—i . :EE)) + d(/\n—l ’ 1’6, x/n—z)

+ d(@ i1, Anitt - o) + d(An—ist - 20, Anis1 - To)
< 2dp +2d(xg, ).
Comme d(x],_;,x;,_;,,) = R, on en déduit ||MI§(%)| — R‘ < 2dp + 2d(zg, xp). De
méme, on a
|1z (vo)l = d(f, v - 2p)| < 2dp + 2d(wo, 2p),

dou |} ()| < R+2dp + 2d(xo, zp) < R+ D. Enfin, pour 1 <i <n—1, le méme
raisonnement montre que

v

d(Tp—i—1,Tn_iy1) — 2dp — 2d(z, )

2R — 2dp — 2d(zo, xy)

> ()] + |z (i) — 6 dp — 6 d(z0, )

> g (3] + |1z (i) = D (6.4.1)

Choisissons pour tout ¢ une décomposition de Cartan v; = k., 2,,¢,,, ot k,,, {,, € K7,
et z,, € Z}. D’aprés le lemme 6.4.2, on a {,k.,,, € C, Py pour tout 1 <i <n—1.

Montrons que p%(v1),..., 1% (y,) ont tous le méme signe. Pour cela, on peut
supposer L de k-rang semi-simple nul, auquel cas u% : L — R est un morphisme de
groupes. S’il existait un entier 1 < i < n — 1 tel que p%(v;) et p%(y:11) soient de
signes différents, I'inégalité (6.4.1) impliquerait

|MI§(%%+1)|

. D
min (|7 (v)], |15 (i) < o

ce qui contredirait le fait que

lwf ()l s (i)l = R —2dp — 2d(w0, 2()
> D —2dp —2d(xg,xy) >

SIS
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Ainsi, u%(71), ..., g5 (v,) ont tous le méme signe. Sin > 2, on a

WE() = W)l < g ()]
< n(R—2dp — 2d(zo, )
< D IHEGII = [ -- )],
i=1
donc p¥ (71 ... 7,) a méme signe que i (7), et par suite pX (1), ..., s (v,) aussi. [

6.4.2 Transversalité dans GG

Soient k un corps local, G un k-groupe algébrique réductif connexe et L un sous-
groupe fermé réductif connexe de G de k-rang un. Fixons une décomposition de
Cartan G = KATK ou G = KZ"K.

Remarque 6.4.3. Quitte a conjuguer L par un élément de G, on peut supposer que
L admet une décomposition de Cartan L = KLAJLFKL ou L = KLZZKL ou Ky C K,
ot A, C A et ou A} N AT est non compact.

En effet, Ay, est contenu dans un certain k-tore k-déployé maximal de G, et ces tores
sont tous conjugués sur k (|BoT], th. 4.21). Par conséquent, quitte a conjuguer L
par un élément de GG, on peut supposer Ay, C A. Nous utilisons alors un résultat de
Mostow [Mos| et Karpelevich [Kar|, dont la version ultramétrique a été démontrée
par Landvogt |[Lan| : quitte & conjuguer encore une fois, on peut supposer K; C K.
Enfin, quitte & conjuguer L par un élément du groupe de Weyl W, on peut supposer
A7 N AT non compact.

Supposons que les conditions de la remarque 6.4.3 sont satisfaites. Le lemme
suivant fait le lien entre les propositions 6.3.2 et 6.4.1. Nous reprenons les notations
du paragraphe 6.2.1.

Lemme 6.4.4. Soit o € A dont la restriction & Ay, est non triviale. On a Pr, C P,
et N, C N, F,.

Démonstration. Fixons un élément a € A7 N AT tel que |a(a)| > 1. Notons que
g =1, ®Pa et Po = Py O Nye, OU

Po = 5@@1‘5

pedt

et ng = P us

BeN(AN{a})N®
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sont tous trois des sommes d’espaces propres de Ad(a), pour des valeurs propres de
valeur absolue < 1 dans le cas de n et > 1 dans le cas de py. Comme p;, est somme
d’espaces propres de Ad(a) pour des valeurs propres de valeur absolue > 1, on a
pr, C po. Sachant que Py, et P, sont connexes, on en déduit P, C F,. Comme n; est
somme d’espaces propres de Ad(a) pour des valeurs propres de valeur absolue < 1,
onan; Cn, @&ng.. Notons que [n,,n,.] C n,, ce qui implique que N est normalis¢
par le groupe N,. engendré par les U_g, ot f € N(A N\ {a}) N ®. On en déduit que
le groupe engendré par N, et N,. est ensemblistement égal a N, N, puis que

N, € N;N,. C N, F,.

6.5 Projection de Cartan et déformations

Le but de cette partie est de démontrer le théoreme 6.1.4, dont nous déduisons
les théorémes 6.1.1 et 6.1.3. A 'aide des propositions 6.3.2 et 6.4.1, nous établissons
le résultat suivant.

Proposition 6.5.1. Soient k un corps local, G I’ensemble des k-points d’un k-groupe
algébrique réductif connexe G et L [’ensemble des k-points d’un sous-groupe fermé
réductif L de G de k-rang un. Fizons une projection de Cartan p : G — ET et
une norme || - || sur E. Soit I" un sous-groupe discret de type fini sans torsion de L ;
si k = R ou C, supposons I' convexe cocompact. Pour tout ¢ > 0, il existe une
partie finie F. de T et un voisinage U. C Hom(I', G) de l'inclusion naturelle tels que
tout v € T s’écrive ¥y = Yo ... Yn, 0U Yo, - - -, Vn € FL- vérifient les propriétés suivantes :

(1) n <ellp(I,

(1) [lp(p(vi)) — u(ya)ll < 1 pour tout v € U et tout 0 <i < n,

(i43) pour tout p € U. on a
MECHE iuw(%»\\ < <llu)ll

Expliquons briévement comment la proposition 6.5.1 implique le théoréme 6.1.4.
Soit € > 0 et soient F la partie finie et U, le voisinage donnés par la proposition 6.5.1.
Pour tout n > 0, ’ensemble

Uy = {9 €U, [[u(e(g) —pn(9)ll <n Vg€ F}

est un voisinage de I'inclusion naturelle dans Hom(I", G). Les conditions (¢), (i7), (i)
impliquent, par inégalité triangulaire, que

[1(o(7)) = (NI < 3e ()1 + 1
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pour tout ¢ € U, et tout v € I'. Comme "application p est propre et que I' est
discret dans G, l'ensemble I' N K des éléments v € T tels que u(y) = 0 est un
sous-groupe fini de I" et

ro=inf {[|u(y)ll, v € T and u(y) # 0} > 0.

Prenons n = er. Pour tout ¢ € U, et tout v € I" vérifiant p(y) # 0 on a alors

112(p (7)) = NI < 4e (). (6.5.1)

Si I' est sans torsion, on a I'N K = {1} et (6.5.1) est vérifié pour tout v € I'. Ceci
implique le théoréme 6.1.4.

Avant de donner une démonstration de la proposition 6.5.1 (au paragraphe 6.5.3),
commencons par quelques notations et remarques préliminaires.

6.5.1 Normes sur E et ses sous-espaces vectoriels

Sous les hypothéses de la proposition 6.5.1, soit G = KATK ou G = KZTK
la décomposition de Cartan associée a p. D’aprés le lemme 1.4.3, pour démontrer
la proposition 6.5.1 on peut supposer L connexe, puis le remplacer par 'un de ses
conjugués par G. D’aprés la remarque 6.4.3, on peut supposer que L admet une
décomposition de Cartan L = K AT Ky ou L =K Z7 K, on K, C K, ou A, C A
et ot Af N A" est non compact. Notons uy : L — E; la projection de Cartan
associée. On voit naturellement E; comme une droite de E. Si L est de k-rang semi-
simple un, F est une demi-droite de E™; posons alors LT = L. Si L est de k-rang
semi-simple nul, £} = Ep, est une droite de E; choisissons alors une demi-droite
Ef* dans Ef N ET et posons LT = {g € L, pr(g) € Ef*}. Comme toutes les
normes sur F sont équivalentes, on peut supposer que || - || est une norme euclidienne
W-invariante comme dans la partie 1.1. En composant p; avec un isomorphisme
entre £ et R, on obtient une projection de Cartan pf : L — R telle que

pr(g) = llug)ll =0

pour tout ¢ € L*. Notons que pour tout ¢ € L~ LT on a ¢g-! € L*. De plus,
I'involution d’opposition ¢ : u(G) — u(G), qui a u(g) associe u(g—!) pour tout g € G,
est une isométrie pour la norme W-invariante || - || ; en effet, t(u(g)) = w - (—u(g))
ol w est I’élément “le plus long” de W. Par conséquent, il suffit de démontrer la
proposition 6.5.1 pour des ¢léments v € I' qui appartiennent a L*.

Pour tout sous-espace vectoriel E’ de E, soit | - |g la semi-norme sur E définie
par

lyler =l pre()ll;

ol pry : E — E' est la projection orthogonale sur £’. Nous allons utiliser les trois
semi-normes |- |g, , |5, €t |-|ps, a5,, 00l E7 est le sous-espace de E introduit dans
la partie 1.1 et Ea, le sous-espace défini de la maniére suivante. Pour tout o € A il
existe un réel t, > 0 tel que

{a, 1(9)) = ta pi(9) (6.5.2)
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pour tout g € LT. Notons A, = {a € A, t, > 0} ensemble des racines simples
de A dans G dont la restriction & Ay, est non triviale et posons

En, ={y€Ep, (B,y)=0 VBeANAL}.

Observons que E;, C Ea, @ Ez. Observons également que Ea, et Ez sont orthogo-
naux pour la norme euclidienne || - ||. En effet, || - || est W-invariante, le groupe W
est engendré par les réflexions s, et pour tout v € ® on a s5(&) = —a et s4(y) =y

pour tout y € Ez, donc Ey est orthogonal & Ep = ., Rd. Par conséquent, on a

YlEs, op, = Wb, + 1YlE, (6.5.3)

pour tout y € E.

Pour tout @ € A, notons x,, le plus haut poids de la représentation (p,, V,) de G
introduite au paragraphe 6.2.2. Rappelons que (xq,d) # 0 et (xa, 5) = 0 pour tout
g eAN{al.

Remarque 6.5.2. L’ensemble {(xa, ), o € Ap} est une base du dual de Ex, .

En effet, comme dim Ea, = #A, il suffit de voir que les éléments (x4, ), ot a € Ap,
sont linéairement indépendants en tant que formes linéaires sur Ex,. Par définition
de Ea, , il suffit de voir que

vect{xa, @ € A} Nvect(A N Ap) = {0}. (6.5.4)
Soit (+,-) un produit scalaire W-invariant sur X (A) ®z R. Pour tout 8 € A et tout
r€ X(A)®zRon a
. 2(z,
so(o) =2~ (2.5) 6 =2~ 7711

donc (xa, f) = @ - (Xas B) = 0 pour tous « # 3 dans A, ce qui implique (6.5.4).

D’apres la remarque 6.5.2, application y +—— >° 1 |{Xa,¥)| est une norme
sur 5, . Comme toutes les normes sur Fa, sont équivalentes, il existe une constante
c > 1 telle que

Y e < yles, < et ) (a9 (6.5.5)

OJEAL OzEAL

pour tout y € E.

6.5.2 Norme de la projection sur EFx,

L’étape principale de la démonstration de la proposition 6.5.1 est donnée par la
proposition suivante, qui établit une majoration pour la semi-norme | - | Ea, -

Proposition 6.5.3. Sous les hypothéses de la proposition 6.5.1, pour tout 6 > 0
il existe une partie finie Fy de I' et un voisinage U; C Hom(I',G) de l'inclusion
naturelle tels que tout v € I' N LY s’écrive v = Yo ... Vn, 0U Yo, ...,V € F§ vérifient
les propriétés suivantes :
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Lon <63y Gl
2 2 im lGa)ll = 1225 n()l

3. le(i)) — p(a)ll < 1 pour tout ¢ € Uj et tout 0 <i <n,
4. pour tout ¢ € Uf on a

ot 2) = Lt <83t

Pour démontrer la proposition 6.5.3, nous utilisons les propositions 6.3.2 et 6.4.1,
ainsi que le lemme 6.4.4.

Démonstration. Soient D > 0 la constante et C, le compact de N, donnés par
la proposition 6.4.1. Pour tout @ € Ay, on peut trouver d’aprés le lemme 6.4.4 un
compact C, de N tel que Cp P, C Int(C,)P,, ou Int(C,) désigne 'intérieur de C,.
Quitte a augmenter la taille du compact C,, on peut supposer qu’il est globalement
stable par conjugaison par K N Z. Soient r,, R, > 0 les constantes données par la
proposition 6.3.2. Fixons ¢ > 0 et soit R > 2D suffisamment grand pour que R_;D <4
et to(R— D) —1> R, pour tout a € Ay, ou t, est défini par (6.5.2). Notons Fj
I'ensemble des éléments v € T tels que |p ()| < R+ D, et F{ le sous-ensemble formé
des éléments v € F} tels que |p5 ()] > R — D. Les ensembles Fj et F} sont finis car
application pf est propre et le groupe T est discret dans L. Pour tout v € F} nous
choisissons une décomposition de Cartan y = k,z,(, ou k,, (, € K, et z, € Z; . Soit
Uj I'ensemble des éléments ¢ € Hom(I', G) vérifiant les deux propriétés suivantes :

o [[ule(7)) —u(V) < Let [{a, u(e(v)) — p(y))| < 1 pour tous v € Fyet a € Ay,

e tout v € Fy admet une décomposition de Cartan ¢(v) = Ky(y)2p(y)le(y), Ol

Koty Loty € K et 2y € ZT, de sorte que lyykyyy € CoPn pour tout
a € Ay et tous v,y € Fy vérifiant £k, € CpPy.

Notons que Uj est un voisinage de 'inclusion naturelle dans Hom(I', G). En effet,
pour k = R ou C, cela résulte du fait que si g = kya,ly = kja,l; ot kg, £y, k), € € K
et a, € AT, alors ky € ky(KNZ) et £, € (KNZ){, ([Hel], ch. 9, cor. 1.2). Dans le cas
ultramétrique, cela résulte du fait que K est un voisinage de 1 dans G, de sorte que
si g = kyzgly o0 kg, by, € K et z, € ZT, alors tout ¢’ € G suffisamment proche de g
appartient & gK et a Kg et admet les décompositions de Cartan ¢’ = k,z,(¢,97'9')
et ¢ = (g'g " ky) 2yl

Montrons que Fj et Uz satisfont les conclusions de la proposition 6.5.3. Soit
v € I'N L*. D’aprés la proposition 6.4.1, on peut écrire v = 7. ..7,, ot 7 € F} et
M-y Yn € F§ vérifient les propriétés suivantes :

o (K,  €CLP,pourtout 1 <i<n-—1,

o 15 (M), .., 15 (v,) sont tous > 0 sin > 2.
Cette derniére condition implique que 5 (v1),. .., #5(v,) appartiennent tous a une
méme demi-droite de E1, donc la condition 2 est satisfaite. De plus, comme 71, ..., 7,

appartiennent a Fy’, on a

1 - -
n < o—p D il <0 ) ()l
i=1 i=1
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i.e. la condition I est satisfaite. Pour établir la condition 4, on peut supposer n > 2.
Soit ¢ € U;. D’aprés (6.5.5), il suffit de majorer

‘<xa7 (e - ) — iu(w(%))>'

pour tout @ € Az. Comme n > 2, on a px(y;) > 0 pour tout 1 < i < n, autrement
dit, 7; € LT. Par définition de Uj et ¢, on obtient

(o, (7)) (a, p(v)) — 1
12 ,uﬂl%(%) -1

tsR—D)—1 > R,

AVARAVARIY

pour tout o € Ay De plus, par définition de U; on peut écrire p(7;) = k() Zo(ri) lo(v)
ol kp(yy)s Loy € K et 2,0, € Z7, de sorte que lyy)kp(riy) € CaPo pour tout
1 <i<n—1. La proposition 6.3.2 donne alors

Yi+1

‘<xa,u(90(71--%))—iu(s@(%)»’ < nrg

Ta -
< E i)l
D’aprés (6.5.5), ceci implique la condition 4 dés que

Z chaD < 9,

aEA]

cette derniére inégalité étant vérifiée pour R suffisamment grand. n

6.5.3 Démonstration de la proposition 6.5.1

La proposition 6.5.1 découle de la proposition 6.5.3 et de 'observation générale
suivante.

Lemme 6.5.4. Soient (E,|| - ||) un espace euclidien et E' un sous-espace vectoriel
de E. Pour touty € E, soit |y|g = || prg(y)||, ot pry : E — E' désigne la projection
orthogonale sur E'. Pour tout ¢ > 0, il existe un réel § > 0 tel que pour tous y,y' € £
vérifiant

ey €F,

o [y—ylw <251,

o [yl <@+0) [yl
on ait [ly — 'l < £ 11Y']l-
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Démonstration. L'inégalité |y — ¢'|m < 2J ||| et l'inégalité de Cauchy—Schwarz
impliquent (y,y') > (1 —2§) ||y/[|?, on (-, -) est le produit scalaire associ¢ a || - ||. Par
conséquent, il suffit d’observer que pour y; € E de norme 1, le diamétre de ’ensemble

{ppe B, 1-20 < (y1,9)) < |lm]l < 1+6}

tend uniformément vers 0 avec §. OJ

Démontrons & présent la proposition 6.5.1.

Démonstration de la proposition 6.5.1. Fixons ¢ €0, 1]. Soit § €]0, £] et soient
F§ Pensemble fini et U le voisinage de l'inclusion naturelle donnés par la proposi-
tion 6.5.3. Posons

Cs = masllfg)ll + 1,

6CY }

FazFéUF’EIU{QEF, 1(9) .

et
U. = {p ey, [ln(e(g) — gl <1 Vg€ F.}.

Soit v € I'. Montrons que 'on peut écrire v = vy ...V, oU Yo, --.,Vn € F. vérifient
les conditions (1), (1), (i77) de la proposition 6.5.1. Tout d’abord, on peut supposer

| ()| > 8 5 . De plus, nous avons déja remarqué au paragraphe 6.5.1 que 1'on peut
supposer -y 6 L* : en effet, sinon v~! € L* et l'on utilise le fait que 1’1nvolut10n
d’opposition est une isométrie. Supposons donc v € TN LT et [|u(y)]| = 2 % D apres
la proposition 6.5.3, on peut écrire ¥ = y...V,, OU Yo, ..., Vn € F} Verlﬁent

o <63 ln(n)ll,
2ima )l = 1 225wl

[1(p(73)) — p(73) |l < 1 pour tout ¢ € Us et tout 0 < i <n,

—_

Ll

pour tout ¢ € Uj on a

pleCn-3) = 2ouletn)| <6 (3 lutl).

Notons que 'on a

pr, (1(g99") = pre, (1(g)) + prg, (1(g))

pour tous g,¢ € G, d’ou

ple(n - 7)) = > (7))




D’aprés (6.5.3), la condition 4 reste satisfaite si 'on remplace la semi-norme |- |z,
par | - | Ea, ®F;- Par inégalité triangulaire et d’aprés les conditions 1, 2, 3, 4 et
I'inégalité (1.4.9), on a

‘u(cp(% ) — Zu(%)

En; ®Ez

IN

e 3) = 3 (e ()

o op, T2 (e (0) = B0

20 (S Il = 28] St

IN

et

[(o(yi - )l < ZHM(SD(%))”

IN

Z [ (ya)ll + Z [1(p(7i) = ()l

< 1+ (Luel) = 140 S atn

pour tout ¢ € Us. Par conséquent, le lemme 6.5.4 s’applique a

(B y,y) = (EAL DEz, wle(y.--vm)), Z,u(%)) :

on obtient

n g n
[HECTREREDCH! SN DIIICH (6.5.6)
i=1 i=1
pour tout ¢ € Us. Or, par inégalité triangulaire et d’aprés les conditions 1, 2, 3,
on a

9

H(gu«om») - (gum))(( < (gnumn) < ng(m

d’ont

ot —iu«ow»“ <3 Hium
=1 i=1
pour tout ¢ € Us. Comme

|1(e(7)) = ple(r - )| < Nyl < llu(w)ll +1 < Cj,

on obtient

e = S uteta] < £ | i’“%) Lo
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par inégalité triangulaire. En particulier, en prenant pour ¢ l'inclusion naturelle de I'
dans GG, on obtient

HZM%) < L (ul+C) <2+ 0. 657)
Comme || ()| > , cecl implique
HM )= 2 nte] = 5l +3C5 < eluto

pour tout ¢ € Uj, i.e. la condition (iii) de la proposition 6.5.1 est Satisfaite Enfin,

d’aprés les conditions 1 et 2 et Vinégalité (6.5.7), comme [|u(y)| > & ‘5 et 6 < <1,
on a

n < 20 (Ju(N||+C5) < ellu)],

i.e. la condition (i) de la proposition 6.5.1 est satisfaite, ce qui achéve la démonstra-
tion. [

6.5.4 Propreté et déformations

Expliquons briévement comment les théoréemes 6.1.1 et 6.1.3 découlent du théo-
reme 6.1.4.

Le théoréme 6.1.3 est une conséquence facile du théoréme 6.1.4 et du critére de
propreté de Benoist ([Bel], cor. 5.2), qui affirme que pour tout sous-groupe fermé H
de G, un sous-groupe I' de G agit proprement sur GG/H si et seulement si pour tout
compact C de F, 'ensemble p(I") N (u(H)+C) est borné. Cette condition signifie que
I'ensemble p(I") “s’éloigne de p(H) a l'infini”.

Démonstration du théoréme 6.1.3. On peut supposer G, H et L connexes.
Soient G = KATK ou G = KZ* K une décomposition de Cartande Get u : G — E™
la projection de Cartan associée. Munissons ’espace vectoriel £ d’une norme eucli-
dienne W-invariante ||-|| comme dans la partie 1.1. D’apreés la remarque 6.4.3, on peut
supposer que L admet une décomposition de Cartan L = K Af Ky ou L= K Z} K,
ot K, C K et A, C A. Si up, : L — E désigne la projection de Cartan correspon-
dante, on voit naturellement £ comme une droite de F et 'on a

u(lg) = E* (W - pur(g))

pour tout g € L. Ainsi, p(L) est inclus dans I'union Uy, de deux demi-droites de E™.
Toujours d’aprés la remarque 6.4.3, il existe un élément g € G tel que gHg ! ad-
mette une décomposition de Cartan gHg ™' = KyA;; Ky ou gHg™' = Ky Z}; Ky ou
Ky C K et Ag C A. L’ensemble p(gHg™!) est inclus dans I'intersection Uy de ET
avec une union finie de sous-espaces vectoriels de E paramétrés par le groupe de
Weyl W. D’aprés le lemme 1.4.3, les ensembles pu(gHg™!) et u(H) sont a distance de
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Hausdorff < 2 ||u(g)||. D’apreés le critére de propreté, on a donc U, N Uy = {0}, et il
existe € > 0 tel que

d(p(g), u(H)) > 2e |u(g)[] — 2 [|n(9) |l

pour tout g € L. D’apreés le théoréme 6.1.4, il existe un voisinage Y. C Hom(T', G)
de l'inclusion naturelle tel que pour tout ¢ € U, et tout v € I' on ait

112 (7)) = NI < e [u()]]-

Fixons ¢ € U.. Pour tout v € I' on a

d(p(e()), n(H)) d(p (), p(H)) = [[(p(7)) = (M|

>
> el =29l

Comme l'application p est propre et le groupe I' est discret dans G, on en déduit
que pour tout compact C de E, 'ensemble u(o(I")) N (u(H) + C) est fini. D’aprés
le critére de propreté, ceci implique que I'action de ¢(I') sur G/H est propre. Ceci
implique également que ¢(I") est discret dans G et que le noyau de ¢ est fini. Comme
I' est sans torsion, ¢ est injectif. O

Démonstration du théoréme 6.1.1. D’apreés le théoréme 6.1.3, il existe un voi-
sinage U C Hom(I',G) de l'inclusion naturelle formé de morphismes injectifs et
tel que pour tout ¢ € U, le groupe ¢(I') agisse proprement sur G/H. Par injecti-
vité, pour tout ¢ € U le groupe ¢(I') a méme dimension cohomologique que I'. Or,
d’aprés [Kol], cor. 5.5, un sous-groupe discret sans torsion de G agissant proprement
sur G/H agit cocompactement si et seulement si sa dimension cohomologique est
égale & d(G) — d(H), ou d(G) (resp. d(H)) désigne la dimension de 'espace symé-
trique de G (resp. de H) (cf. paragraphe 0.2.2). Par conséquent, pour tout ¢ € U le
quotient ¢(I")\G/H est encore compact. O

6.6 Application aux quotients de SO(2n,2)/U(n, 1)

Soit n > 1 un entier. Notons que le groupe U(n,1) se plonge naturellement
dans O(2n, 2) en identifiant la forme hermitienne |21]? +. ..+ |z, |* — |2541|* sur C*
a la forme quadratique @f +... 4123, — 23, —x3,,, sur R*"*2. De maniére explicite,
ce plongement envoie une matrice (2;;)1<ij<nt1 € U(n,1) sur la matrice par blocs
(Zij)1<ij<ns1, O1

Zii— <Re(z¢7j) —Im(zi,j)) .
’ Im(zi,j) Re(zm-)

Comme U(n, 1) est connexe ([Hel], lem. 2.4), ce plongement est en fait a valeurs dans
la composante neutre de SO(2n,2). Comme ’a remarqué Kulkarni [Kul|, le groupe
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U(n, 1), vu comme sous-groupe de SO(2n, 2), agit transitivement sur ’espace anti-de
Sitter

241 _ pronl Mmt2 2 2 2 2 _
AdS =H = {(z1,...,Tons2) ER™F? 2+ 423, — a3, — a5, =1}

~ SO(2n,2)/SO(2n,1).

Le stabilisateur du point (0,...,0,1) est le sous-groupe compact U(n), donc H?"!
s’identifie a lespace homogeéne U(n,1)/U(n) et laction de U(n,1) sur
SO(2n,2)/SO(2n, 1) est propre. Par dualité, I'action de SO(2n, 1) sur SO(2n,2)/U(n, 1)
est propre et transitive. En particulier, tout réseau cocompact I' de SO(2n, 1) fournit
un quotient compact standard I'\SO(2n, 2)/U(n, 1) de SO(2n,2)/U(n,1).

Le corollaire 6.1.2 résulte du théoréme 6.1.1 et de l'existence de petites défor-
mations Zariski-denses dans SO(m, 2) de certains réseaux cocompacts de SO(m, 1).
Pour m = 2, l'existence de telles déformations résulte de 1’observation suivante : la
composante neutre SO(2,2)° de SO(2,2) (pour la topologie réelle) admet un revéte-
ment & deux feuillets par SLy(R) x SLy(R) (induit par I'action de SLy(R) x SLy(R)
sur My(R) ~ R* par multiplication & gauche et a droite, qui préserve le détermi-
nant), et 'image réciproque de SO(1,2)° est la diagonale de SLy(R) x SLy(R). Par
conséquent, il suffit de voir que pour tout réseau cocompact Iy de SLy(R) et tout
voisinage U C Hom(I'y, SLy(R)) de I'inclusion naturelle, il existe un élément ¢ € U
tel que le groupe I'Y = {(v, (7)), v € T'o} soit Zariski-dense dans SLy(R) x SLy(R).
Cela résulte de la remarque suivante, conséquence facile de la simplicité de PSLy(R)
et du lemme de Goursat, appliquée a I'adhérence de Zariski de T'y.

Remarque 6.6.1. Un sous-groupe de PSLy(R) x PSLy(R) dont la projection sur
chaque facteur de PSLy(R) x PSLy(R) est surjective est soit conjugué a la diagonale
de PSLy(R) x PSLy(R), soit égal a PSLy(R) x PSLy(R) tout entier.

Pour m > 3, de petites déformations Zariski-denses dans SO(m,2) de certains
réseaux cocompacts de SO(m, 1) sont obtenues par une construction de bending due
a Johnson et Millson. Cette construction a été initialement introduite dans [JM| pour
des déformations dans SO(m + 1,1) ou PGL,,41(R). Pour la commodité du lecteur,
nous la décrivons pour des déformations dans SO(m, 2), et vérifions que 1'on obtient
bien ainsi des déformations Zariski-denses.

Désormais on utilise les lettres gothiques pour désigner les algébres de Lie des
groupes de Lie (par exemple g pour G).

6.6.1 Réseaux arithmétiques cocompacts de SO(m, 1)

Soit m > 3. Les réseaux cocompacts de SO(m, 1) que Johnson et Millson consi-
dérent sont obtenus de la maniére classique suivante. On fixe un entier » > 2 sans
facteur carré et I'on identifie SO(m, 1) au groupe spécial orthogonal de la forme qua-
dratique 27 + ... 4+ 22, — /ra? ., sur R™"! Soit O, Panneau des entiers du corps
quadratique Q(y/r). Le groupe I' = SO(m, 1) N M,,,41(O,.) est un réseau cocompact
de SO(m, 1) (¢f. |Bol] par exemple). Pour tout idéal I de O,, le sous-groupe de

147



congruence I' N (1 + M,,,41(1)) est d’indice fini dans I', donc est un réseau cocom-
pact de SO(m,1). D’aprés [MR], quitte a remplacer I' par un tel sous-groupe de
congruence, on peut le supposer sans torsion. Le quotient M = I'\H™ est alors une
variété hyperbolique compacte de dimension m, dont le groupe fondamental s’iden-
tifie a T'.

Le point clé de la construction de bending est l'existence d’une hypersurface
totalement géodésique, orientable et connexe N de M. Plus précisément, Johnson et
Millson démontrent que quitte a remplacer encore une fois I' par un sous-groupe de
congruence, I'hypersurface N = (I' N1 SO(m — 1,1))\H™! convient, ot

H™ ! ~ {(xg, oy Tmg1) ER™ a4 R — \/Fxfnﬂ =—let zpy1 > O}
est plongé de maniére naturelle dans
H™ ~ {(x1,...,Tpp1) € R™ 2i 4+ 22 —Vral = —1 et 2y > 0}

([JM], lem. 7.1 et th. 7.2). Posons I'y = I'MSO(m—1, 1). Pour construire des déforma-
tions de I' dans SO(m, 2), on utilise le fait que le centralisateur de I'y dans SO(m, 2)
contient un sous-groupe isomorphe a SO(1,1) ~ R*. L’idée est de déformer T" “selon
ce centralisateur”, dans un sens que nous allons préciser. La méthode de Johnson et
Millson distingue les cas ot I’hypersurface N est séparante ou non.

6.6.2 Deéformations dans le cas séparant

Supposons tout d’abord que N sépare M en deux composantes M; et Mo, et
notons I'; (resp. I's) le groupe fondamental de M (resp. de Ms). D’aprés le théoréme
de van Kampen, le groupe I' est le produit amalgamé I'y *p, 'y de I'; et I'y au-
dessus de I'y. Fixons un élément Y ¢ so(m, 1) de l'algébre de Lie du centralisateur
de I'y dans SO(m,2). La méthode de Johnson et Millson consiste a considérer les
déformations de I' dans SO(m, 2) données, pour tout ¢t € R, par

(v) = g pour vy € I'y,
o eYye ™ pour y €Iy,
Comme e centralise Iy, ces deux définitions coincident pour v € Iy = '} N [y
on obtient donc une représentation ¢; : I' — SO(m, 2) par la propriété universelle
du produit amalgamé. Vérifions que son image est Zariski-dense pour ¢ suffisamment
petit. Pour cela, commencons par une remarque.

Remarque 6.6.2. Pour m > 3, la seule sous-algébre de Lie de so(m,2) contenant
strictement so(m, 1) est so(m,2).

En effet, s0(m, 2) s’écrit de maniére unique comme somme directe
s0(m,2) = so(m, 1) & R™*!

de SO(m, 1)-modules irréductibles, ot SO(m, 1) agit sur so(m, 1) (resp. sur R™ ")
par l'action adjointe (resp. naturelle).

On en déduit le résultat de Zariski-densité annoncé.

148



Lemme 6.6.3. Pour tout t # 0 suffisamment petit, le groupe o, (I") est Zariski-dense
dans SO(m, 2).

Démonstration. Rappelons que SO(m, 2) est connexe pour la topologie de Zariski.
Par conséquent, pour montrer que ¢,(I") est Zariski-dense dans SO(m, 2), il suffit de
montrer que l'algébre de Lie de ¢;(I") est so(m,2), ou ¢¢(I") désigne 'adhérence de
Zariski de ¢(I') dans SO(m, 2).

D’aprés [JM], lem. 5.9, les groupes I'y et I'y sont Zariski-denses dans SO(m, 1).
D’aprés [JM], cor. 5.3, et [Se3], § 1.5.2, cor. 1, ils s’injectent naturellement dans I
Par conséquent, ¢,(T') contient a la fois SO(m, 1) et eY'SO(m, 1)e~"Y, et Palgébre
de Lie de ¢4(T") contient a la fois so(m, 1) et I'algebre de Lie de e®¥'SO(m, 1)e Y.
D’aprés la remarque 6.6.2, pour montrer que o;(I") est Zariski-dense dans SO(m, 2),
il suffit de montrer que I’algébre de Lie de e SO(m, 1)e™" n’est pas égale a so(m, 1).

Mais si lalgebre de Lie de e¥'SO(m,1)e™® était égale a so(m, 1), on aurait
eY'SO(m, 1)°e™Y = SO(m, 1)° : autrement dit, e appartiendrait au normalisateur
Nso(m,2)(SO(m, 1)°) de la composante neutre SO(m,1)° de SO(m,1). Or, I'expo-
nentielle réalise un difféomorphisme entre un voisinage U de 0 dans so(m,2) et un
voisinage V de 1 dans SO(m, 2), qui induit une bijection entre U N Ngo(m,2)(s50(m, 1))
et V N Nsom,2)(SO(m, 1)°). Par conséquent, si I'on avait e”” € Ngo(m,2)(SO(m, 1)°)
pour un certain t # 0 suffisamment petit, on aurait

Y € Moo (80(m, 1)) = {X € s0(m, 2), ad(X)(s0(m, 1)) = so(m, 1)}.

Mais d’aprés la remarque 6.6.2 I'algébre de Lie ng(, 2y (50(m, 1)) est égale & so(m, 1)
car elle contient so(m, 1) et n’est pas égale a so(m,2). Ainsi, on aurait Y € so(m, 1)
ce qui contredirait notre choix de Y. O

Y
Y

6.6.3 Deéformations dans le cas non séparant

Supposons a présent que le complémentaire S = M ~ N est connexe. Notons
J1: Lo = m(S) et jo : Tg — m1(S) les inclusions des groupes fondamentaux des deux
cotés de N dans m(S). Le groupe I' est une extension HNN de m1(5) : il existe un
élément v € T tel que I soit engendré par m1(S) et par v avec les relations

(v = j2(7)
pour tout v € I'y. Fixons un élément Y ¢ so(m, 1) de l'algébre de Lie du centralisa-
teur de 71 (I'g) dans SO(m, 2). La méthode de Johnson et Millson consiste & considérer
les déformations de I dans SO(m, 2) données, pour tout ¢ € R, par
pi(y) = v poury € m(S5),
oi(v) = vel¥.
Comme e centralise j;(Tg), on a @(v)p:(j1(7))e:(v™1) ©¢(ja(y)) pour tout

v € Ty, donc ceci définit bien une représentation ¢, : I' — SO(m,2). Vérifions
que son image est Zariski-dense pour ¢ suffisamment petit.
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Lemme 6.6.4. Pour tout t # 0 suffisamment petit, le groupe ¢,(I") est Zariski-dense
dans SO(m, 2).

Démonstration. Notons ¢, (I") 'adhérence de Zariski de ¢;(I") dans SO(m, 2). D’aprés
[JM], lem. 5.9, le groupe m1(S) est Zariski-dense dans SO(m, 1), donc ¢.(I") contient
a la fois SO(m, 1) et ve?™. Comme v € SO(m, 1), on a e € ¢(T), donc ¢4(T)
contient e®¥'SO(m, 1)e~. On conclut comme dans le cas séparant.

O
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