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Résumé

Dans cet article introductif, plusieurs pistes de réflexion sur le sujet de la clas-
sification sont présentées. En partant de déclarations de Henri Poincaré assimilant
science et classification, nous proposons d’aborder la question classificatoire en nous
concentrant sur la pratique des scientifiques. Deux exemples mathématiques sont en-
suite examinés — le premier se rapporte & des points de vue de membres du groupe
Bourbaki, tandis que le second a trait a des travaux classificatoires de surfaces dites
« cubiques » datant du XIx°® siécle —, invitant notamment & considérer avec attention

les relations interdisciplinaires pouvant exister autour des questions de classification.

Introduction

Maintenant, qu’est-ce que la science ? Je I’ai expliqué au § précédent, c’est avant tout
une classification, une facon de rapprocher des faits que les apparences séparaient, bien

qu’ils fussent liés par quelque parenté naturelle et cachée. (POINCARE 1905, p. 265-266)

Par ces mots issus de son essai philosophique La Valeur de la Science, Henri Poincaré assi-
mile sans détour science et classification, la premiére consistant comme la seconde a révéler
les relations existant entre des faits donnés. « On dira que la science n’est qu’'une classi-
fication », insiste-t-il quelques lignes plus loin!, entérinant cette idée d’identité d’essence
entre science et classification.

Si forte et réfléchie que puisse apparaitre cette position de Poincaré, il faut noter cepen-
dant que la question du lien entre science et classification n’est pas un théme faisant ’objet
de longs développements dans La Valeur de la Science. Les passages que nous venons de
citer y surviennent en effet au cours de la discussion finale sur 'objectivité de la science, et

a part le paragraphe auquel fait référence notre citation introductive, la poignée d’autres
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1. (POINCARE 1905, p. 271).



mentions de « classification » dans I’essai ne sont accompagnées d’aucun commentaire épis-
témologique général 2. En fait, dans les autres grands écrits philosophiques de Poincaré que
sont La Science et ’hypothése, Science et méthode et les posthumes Derniéres pensées, au-
cune discussion générale sur ’'activité classificatoire et ses liens avec l'activité scientifique
n’est pas non plus développée, les quelques occurrences du mot « classification » dans ces
livres renvoyant le plus souvent a des situations mathématiques bien spécifiques 3.

Cette constatation nous invite a envisager que Poincaré a développé ses réflexions sur
les liens profonds entre science et classification non par des considérations totalement dé-
correlées de son travail de recherche quotidien, mais plutot & partir de travail-la. Car il ne
faut pas oublier que Poincaré n’est pas seulement un philosophe ; c’est aussi un physicien
et un mathématicien qui, au moment de la rédaction de La Valeur de la Science, a déja
largement fait ses preuves. Autrement dit, il semble prometteur d’explorer la question clas-
sificatoire & travers les productions de recherche scientifique afin de comprendre comment
un savant tel que Poincaré en vient & lui donner autant d’importance*. Bien entendu, ces
productions ne se résument pas a celles de Poincaré lui-méme : ses diverses lectures, les
enseignements qu’il a recus ou les usages en place dans tel ou tel champ scientifique® sont
autant de facteurs qui ont tout & fait pu participer a 1’élaboration de sa conception de la
science comme classification.

De fait, méme en se restreignant au seul cas des mathématiques, force est de constater
que les problémes de classification ne manquent pas, quelle que soit I’époque considérée.
Pour donner quelques exemples parmi bien d’autres, mentionnons les classifications des
courbes et des problémes de la géométrie par Pappus d’Alexandrie au 1v® siécle (puis par
René Descartes au XVII® siécle), des équations du troisiéme degré par Omar Al-Khayyam
au XI° siécle, des courbes cubiques par Isaac Newton au XVII® siécle, des fonctions par
Leonhard Euler xvIii® siécle, des formes quadratiques par Carl Friedrich Gauss et des
neeuds par Peter Tait au XI1X°© siécle, ou encore des algébres a division par Abraham Adrian
Albert au xx¢ siécle. Toutes ces classifications ont déja été prises en compte et analysées
dans des travaux d’historiens des mathématiques, mais leurs descriptions ne sont pas, pour

la plupart, le but premier des recherches dans lesquelles elles apparaissent . Plus encore,

2. Voir (POINCARE 1905, p. 75, 131, 226, 261).

3. Par exemple, il est question de classification des problémes de probabilité, (POINCARE 1902, p. 219),
ou de classification de nombres et de fonctions transcendants (POINCARE 1908, p. 36). Dans Derniéres
pensées, le chapitre « Sur la logique de I'infini » s’ouvre sur un paragraphe présentant « ce que doit étre
une classification », (POINCARE 1913, p. 101). Ce paragraphe contient quelques réflexions sur la notion de
classification mais aucun lien avec ’activité scientifique en général n’est évoqué.

4. Que plus généralement la philosophie de Poincaré s’inspire de son activité scientifique est un point
qui a déja été souligné et commenté. Voir (ROLLET 1999) et les références qui y sont données, notamment
p-7.

5. Le probléme de la classification s’étend bien entendu au dela des sciences telles que les mathéma-
tiques ou la physique. Voir par exemple les réflexions de Patrick Tort sur les enjeux classificatoires de la
linguistique a I’anthropologie, en passant par la théorie de la connaissance, les sciences naturelles et la
biogénétique, (TORT 1989).

6. Dans lordre de I’énumération précédente, voir (HERREMAN 2012; RASHED 2011; BOvER 1956;



il semble que l'activité classificatoire elle-méme n’a pas encore été considérée comme objet
d’étude & part entiére en histoire des mathématiques.

Notre ambition ici est d’ouvrir la voie dans cette direction”. Pour cela, nous commen-
cons par présenter deux exemples mettant en lumiére un certain nombre de problémes et
de pistes de réflexion au sujet de la question classificatoire en mathématiques. Nous ver-
rons en particulier que ces exemples invitent a aborder cette question en la décloisonnant

justement des seules mathématiques par un regard interdisciplinaire.

Classification pour Bourbaki : une entreprise encyclopédiste, structura-
liste ou naturaliste ?

Introduisons notre premier exemple par les commentaires de certains acteurs, membres
de Bourbaki, sur leur pratique mathématique au sein de ce groupe, en citant plus particulié-
rement ce qu’ils écrivent sur la pratique de la classification en mathématiques®. Pour eux,
Bourbaki est avant tout une entreprise de classification mathématique, comparable & « 1'im-
mense révolution introduite par Linné avec son Systema naturae », comme 1’écrit Laurent
Schwartz dans son autobiographie®. Si ce dernier y réaffirme cette position : « Bourbaki
est le Linné des mathématiques'® », il semble en fait que ce soit Jean Dieudonné qui, le
premier, ait proposé une analogie entre ’entreprise de Bourbaki et celle des naturalistes,
dans une description qu’il donne de l'activité de ce groupe dont il est un des membres
fondateurs et trés actif rédacteur . Si Dieudonné explique avoir assouvi sa passion des en-

cyclopédies avec Bourbaki, le traité de Bourbaki se distingue du projet d'une encyclopédie

FERRARO 2000; EpPPLE 1999 ; LEMMERMEYER 2007 ; DUMBAUGH FENSTER 2007).

7. Notons que la question de la classification des sciences et du savoir en général a déja fait I'objet de
nombreuses enquétes historiques. Conscients des liens de cette question avec celle des classifications comme
décrites dans le paragraphe précédent, nous souhaitons toutefois focaliser notre attention sur ces derniéres.
Outre Particle (BRAVERMAN 2015) au sujet de tels liens, voir le volume 115 (n° 1-2) de la Revue de syntheése
de 1994 sur « La Classification des sciences », et plus récemment le numéro 40-41, « Les Branches du savoir
dans I’Encyclopédie » (2008), des Recherches sur Diderot et I’Encyclopédie, le volume 104 (n°3) de 2013
de la revue Isis consacré aux classifications actuelles en histoire des sciences, ainsi que (GRAILLES et al.
2015) a propos des liens entre classification, archives et bibliothéques.

8. Retenons deux aspects du fonctionnement de ce collectif de mathématiciens frangais, créé en 1935,
auteur des Eléments de mathématique, et dont Iinfluence est majeure dans les années 1950-60. Une activité
réservée aux seuls membres du groupe que sont les congrés internes réguliers d’une part, au cours desquels
sont discutées les rédactions qui, & terme, sont intégrées dans le traité. Une activité publique d’autre part,
& savoir l'organisation des séminaires Bourbaki, événement & I'Institut Henri Poincaré auquel viennent
assister de nombreux mathématiciens de province. Sur Bourbaki, voir les travaux de Liliane Beaulieu, en
particulier (BEAULIEU 1989).

9. (Scuwartz 1997, p. 162).

10. (Scuwartz 1997, p. 163).

11. (DiuDONNE 1969). Nous remercions Liliane Beaulieu d’avoir attiré notre attention sur ce texte,
dans lequel Dieudonné raconte le fonctionnement interne de Bourbaki. Ce texte a été traduit en plusieurs
langues, notamment en anglais (DIEUDONNE 1970). Dieudonné est celui qui s’exprime le plus, en son nom
et en celui de Bourbaki, sur I'activité du groupe. Si ses conclusions sur le réle de Bourbaki dans I’histoire
des mathématiques sont critiquables, nous ne citons ici que certains aspects de la pratique mathématique
de Bourbaki telle qu’il la relate.



car il « prend les mathématiques & leur début et donne des démonstrations complétes 12 ».
Les questions de choix comme d’organisation dans le traité deviennent primordiales et
aboutissent a des réflexions de nature classificatoire.

Que signifient alors les rapprochements entre Bourbaki et Linné explicitement mis
en exergue par Dieudonné et Schwartz ? Trés certainement, Bourbaki, par la voix de ses
porte-paroles, construit sa propre image '3, en rupture de style avec les mathématiques
qui le précédent, et cherche par cette analogie & donner & ce mouvement 'ampleur en
mathématiques de celui de Linné dans la classification des espéces vivantes '4.

Laissons-les néanmoins poursuivre ’analogie naturaliste. Dieudonné écrit ainsi :

Je compare volontiers les vieilles divisions des mathématiques aux vieilles divisions

des anciens zoologues, qui voyant qu'un dauphin ou un requin ou un thon, étaient, ma

foi, des animaux trés voisins, disaient : ce sont des poissons puisque tous vivent dans

la mer et ont des formes voisines; il a fallu un certain temps pour se rendre compte

que les structures de ces animaux n’étaient pas du tout pareilles, et qu’il fallait les

mettre dans des classifications trés éloignées. Algébre, Arithmétique, Géométrie et

toutes ces vieilles balivernes sont tout a fait comparables : il faut regarder la structure

de chaque théorie et les classer de cette fagon la. Malgré tout, bien entendu, il ne

faut pas longtemps pour se rendre compte que malgré cet effort vers l'isolement des

structures, elles ont une maniére de se mélanger trés rapidement et de la facon la

plus fructueuse. On peut dire que les grandes idées en mathématiques proviennent de

rencontres de plusieurs structures trés différentes. (DIEUDONNE 1969, p. 19)
On entrevoit chez Dieudonné un lien trés fort entre la classification des mathématiques
et la pratique mathématique de la classification. Plus précisément, la classification des
mathématiques en différents domaines n’est pas ce qui doit prévaloir d’aprés lui, mais
le traité — et plus généralement les mathématiques — doivent s’organiser autour des
structures mathématiques, lesquelles découlent de la connaissance que I'on a des objets et
notions mathématiques considérés.

Car ce qui est en jeu dans la classification selon Bourbaki, la clef de votite des Eléments,
c’est, ainsi qu'il écrit dans « L’architecture des mathématiques '° », la notion de structure.
Dans la méthode axiomatique qui est employée, ce sont ces structures, caractérisées par
leurs axiomes, qui permettent de classifier les objets. « Pour définir un objet, on définit les
axiomes qu’il doit vérifier, et non cet objet lui-méme », écrit Schwartz 6. Poursuivant la
comparaison avec I'entreprise de Linné, Schwartz précise les degrés introduits par ce der-
nier : « Embranchements, classes, ordres, familles, genres, espéces, sous-espéces », et, de

méme que l'avait fait Dieudonné avant lui, se concentre sur ’exemple de la baleine, que le

12. Cette citation est tirée du « Mode d’emploi » des Eléments, (BOURBAKI 1940, p. v). Au sujet de
Dieudonné et des encyclopédies, voir (DIEUDONNE 1981, Tome I, p. 3).

13. Sur l'image et la mémoire que se construit Bourbaki, voir (BEAULIEU 1998).

14. Sur Linné et la classification en sciences naturelles, voir par exemple (HoQUET 2005). Voir aussi (Du-
RIS 1998) sur le « culte de Linné en France et a I’étranger au X1x°© siécle ».

15. (BOURBAKI 1948).

16. (Scuwartz 1997, p. 159).



naturaliste suédois avait pour la premiére fois (en 1758) classé parmi les mammiféres, tra-

duisant ainsi le fait que sa structure en est plus proche qu’elle ne ’est des poissons. Schwartz

analyse par comparaison la construction des théories mathématiques dont il écrit qu’elles

procédent plutdt par croisements que par lignées verticales. Il en donne pour exemple :
Ainsi le lion : embranchement des vertébrés, classe des mammiféres, ordre des carni-

vores, famille des félidés, genre Panthera, espéce Panthera leo. Le tigre partage cette

classification jusqu’au genre Panthera mais appartient a espéce Panthera tigris. |...]

Les théories mathématiques procédent plutdt par croisements que par lignées ver-
ticales. Les espaces vectoriels topologiques sont a l'intersection de la catégorie des
espaces vectoriels et de la catégorie des espaces topologiques. (SCHWARTZ 1997, p. 162-
163)

Pour expliquer cet exemple livré par Schwartz, nous en proposons une représentation gra-
phique : une espéce comme le tigre se trouve en suivant une descendance verticale (figure 1),
alors que la structure d’espace vectoriel topologique se trouve a 'intersection entre la struc-

ture d’espace vectoriel et de celle d’espace topologique (figure 2).

EMBRANCHEMENT Vertébrés
CLASSE Mammiféres
|
ORDRE Carnivores
FAMILLE Félidés / \Canidés
| |
GENRE Panthera Canis

7N VRN

ESPECE  Panthera leo Panthera tigris Canis domesticus Canis lupus

FIGURE 1 — Lignées verticales chez Linné, d’aprés Schwartz

Espaces Espaces

vectoriels topologiques

Espaces vectoriels topologiques

FIGURE 2 — Croisements de structures mathématiques, d’aprés Schwartz

Dans cette perspective, un résultat de classification en mathématique est une comparai-



son de différentes structures, dans laquelle sont identifiées deux structures isomorphes 7.

Les discours cités ici participent & l'image structuraliste des mathématiques donnée
par Bourbaki, qui correspond a un contexte culturel particulier '8, et propagent 'idée que
c’est lui qui a introduit les structures comme mode de pensée. Si, comme le montre Leo
Corry, la notion formelle de structure ne joue finalement pas de réle dans ’organisation du
traité, pas plus que dans celle des mathématiques !, il n’en est pas de méme de I'impact
qu’elles ont dans la conception et la pratique mathématique, notamment classificatoire, de
ses différents membres en particulier.

Accompagnant la pratique de classification mathématique intervient aussi une pratique

0 rendue nécessaire par la mise a plat des mathématiques a traiter dans

de dénomination 2
les Eléments?!, qui chez Bourbaki a joué un role premier, sans pour autant que les acteurs
établissent un lien explicite avec la classification. Dieudonné et Schwartz considérent ainsi
que Bourbaki a introduit un vocabulaire « éminemment simplificateur 22 ». Schwartz dis-
cute précisément le moment ol le mathématicien introduit un nouveau mot, une nouvelle
définition : c’est lorsque cette propriété revient « toujours ». « Naturellement tout mathé-
maticien doit s’habituer & manipuler un grand nombre de mots nouveaux. Une partie de
son travail consiste précisément & concevoir des mots nouveaux, et des notations nouvelles
14 ot cela s’impose », nous explique-t-il 2. Concernant cette pratique de la dénomination,
Henri Cartan, autre membre fondateur de Bourbaki, se référe a nouveau a une pratique
scientifique, provenant d’une science expérimentale — la chimie — cette fois. Il écrit ainsi :
Bourbaki estimait qu’il était nécessaire de modifier et de simplifier la terminologie afin
d’étre capable a traiter les mathématiques dans leur ensemble. Ce faisant, il se pliait
a la maxime d’un chimiste Suédois d’Uppsala du 18éme siécle, du nom de Bergman.
Lavoisier le cite ainsi : « Ne faites grace a aucune dénomination impropre ; ceux qui

savent entendront toujours; ceux qui ne savent pas encore entendront plus tot 24 ».

17. Voir la description de la méthode employée dans le « problémes de classification » dans (DIEUDONNE
1987), ot sont donnés plusieurs exemples de tels problémes que 'on sait résoudre.

18. Sur différentes images du structuralisme en France, voir (AUBIN 1997).

19. (Corry 2001, Chapter 7, p. 289-338).

20. L’importance de la dénomination vis-a-vis des questions taxinomiques a été discutée par Michel
Foucault dans Les Mots et les choses, (FoucauLT 1966), 'élaboration d’une nomenclature adéquate étant
présentée comme indissociable du processus classificatoire. Par ailleurs, voir (ROUSSEAU et MorvaN 2000)
pour un travail interdisciplinaire sur cette question de dénomination en sciences. En particulier, faisant
écho & ce que nous décrivons, ce volume contient un article sur « La création des noms mathématiques :
I’exemple de Bourbaki. », (CARTIER et CHEMLA 2000).

21. Aprés avoir expliqué comment Bourbaki a choisi les théorémes a énoncer a partir de la notion de
structure, Dieudonné écrit : « En particulier le choix des définitions, l'ordre suivant lequel sont exposés
les sujets ont été décidés uniquement suivant un schéma logique et rationnel; si cela ne s’accordait pas
avec ce qu’on faisait avant, eh bien c’est que ce que 'on faisait avant qui était jeté par dessus bord, sans
aucune espéce de ménagement méme pour des traditions séculaires. [...] Donc Blourbaki] a purement et
simplement a aboli cette terminologie, comme beaucoup d’autres. Il en a aussi inventé beaucoup d’autres
(...) ». (DIEUDONNE 1969, p. 18).

22. (DIEUDONNE 1969, p. 18-19), (SCHWARTZ 1997, p. 163).

23. (ScawARTz 1997, p. 165)

24. « Bourbaki considered it necessary to modify and simplify the terminology to be able to that mathe-
matics as a whole. In doing so, he was following the maxim of an 18th century Swedish chemist of Uppsala



(CARTAN 1979/80, p. 179)

Schwartz 2° poursuit cette réflexion, en indiquant que cela est une simplification qui s’ac-
compagne d’une montée en abstraction.

La maniére dont ils traitent ’analogie naturaliste traduit une certaine pratique de la
classification au sein de Bourbaki, dont on peut certes remettre en cause l'influence sur
la rédaction du traité, mais qui semble avoir un impact sur la pratique individuelle de ses
membres. Dieudonné affirme ainsi que :

[O]bligé d’apprendre sans cesse du nouveau et d’essayer de le repenser avec un esprit
vierge, je fus amené, presque sans le vouloir, et tout en assouvissant & plaisir ma

manie classificatrice, & travailler moi-méme dans des parties de plus en plus étendues
des mathématiques. (DIEUDONNE 1981, Tome I, p. 3)

Et effectivement, Dieudonné s’est intéressé & de trés nombreuses parties des mathéma-
tiques : loin de se cantonner & l’analyse, il devient par exemple la plume de Grothendieck
en collaborant a la rédaction de ses Eléments de géométrie algébrique & partir de 1959 26,
Dans le cas de Schwartz, qui était un collectionneur passionné de papillons, et qui décrit ses
intéréts de jeunesse pour la botanique 27, il est plus difficile de savoir s’il existe un véritable
lien entre sa pratique mathématique et sa pratique naturaliste. Il conserve en tout cas de
sa formation bourbakiste une pratique méthodique d’identification des structures des ob-
jets sur lesquels il travaille 8. Il écrit ainsi que « [sJon esprit mathématique, profondément
classificateur, gotitait au plus haut point cette organisation qu[’il n’al jamais cessé de res-
pecter. Les distributions s’étudient d’abord sur R, puis sur n’importe quel espace affine
de dimension finie, puis, sous forme de courants, sur n’importe quelle variété indéfiniment
différentiable ?? » : dans sa recherche de généralisation de sa théorie des distributions, il
se place dans le cadre des structures telles qu’elles ont été décrites plus haut. Le méme
objet, a savoir une forme différentielle continue sur un certain espace, peut se définir sur
un espace avec une structure de moins en moins riche et de plus en plus générale (R,
espace affine de dimension finie, variété indéfiniment différentiable), et on lui donne alors
un nom différent selon le cas (distribution, distribution-vectorielle, courant) .

Quelques éléments apparaissent ainsi & la lumiére de ce premier exemple. Dans ce cas
de I'entreprise Bourbaki, nous avons vu des références explicites comparant classification
en mathématiques et en sciences naturelles. La portée de ces commentaires est néanmoins
limitée du fait qu’il s’agit d’une analyse a posteriori faite par des acteurs qui sont en train

de construire I'image de Bourbaki. De plus, si la notion de structure n’est finalement pas

named Bergman. Lavoisier quotes him as saying: “Ne faites grace & aucune dénomination impropre;
ceux qui savent entendront toujours; ceux qui ne savent pas encore entendront plus tot”. » Traduit de
lallemand (CARTAN 1959).

25. (SCHWARTZ 1997, p. 165-166)

26. Sur Dieudonné et son ceuvre mathématique, voir (Ducac 1995).

27. (ScHwaRtz 1997, p. 11-38).

28. Sur les rencontres mathématiques entre Bourbaki et Schwartz, voir (PAUMIER 2014).

29. (ScHwARTZ 1997, p. 163).



centrale dans les mathématiques des Eléments, il en est de méme de celle de classifica-
tion. Si I'on regarde par exemple la maniére dont y sont traités les corps finis, on peut
lire en introduction qu’il s’agit d’une « classification des corps finis », mais rien dans le
chapitre en question ne permet de reconnaitre cette classification : ni commentaires, ni
efforts d’organisation, si ce n’est quelques commentaires épars dans la note historique qui
suit 3°. Néanmoins, cette réflexion sur la pratique de la classification mathématique semble
avoir un impact sur la maniére dont les membres de Bourbaki racontent leur pratique
mathématique de maniére plus générale.

Il semble désormais adéquat de se pencher sur un probléme particulier de classification
en mathématiques et d’examiner la maniére dont des mathématiciens le traitent, afin d’en

tirer des conséquences quant & la pratique classificatoire en mathématiques.

Classifications de surfaces cubiques

Nous utilisons pour cela 'exemple de surfaces particuliéres qui ont été intensément
étudiées dans la seconde moitié du Xixe siécle. 1l s’agit de surfaces pouvant étre définies
par une équation polynomiale de degré 3 en les coordonnées x,y,z de l'espace, comme
par exemple 23 + y?z + 3xyz + 22 — 1 = 0 ou 2% +ix%y — 22 + (2 - 3i)y’ + 2 + 2 = 0,

2 — _1. En raison de la valeur de ce

le nombre ¢ étant un nombre complexe tel que %
degré, ces surfaces sont appelées « surfaces cubiques », « surfaces du troisiéme degré » ou
encore, comme c’était plus souvent le cas au XIx® siécle, « surfaces du troisiéme ordre ». A
cette époque, les mathématiciens prenaient en considération tout aussi bien des surfaces
« réelles » que des surfaces « complexes », ¢’est-a-dire pouvant étre définies par une équation

t31. De plus, les coordonnées z,y, z étaient

a coefficients tous réels ou non, respectivemen
généralement vues comme des nombres complexes, que la surface soit réelle ou complexe.
Enfin, rappelons que parmi les points d’une surface cubique, il peut exister des « points
singuliers », aussi appelés « singularités » : si £/ = 0 est une équation d’une surface, ce
sont les points de coordonnées (x,y, z) qui annulent a la fois F' et sa différentielle premiére,
c’est-a-dire que F(z,y,2) =0 et dFj,, ) = 0.

Un résultat important, démontré en 1849 par les britanniques Arthur Cayley et George
Salmon, est que toute surface cubique « lisse », c’est-a-dire n’ayant aucun point singulier,
contient exactement vingt-sept droites®?. Ces deux mathématiciens montrérent en outre
que ces vingt-sept droites sont contenues trois & trois dans un méme plan. Ils dénombrérent
en tout quarante-cing tels plans et les baptisérent « plans tangents triples ». Notons que

tout comme pour les surfaces cubiques, il est possible de faire la distinction entre droites

30. Les fascicules d’algébre sont parus a partir de 1947. Nous citons ici une édition ultérieure regroupant
plusieurs volumes : (BoUrBAaKI 1970, p. xi11), (BourBaki 1981, p. V.1, V.138) et la note historique
(BourBaki 1981, p. VIL.69-VIL.76).

31. Ainsi, des deux exemples précédents, le premier est une surface réelle tandis que le second est une
surface complexe.

32. (CAYLEY 1849; SALMON 1849). Au sujet de I’histoire du théoréme des vingt-sept droites, voir (L
2015).



et plans réels ou complexes selon qu’ils peuvent étre définis par des équations a coefficients
tous réels ou non ; dans le théoréme de Cayley et Salmon, il est sous-entendu que parmi les
vingt-sept droites, toutes ne sont pas réelles a priori, et de méme pour les quarante-cing
plans tangents triples.

Une dizaine d’années aprés ces travaux de Cayley et de Salmon, le mathématicien
suisse Ludwig Schlafli consacra aux surfaces cubiques deux articles dans lesquels il proposa
deux classifications des surfaces du troisiéme ordre, (SCHLAFLI 1858; SCHLAFLI 1863).
Dans celui de 1858, il s’agit d’une classification des surfaces cubiques réelles et lisses selon
le nombre de droites réelles et le nombre de plans tangents triples réels qu’elles peuvent
contenir. Le résultat auquel Schlifli aboutit est qu’il n’y a que cinq possibilités pour ces
nombres, a savoir (27,45), (15,15), (7,5), (3,13) ou (3,7)33. Dans les termes de Schlifli,
cela donne cing « espéces » de surfaces lisses du troisiéme ordre 34

L’article de Schlafli de 1863 est intitulé « On the Distribution of Surfaces of the Third
Order into Species, in Reference to the Absence or Presence of Singular Points, and the
Reality of Their Lines ». Comme ce titre 'indique, Schlafli y propose d’établir une clas-
sification des surfaces cubiques basée & la fois sur leurs points singuliers éventuels et sur
la réalité des vingt-sept droites. En ce qui concerne les singularités, il s’agit de considérer
non seulement leur existence éventuelle, mais aussi (dans l'affirmative) d’en établir une
typologie. Schléfli discute ensuite, pour chacun des types de singularités trouvés, les possi-
bilités de réalité des droites et des plans tangents triples. Ainsi, le premier cas considéré est
celui des surfaces lisses, pour lequel Schlafli reprend le contenu de son article de 1858 ; les
autres cas correspondent & différents types de singularités, comme par exemple les « nocuds
propres » :

Cette théorie [de la réalité ou non-réalité des droites sur une surface lisse du troisiéme

ordre] est reproduite et développée dans le présent mémoire sous le titre « I. Surface

5 » ; mais la plus grande

cubique générale du troisiéme ordre et de la douziéme classe
partie du mémoire se rapporte aux formes singuliéres qui sont ici complétement énu-
mérées pour la premiére fois, et sont examinées sous les titres II, I1I, &c. jusqu’a XXII,
par exemple « II. Surface cubique avec un noeud propre, et donc de la dixiéme classe »
[...]. Chacune de ces familles est discutée [...] et est également [...] divisée en espéces

selon la réalité ou la non réalité de ses droites et plans 6. (SCHLAFLI 1863, p. 193)

33. L’idée de la démonstration de Schlafli est la suivante. Il s’agit d’abord d’écrire ’équation d’une

surface cubique lisse sous la forme UVW — XY Z = 0, ou U,V,...,Z sont des fonctions linéaires en les
coordonnées de I’espace. Les différentes possibilités pour les nombres de droites et de plans réels proviennent
d’une discussion compléte des cas de réalité des fonctions U, ..., Z.

34. Cet article de Schléfli a été publié en anglais, mais on lit dans son introduction que c’est Cayley qui
la traduit dans cette langue (probablement depuis l'allemand). En anglais, il s’agit des cinq « species »
de surfaces cubiques lisses. Notons que plusieurs mathématiciens ont par la suite utilisé la classification de
Schlafli en utilisant encore le terme d’« espéces ». Voir par exemple (CREMONA 1868, p. 116; ZEUTHEN
1875, p. 1). Cependant, comme dans (STURM 1867, p. 281), on trouve aussi I'utilisation du terme allemand
« Gattungen », que 'on traduit plutdt par « genres ».

35. La « classe » d’une surface (non nécessairement cubique) est le nombre de plans tangents qu’on peut
mener depuis un point quelconque de I’espace.

36. « This theory [as regards the reality or non-reality of the lines on a general surface of the third order|



Expliquons briévement comment est faite la distinction entre différents types de singula-
rités. Si par exemple, le point de coordonnées (0,0, 0) est singulier, Schléafli montre que la
surface auquel il appartient admet une équation de la forme P(z,y,z) + Q(x,y,2) = 0,
ou P et @ étant des polynémes homogénes de degrés respectifs 2 et 3. Lorsque P ne peut
pas étre factorisé en deux termes linéaires, le point singulier est appelé un « nceud propre ».
Dans le cas contraire, Schlafli distingue les cas oul les facteurs linéaires de P sont distincts
ou non. Dans l'affirmative, il montre qu’il est possible de supposer que P(z,y,z) = xy; la
singularité est alors appelée « noeud biplanaire » si de plus le coefficient devant 23 dans Q
est non nul. La discussion se poursuit ainsi en suivant une disjonction progressive de cas
relative & des propriétés de P et (), ce qui établit la classification.

L’ensemble de tous les cas de la classification est résumé par Schléafli sous la forme
d’une liste comportant vingt-deux items correspondant aux vingt-deux familles de surfaces

cubiques. Par exemple, pour les familles III & VI, on 1it 37 :

IIT. Surface cubique de la neuviéme classe avec un nceud biplanaire. Espéces III. 1, 2,

3, 4.

IV. Surface cubique de la huitiéme classe avec deux noeuds propres. Espéces IV. 1, 2,
3,4,5,6.

V. Surface cubique de la huitiéme classe avec un noeud biplanaire. Espéces V. 1, 2, 3,
4.

VI. Surface cubique de la septiéme classe avec un noeud biplanaire et un noeud propre.
Espéces VI. 1, 2. (SCHLAFLI 1863, p. 193-194)

Remarquons que l'article de Schléfli se termine par une remarque écrite par Cayley (le
traducteur, rappelons-le) : « Dr. Schlafli a omis de mentionner une forme spéciale de la
surface réglée du troisiéme ordre qui s’est présentée d’elle-méme & moi>®. » Cayley met
ainsi en évidence une lacune dans la classification de Schlédfli provenant d’un oubli dans
la disjonction des cas menée par ce dernier, et la compléte en introduisant une nouvelle
espéce de surface cubique — Cayley reprendra cette classification complétée dans un long
mémoire sur les surfaces cubiques, (CAYLEY 1869) (voir la figure 3).

Cette intervention de Cayley met en évidence 'importance de la démonstration d’une
classification en mathématiques, puisque la complétude de celle-ci est assurée par I’exhaus-

tivité de la disjonction de différents cas autour de laquelle la preuve est construite. Une

is reproduced and developed in the present memoir under the heading, I. General cubic surface of the third
order and twelfth class; but the greater part of the memoir relates to the singular forms which are here first
completely enumerated, and are considered under the headings II., III., &c, down to XXII., viz. II. Cubic
surface with a proper node, and therefore of the tenth class [...]. Each of these families is discussed [...]
and it is further [...] divided into species according to the reality or non-reality of its lines and planes. »

37. «III. Cubic surface of the ninth class with a biplanar node. Species III. 1, 2, 3, 4. IV. Cubic surface
of the eight class with two proper nodes. Species IV. 1, 2, 3, 4, 5, 6. V. Cubic surface of the eight class
with a biplanar node. Species V. 1, 2, 3, 4. VI. Cubic surface of the seventh class with a biplanar and a
proper node. Species VI. 1, 2. »

38. « Dr. Schlafli has omitted to notice a special form of the ruled surface of the third order which
presented itself to me », (SCHLAFLI 1863, p. 241).
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FIGURE 3 — Tableau des singularités donné dans (CAYLEY 1869, p. 235). Les colonnes

tées en chiffres ro-

mains. Les égalités tout en haut du tableau indiquent les singularités caractérisant
chaque espéces (par exemple, la classe II est celle comportant un seul point conique
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classification peut donc faire ’objet de corrections suite & une insuffisance de sa démons-
tration. Au-dela de 'omission éventuelle de cas, c’est aussi la fagcon de faire elle-méme qui
peut étre remise en question. Par exemple, revenant en 1979 sur la classification des sur-
faces cubiques par leurs singularités, les mathématiciens James Williams Bruce et Charles
Terence Clegg Wall commentent :

La classification des surfaces cubiques (complexes et projectives) par leurs singularités

ayant été donnée par Schlafli il y a plus d’un siécle, (SCHLAFLI 1863), il est possible de

mettre en doute le besoin d’y revenir. Nous avons cependant trouvé que la géométrie

n’y était pas expliquée de fagon particuliérement simple, de méme que dans (CAYLEY

1869), et que la classification devient plus transparente par 'introduction de la termi-

nologie et des techniques de la théorie moderne des singularités3°. (BRUCE et WALL
1979, p. 245)

Le réexamen de la classification de Schléfli (complétée par Cayley) ne concerne pas ici les
divisions en lesquelles elle consistait ; il vise sa substance géométrique, a travers 1'utilisa-
tion d’un outillage mathématique moderne pour sa démonstration — c’est dire que des
techniques de preuve et des opinions disciplinaires personnelles et historiquement situées
se retrouvent dans les questions classificatoires.

Cet ancrage historique des points de vue sur une classification peut se manifester de
facon plus radicale, en agissant sur les critéres classificatoires eux-mémes. Ainsi, dans une
publication de 1987, Horst Knorrer et Thomas Miller proposent de revenir sur les classifi-
cations de surfaces cubiques proposées par Schlafli, mais aussi par Felix Klein et par Carl
Rodenberg : ces derniers avaient respectivement classifié les cubiques selon leur forme 49 et
selon ce qu’on appelle « leur pentaédre », (KLEIN 1873 ; RODENBERG 1879). Or, d’apreés H.
Knorrer et T. Miller, « non seulement les concepts d’équivalence a la base de ces travaux,
mais aussi les méthodes employées pour les classifications ne sont pas assez précisément
formulées pour les standards d’aujourd’hui?!. » En conséquence de ces remarques, les deux
mathématiciens proposent une classification basée sur ce qu’ils appellent le « type topo-
logique » des surfaces et qu’ils annoncent définir précisément. La classification est ainsi
réévaluée en fonction des normes et des exigences du travail mathématique d’une époque

de rédaction, allant jusqu’a entrainer une modification des critéres mémes du classement 42.

39. « Since the classification of (complex, projective) cubic surfaces by their singularities was given by
Schlafli, (ScHLAFLI 1863), over a century ago, the need for a further account may be questioned. We found,
however, that the geometry was not particularly simply exposed there or in (CAaYLEY 1869), and also that
the classification is made more transparent by the introduction of terminology and techniques from modern
singularity theory. »

40. 11 s’agit ici de la forme d’une surface au sens de son aspect (Gestalt en allemand), shape en anglais.

41. « Allerdings sind sowohl die in diesen Arbeiten zugrundegelegten Aquivalenzbegriffe als auch die bei
der Klassifikation verwendeten Methoden fiir heutige Standards nicht prézise genug formuliert. » (KNOR-
RER et MILLER 1987, p. 51).

42. On remarquera au passage que de mémes objets (ici, les surfaces cubiques) peuvent étre classifiées
selon des critéres a priori différents (singularités, forme, pentaédre, type topologique). Remarquons que le
probléme du pluralisme taxinomique a récemment fait I’objet de commentaires philosophiques a partir de
lexemple de la classification des étoiles, (RupHy 2013).
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Revenons encore sur les travaux de Schléfli pour illustrer un dernier point. Nous avons
pu constater que la classification de Schléfli donne lieu & des divisions successives des sur-
faces cubiques en familles et espéces, la « classe » de ces surfaces apparaissant en tant
qu’une des caractéristiques de chaque famille. D’ailleurs, comme le laisse deviner I'extrait
de classification cité précédemment, des surfaces cubiques ayant méme classe peuvent ap-
paraitre dans des familles différentes. La classification des surfaces du troisiéme ordre se
présente donc par classes, familles et espéces, en allant du plus général au plus particulier.
A ce stade, on peut remarquer la proximité frappante du vocabulaire avec celui du modéle
classique de classification du vivant (et en particulier du monde végétal) hérité de Linné
impliquant classes, ordres, familles, genres et espéces (du plus général au plus particulier).
Deux différences notables se présentent toutefois. La premiére est que dans la classification
de Schléfli, la classe est une sous-division de l’ordre, ce qui est donc inversé par rapport au
modéle classique. La seconde est qu’il n’y a pas d’utilisation par Schléfli d’une catégorie
de genre, intermédiaire entre celles de famille et d’espéce 3.

Cette ressemblance lexicale, qui n’est pas une stricte analogie, pose a nouveau la ques-
tion du rapport des mathématiques aux sciences naturelles. Car si dans ’exemple de I'en-
treprise classificatoire de Bourbaki, ce rapport était explicitement mis en avant par les
auteurs eux-mémes, le cas des surfaces cubiques montre des traces dont le lien aux sciences
naturelles est le résultat de notre interprétation. On peut par conséquent se demander s’il
s’agit ici d’un véritable emprunt au modeéle de classification du vivant (avec éventuellement
un véritable transfert de méthode), ou seulement d’un indice pointant vers une origine ter-
minologique commune. Autrement dit, ’emploi des termes « classe », « ordre », « espéce »
et « famille » n’est-il ici que le fruit d’usages en place hérités du passé, ou indique-t-il une
réelle identité de démarche, voire plus généralement un point de vue épistémologique fort

sur un lien entre mathématiques et sciences du vivant ?

Science(s) et classification(s)

Que ce soit par des commentaires explicites de la part de mathématiciens ou par des
traces plus techniques et plus cachées, nous avons vu comment mathématiques et sciences
naturelles peuvent étre rapprochées a travers les questions classificatoires. Plus précisément,
les liens que nous avons mis en évidence précédemment invitent & voir le modéle classique
de Linné comme parangon pour les classifications mathématiques.

De ce point de vue, les objets mathématiques rejoignent « les associations végétales,
les maladies, les connaissances humaines, mais aussi les ceuvres d’art, les contes popu-
laires, les langues, les émotions [qui| sont autant d’objets qu’on a tenté de classer more

botanico », (DROUIN 2008, p. 237). Les sciences naturelles, et en particulier la botanique,

43. 1l existe plusieurs notions mathématique de « genre » pour les surfaces, mais aucune n’est discutée
pour les surfaces cubiques par Schléafli. Dans I’exemple de la classification par Gauss des formes quadratiques
cité précédemment, (LEMMERMEYER 2007), ordre, classe et genre existent, mais ’ordre ne correspond pas
non plus & celui des taxons du modéle classique.
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apparaissent ainsi comme dénominateur commun & des problémes de classification issus
d’un large éventail de disciplines. Comme le souligne Jean-Marc Drouin, nul doute que
d’autres domaines scientifiques que ceux dont dépendent les objets énumérés précédem-
ment sont susceptibles d’étre mis en relation avec les sciences naturelles.

Cette interdisciplinarité nous parait essentielle dans la question historique de la clas-
sification, et il convient d’en analyser les modalités avec précision. Dans cette optique,
plusieurs pistes de réflexion peuvent étre ébauchées ici. Comme nous avons pu l’écrire
précédemment, il s’agit d’abord d’examiner si, dans chaque exemple de classification, des
transferts de méthode ou de démarche sont vraiment effectués depuis les sciences naturelles
— des études historiques ont d’ailleurs montré que des transferts réciproques ont existé
dans certains cas?*. De plus, soulignons que des relations interdisciplinaires n’impliquant
pas les sciences naturelles sont également & envisager, avec incidemment les mémes ques-
tions relatives aux éventuels transferts *°. Dans ces questions-l1a, il s’agit aussi d’étudier la
résistance des objets et des disciplines aux ponts que leurs praticiens leur fabriquent, aux
passages qu’ils tentent de créer et qu’ils décrivent ensuite. En particulier, il semble qu’il
faille bien prendre en compte les spécificités de chaque discipline dans ces examens : par
exemple, nous avons vu & quel point est importante, dans les problémes classificatoires en
mathématiques, la question de la démonstration, autour de laquelle s’articulent des enjeux
d’exhaustivité, de compréhension des objets considérés et de points de vue disciplinaires 46.
Enfin, insistons sur le fait que les classifications et plus largement les activités classifica-
toires sont historiquement et socialement situées. En effet, si les méthodes et techniques

de telle ou telle discipline, ses normes et ses exigences de travail sont évidemment soumises

44. Voir par exemple (DrROUIN 2008, p. 116-119) au sujet d’une intervention de calcul combinatoire dans
les travaux de Linné, ou encore (FoucaurLT 1966, p. 149) sur l'objectif de Michel Andanson de vouloir
« traiter la Botanique comme une science rigoureusement mathématique, et qu’il serait loisible d’y poser
des problémes comme on fait en algébre ou en géométrie », (Foucaurt 1966, p.149).

45. Citons par exemple le mathématicien Camille Jordan, lequel décrit une analogie classificatoire entre
chimie et des travaux de son collégue Emile Mathieu : « Dans ses intéressants Mémoires sur la théorie
des substitutions [...|, M. Emile Mathieu a émis I’idée de répartir les groupes de substitutions en séries
analogues a celles que les chimistes ont signalées parmi les composés organiques. » (JORDAN 1868, p. 229).

46. Le cas de la classification des groupes finis simples est particuliérement intéressant vis-a-vis de la
question de la démonstration d’une classification mathématique. En effet, le résultat de cette classification
peut s’exprimer de fagon trés concise : « Tout groupe fini simple est isomorphe & I'un des groupes suivants :
groupe cyclique d’ordre premier, groupe alterné, groupe fini simple de type Lie, ou I'un des vingt-six groupes
finis simples sporadiques ». Sa démonstration a quant a elle été mise en doute ou retravaillée par plusieurs
mathématiciens en raison de sa complexité — plus de 10000 pages développées par une centaine d’auteurs
entre 1955 et 1983, suivie d’une seconde génération de preuve jusqu’en 2005. Les enjeux classificatoires
se situent donc ici véritablement autour de la preuve, mais se doublent par ailleurs d’un phénomeéne
particulier : c’est le travail de démonstration lui-méme, plus que le résultat classificatoire, qui permet aux
mathématiciens de développer de nouvelles techniques autour des objets qu’ils classifient, et de mieux les
connaitre (voir par exemple (SoLomoN 1995, p. 239)). Dans ce cas 1a encore, on trouve une référence a
Linné : « The classification of finite simple groups is an exercise in taxonomy. This is obvious to the expert
and to the uninitiated alike. To be sure, the exercise is of colossal length, but length is a concomitant of
taxonomy. Those of us who have been engaged in this work are the intellectual confreres of Linnaeus. Not
surprisingly, I wonder if a future Darwin will conceptualize and unify our hard won theorems. [...] The
Origin of Groups remains to be written, along lines foreign to those of Linnean outlook. » (THOMPSON
1984, p. 2), cité par (STEINGART 2012, p. 190-191).
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aux changements d’époques, de lieux et de personnes, les transferts et les résistances entre
ces disciplines ainsi que les points de vue épistémologiques qui leurs sont attachés le sont
tout autant 47.

Pour rendre compte de ces variations illustrant la richesse de la question historique de la
classification, et en permettre en retour une analyse transversale, il apparait donc fructueux
de passer par des études de cas de classifications relevant de disciplines scientifiques variées,
et diversement localisées dans le temps et les espaces. Ces réflexions ont donné lieu, en avril
2014, & une session du Congrés annuel de la Société francaise d’histoire des sciences et des
techniques 8. Le présent numéro des Cahiers Frangois Viéte en est une trace, puisqu’il
est essentiellement constitué d’articles reprenant et développant les exposés des différents
intervenants de cette session. Les contributions qui le forment sont autant d’études de cas
dont chacune trouve sa pertinence en regard de la problématique de la classification. Mais
pour les raisons décrites supra, nous pensons qu’au-dela de leurs pertinences locales, la
mise en conjonction de ces études de cas contribuera a éclairer le sujet de la classification

avec une intensité plus forte que leur simple addition.
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