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ВЫПУКЛОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
СООТНОШЕНИЙ. I 

Предлагается прямой тополого-геометрический метод для построения 
решений дифференциальных неравенств и уравнений в частных произ
водных. 

§ 1. Постановка задачи и формулировка результатов 

1.1. В в е д е н и е . 
1.1.1. З а д а ч а и н т е г р и р о в а н и я . Пусть р : X-+V — гладкое рас

слоение, Хг — многообразие r-струй ростков его сечений и Xr-*V — есте
ственное расслоение. Дифференциальным соотношением или дифферен
циальным условием порядка г называется множество QczXr. Решением 
соотношения Q называется такое Сг-сечение V-+X, образ струи 
Jr(f) : V-+Xr которого содержится в Q. 

Выделим два случая. 
1) М н о ж е с т в о Q о т к р ы т о . В этом случае его дополнение 

2 = Х Г \ Й называется особенностью, а решения соотношения Q называ
ются %-неособыми сечениями. 

Представим множество ИаХг совокупностью общих нулей веществен-
нозначных непрерывных функций Ф ь ..., Ф5 на Хг и будем интерпретиро
вать каждую из функций как дифференциальный оператор, относящий 
сечению / : V-+X функцию Ф;(/г(/)) на V, i=l, ..., s. При такой интерпре
тации Е-неособыми оказываются в точности те сечения f, для которых 
функции Фг(/Г(/)), i = l , ..., s, не обращаются одновременно в нуль. 

2) М н о ж е с т в о Q з а м к н у т о . В этом случае Q представляется 
совокупностью общих нулей функций Wu ..., ^t на Хг, а решения соотно
шения Q — это решения / системы 

Wi(Jr(f)) = 0, i = l, ... , t. (*) 

1.1.2. Н е о б х о д и м о е у с л о в и е р а з р е ш и м о с т и . Тривиаль
ным необходимым условием разрешимости соотношения Q является на
личие сечения ф: V->Q, т. е. сечения ф: V-*Xr с образом в Q. В случае 2) 
из 1.1.1 подобное сечение ф — это решение системы (*), трактуемой не 
как система дифференциальных уравнений, а как алгебраическая систе
ма, где неизвестными служат компоненты струи, рассматриваемые как 
независимые переменные. Иными словами, решая систему (*), мы игно
рируем тот факт, что компоненты струи должны быть частными произ
водными некоторого сечения V-+X. 
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Представляется разумным с самого начала исходить из по
добного «решения» <р, а затем уже строить настоящее решение соотно
шения Q. 

^ -принцип. Если для любого сечения ф: V-+-Q существует такое ре
шение / соотношения Q, что струя / r(/) : V-+Q соединима с ф гомотопией, 
составленной из сечений У-НЙ, то скажем, что для Q верен е-принцип. 

Во многих случаях удобно описывать решения соотношения Q без яв
ного указания самого Q и понятие ^-принципа относить не к Q, а к его 
решениям. 

w.h.e-n р и н ци п. Скажем, что для Q и для решений соотношения Q 
верен w.h.e-принцип, если непрерывное отображение f-+Jr(f) простран
ства решений (снабженного Сг-топологией) в пространство сечений 
V-+Q есть слабая гомотопическая эквивалентность. 

Если верен до.Л.е-принцип, то, очевидно, верен и ^-принцип. 
1.1.3. Ц е л ь с т а т ь и ; в з а и м о о т н о ш е н и е ч а с т е й I и IL 

Могло бы показаться, что для большинства условий Q неверен е-прин-
цип (и тем более доАе-принцип), поскольку заключенное в нем необхо
димое условие разрешимости крайне поверхностно и не отражает глав
ного— дифференциальное™ соотношения. Цель статьи — показать об
ратное: w.h.e.-притщп нарушается лишь в исключительных случаях. 
Например, в случае 1) из 1.1.1. для И-неособых сечений верен w.h.e-прин-
цип, если особенность 2 задается функциями Фг, i = l , ..., 5, общего поло
жения и s ^ 2 (см. п. 1.3.4). Аналогичное можно сказать и о случае 2) по 
крайней мере тогда, когда число функций Wi меньше размерности слоя 
расслоения X-+V, т. е. система (*) из 1.1.1 недоопределенная. 

Следует, впрочем, иметь в виду, что исключительными являются поч
ти все уравнения математической физики. Лишь в редких случаях для 
линейных или квазилинейных систем верен до.А.е-принцип. Напротив, 
дифференциальные соотношения, возникающие в геометрии и топологии, 
как правило, подчиняются до.А.е-принципу. 

В публикуемую первую часть статьи включены только те формули
ровки, доказательства которых не отягощены второстепенными деталя
ми, могущими затемнить чрезвычайную простоту используемого мето
да — м е т о д а в ы п у к л о г о и н т е г р и р о в а н и я . Соотношения по
рядка выше первого, определенные и переопределенные системы 
уравнений, а также описание области действия е-принципа и анализ по
граничной ситуации — все это оставлено до части П. Поэтому наиболее 
интересные геометрические приложения, связанные с переопределенны
ми системами, не включены в первую часть, хотя именно для таких си
стем был впервые обнаружен е-принцип. Речь идет о С^феномене Нэша 
[см. (6), (5), (3), (2)], который обретает естественное истолкование в рам
ках выпуклого интегрирования. 

1.2. Т е р м и н о л о г и я . 
1.2.1. О х в а т и о б и л ь н о с т ь . Будем говорить, что множество Q, 

лежащее в аффинном пространстве L, охватывает точку ^ G L , если неко< 
торая ее окрестность содержится в выпуклой оболочке Conv(Q). 
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Назовем множество обильным, если каждая его линейно связная ком
понента охватывает все точки в L; пустое множество причислим к обиль
ным. 

1.2.2. Н а п р а в л е н и е в а ф ф и н н о м р а с с л о е ни и. Аффинным 
называется расслоение Z-+K с аффинной структурой в слоях Z^, k^Kf 
непрерывно зависящей от k^K. . 

Направлением размерности q называется разбиение каждого слоя в 
объединение попарно параллельных ^-мерных подпространств, причем 
разбиение должно быть непрерывно зависящим от k^K. 

Аффинным вложением Kq-+Z называется взаимно однозначное 
аффинное отображение в какой-нибудь слой Zh, k^K. Если в расслоении 
выделено ^-мерное направление, то можно говорить об аффинных вло
жениях Rq-+Z, параллельных данному направлению, т. е. об отображе
ниях с образом из данного направления. 

1.2.3. Множество QaZ назовем обильным над Ко^К в выделенном 
q-мерном направлении, если для любого аффинного вложения 
а: Rq-+Zk, kaKo, параллельного данному направлению, прообраз 
ar^Q) czR* обилен. 

Р а с с л о е н и я с т р у й ; г л а в н ы е и к о о р д и н а т н ы е на
п р а в л е н и я . 

1.2.4. Пусть p:X-+V— гладкое расслоение с я-мерной базой и ^-мер
ным слоем. Через X1 обозначается многообразие 1-струй ростков сече
ний, а через pl :Xl-+V и р°:Х1-+Х — естественные расслоения, второе из 
которых аффинно. 

1.2.5. Рассмотрим слой (р°)-1(х)аХ1, х^Х, и многообразие VQCZV 
коразмерности 1, проходящее через точку p(x)^V. Многообразие Vo 
определяет разбиение слоя (р°)~1(х) на классы эквивалентности: две 
струи объявляются эквивалентными, если сужения на V0 ростков, пред
ставляющих струи, имеют одинаковые 1-струи. Такого рода разбиения 
называются главными направлениями (легко видеть, что это действи
тельно <7-мерные направления в смысле п. 1.2.2), а афинные вложения 
Rv-^X1, параллельные какому-нибудь главному направлению, тоже назы
ваются главными. 

1.2.6. Система координат щ, ..., ип в окрестности UczV определяет п 
главных направлений в слоях над p~l(U)czX: направление i-oih коор
динаты задается многообразиями уровней и\ — const. Назовем эти п на
правлений координатными. 

1.3. Ф о р м у л и р о в к и д л я о т к р ы т о г о у с л о в и я QczXK 
1.3.1. Пусть p\X-^V — гладкое расслоение и QczX1 — открытое мно

жество. Если у любой точки J C G ! найдется такая ее окрестность YczX 
и такие локальные координаты в окрестности образа p(Y)czV, что Q ока-
жется обильным над Y в координатных направлениях, то для Q верен 
w.h.e-принцип. 

1.3.2. С л е д с т в и е . Если для любого главного вложения а: R^-^X1 

множество a_1(Q)czR^ обильно, то для открытого условия Q верен w.h.e-
принцип. 

6* 
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2 - н е о с о б ы е с е ч е н и я . 
1.3.3. Пусть EczX1 — такое замкнутое множество, что для любого глав

ного аффинного вложения а : R^-KX1 прообраз а~х (2) с № либо совпадает 
с R ,̂ либо нигде не плотен и имеет связное дополнение. Тогда для 2-яе-
особых сечений V-+X верен w.h.e-принцип. 

Действительно, связное, открытое, всюду плотное множество в R̂  
обильно. 

1.3.4. Ясно, что для типичной особенности SczX1 с cod imE^2 выпол
нены предпосылки из 1.3.3, что дает утверждение из п. 1.1.3. 

П р и м е р ы . 
1.3.5. П о г р у ж е н и я . Пусть V и W — гладкие многообразия размер

ностей п и q, X=VxW-+V — тривиальное расслоение 1>аХ1 — томовская 
особенность 21. В этом случае 2-неособым сечениям соответствуют по
г р у ж е н и я V^W; множество a_1(2)cz:R^ представляет собой либо все 
R?, либо (п—1)-мерное подпространство. Так что при q>n применимо 
1.3.3 и получается теорема Хирша (8): 

При q>n для погружений V-+W верен w.h.e-принцип. 
fe-мерсии. (^-отображение V-+W называется k-мерсией, если его 

ранг ^k. Для &-мерсий соответствующее множество a_1(E)c:R^ либо 
пусто, либо совпадает с R ,̂ либо является (k— 1)-мерным подпростран
ством. Применяя 1.3.3, получаем теорему Фейта (7): 

При k<q для k-мерсий верен w.h.e-принцип. 
В е щ е с т в е н н ы е п о г р у ж е н и я . Обозначим через Grn(№) то

тальное пространство расслоения, которое ассоциировано с касательным 
расслоением T(W)-+W и имеет слоем грассманово многообразие 
Cvn(Rq), n = dim V^q = dim W. Пусть W снабжено комплексной структу
рой. Обозначим через Ln(W)aGrn(W) многообразие, составленное из 
чисто вещественных касательных пространств, т. е. тех д-мерных веще
ственных пространств AczTw(W), w(=W, которые не содержат нетриви
альных комплексных линейных подпространств. Назовем погружение 
V-+W вещественным, если образ ассоциированного тангенциального 
отображения V-*-Grn(W) содержится в Ln(W). 

Для вещественных погружений верен w.h.e-принцип [в (2) это дока
зано при q>n]. 

Действительно, соответствующее а -1 (2)—это либо все Rq, либо 
(q/2 + n — 2)-мерное подпространство, так что применимо 1.3.3. 

С л е д с т в и я . 
А. Для того чтобы погружение f : V-+W было регулярно гомотопно 

вещественному погружению g : V-+W, необходимо и достаточно, чтобы 
ассоциированное с f отображение V-+Gr<n(W) было стягиваемо в 
Ln(W)^Grn(W). 

Б. Если f: V-+W—вложение, то при выполнении необходимого усло
вия из А существует вещественное вложение V-*W, за исключением, быть 
может, случая п = 2, q = A*: 

* П р и м е ч а н и е п р и Kioipip ек Tyip е. Во второй чаюти 'статьи это будет дока
зано и в исключительном случае. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение А следует из ay./i.e-принципа для 
погружений и вещественных погружений. При q = 2n отображение g по
лучается (после приведения регулярной гомотопии в общее положение) 
из / конечным числом перестроек Уитни [см. (9)]. За исключением случая 
п = 2, q = 4 перестройки можно производить в обратном порядке, начиная 
с g и не нарушая вещественности. Поэтому если / — вложение, то g можно 
продеформировать в вещественное вложение и утверждение Б доказайо. 

Вещественное ^-погружение можно (^-аппроксимировать "вещест
венно-аналитическими вещественными погружениями, которые, в свою 
очередь, аналитически продолжаются до голоморфных погружений в W 
некоторой комплексной оболочки многообразия V. Комбинируя это заме
чание с А и Б, для W = Cn получаем: 

В. Стабильно параллелизуемое n-мерное многообразие обладает ком
плексной оболочкой, которая реализуется в О многолистной областью 
голоморфности. 

Г. Параллелизуемое многообразие четной размерности п обладает 
комплексной оболочкой, которая реализуется в О однолистной областью 
голоморфности. 

Д. Сфера Sn обладает комплексной оболочкой, однолистно реализуе
мой в О , если и только если п =^1,3. 

1.3.6. П о г р у ж е н и я с м а л ы м с ф е р и ч е с к и м о б р а з о м . 
С погружением ориентированного многообразия V-^Rn+1 связано танген
циальное отображение l/-^-5nczRn+1. Будем интересоваться погружения
ми, образ тангенциального отображения которых содержится в данном 
множестве Q0czSn. Обозначим через QczX1 (в данном случае X-+V— это 
тривиальное расслоение VxRn+l-+V) соответствующее условие и выяс
ним, чем может быть прообраз a~l(Q)czR^, q = n+\ (ср. с п. 1.3.2). Пере
сечем Q0 с каким-нибудь двумерным подпространством, натянем на пере
сечение конус с вершиной в нуле, удалим из конуса вершину и результат 
умножим на Rn_1. Получаемые таким образом множества в Rn+1— это 
и есть прообразы a~l(Q). Применяя теперь 1.3.2, получаем: 

Пусть Q0czSn — открытое множество, которое пересекается с каждой 
большой окружностью по связной дуге длины большей п. Тогда для по
гружений V-+Rn+l с тангенциальным образом, лежащим в Q0, верен 
w.h.e-принцип. В частности, для существования погружения V-^Rn+\ 
тангенциальный образ которого содержится в данной (отличной от Sn) 
окрестности замкнутой полусферы, необходима и достаточна параллели
зуемость многообразия V. 

Заметим, что при вложении замкнутого многообразия V в Rn+1 тан
генциальный образ покрывает всю сферу. 

1.3.7. Д и н а м и ч е с к а я с и с т е м а . Рассмотрим многообразие V с 
необращающимся в нуль векторным полем Z. Дифференцирование по Z 
сопоставляет каждому гладкому отображению / : У-^R? отображение 
Zf : V-+R4. Применяя 1.3.2, получаем: 

Если QQCZRV — открытое обильное (см. п. 1.2.1) множество, то для 
отображений f : V->R^, у которых Zf переводит V в Q0, верен w.h.e-прин
цип. В частности, если Q0 обильно и непусто, то существует по крайней 
мере одно такое f. 
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Заметим, что для выпуклого Q Q ^ R 9 , не содержащего нуля, подобное 
/ заведомо отсутствует, если V — замкнутое многообразие. 

Ком м у т и р у ю щ и е п о л я . Обобщая вышеизложенное, рассмотрим 
на V независимые коммутирующие поля Z b ..., Zs, s^ift = dim V, и непу
стые открытые обильные множества Qh ..., £2sczR .̂ 

Существует гладкое отображение f: I/->R?, у которого каждое 
Zif : V-^R?, i=l, ..., 5, переводит V в й*. 

Для доказательства нужно применить 1.3.1, используя координатные 
системы, согласованные с полями Z;. 

1.3.8. Б е з д и в е р г е н т н ы е поля . Будем сначала строить на V диф
ференциальные (п — 2)-формы соь -.., (Os, 5^/г, дифференциалы которых 
в каждой точке независимы. Наборы таких форм интерпретируются сече
ниями расслоения X-+V со слоем размерности q = ^ . Прообразы 
соответствующей особенности (ср. с пп. 1.3.3, 1.3.5) являются аффинны
ми пространствами в Rq коразмерности п — 5 или п — 5+1, так что при 
s^n — 2 верен w.h.e-принцип. 

Фиксируем на V невырождающуюся n-форму, с помощью которой 
установим соответствие между точными (п—1)-формами и бездивер
гентными полями с нулевыми числами вращения. Перенося таким обра
зом ^-принцип с форм на поля (с учетом тривиального дополнительного 
рассуждения в случае неориентируемого V), получаем: 

Если на V существуют s независимых полей с s^n—2, то существуют s 
бездивергентных линейно независимых векторных полей с нулевыми чис
лами вращения. В частности, на многообразии размерности выше двух с 
нулевой эйлеровой характеристикой существует бездивергентное не обра
щающееся в нуль поле с нулевыми числами вращения. (Последнее, оче
видно, не существует на замкнутом V с dim V^2.) 

Заметим, что для о т к р ы т о г о V условие 5 ^ п — 2 можно опустить 
в силу (1), но неясно, возможно ли это при п>2 в замкнутом случае. 

1.4. Д о п о л н и т е л ь н ы е о п р е д е л е н и я . 
1.4.1. Н и г д е не п л о с к и е м н о ж е с т в а . Множество Q, лежащее 

в аффинном пространстве, назовем нигде не плоским, если его пересече
ние с любой гиперплоскостью нигде не плотно в Q. 

1.4.2. В с п о м о г а т е л ь н ы е р а с с л о е н и я . Вернемся к расслоению 
Х->1/ из п. 1. 2. 4 и предположим, что V разложено в прямое произведение 
V = V0 X Vv где V̂  — одномерное многообразие. В соответствии с этим рас
слоение Хг->Х разлагается в сумму Уитни: Хг — Х\@Х\, где Х ^ Х и 
Х\ —> X — аффинные расслоения со слоями размерностей q(n— 1) я q соот
ветственно. 

Обозначим через Jtx проекцию X1—>Xj. Ясно, что л1:Х1-±Х1
о — аффинное 

расслоение с -̂мерным слоем. 
1.5. Ф о р м у л и р о в к и д л я з а м к н у т о г о у с л о в и я Q c X 1 , 
1.5.1. w. h. е-п р и н ц и п. Пусть QciX1 — замкнутое множество, пред

ставляющее собой тотальное пространство некоторого топологического 
подрасслоения расслоения ях: X1 -> Х\. Если для любого аффинного вложения 
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а: Rq -»X1, переводящего Rq на один из слоев щг(х), х^Хо, прообраз 
a'1(Q)czRq является нигде не плоским обильным (см. п. 1. 2. 1.) окрестноеп-
ным рзтракпом, то для Q верен w. h. е-принцип. 

1.5.2. Л о к а л ь н а я з а д а ч а Кош и. Предположим, что Vx = R1 и 
существует С^сечение ^:V—>Xj. Фиксируем трубчатую окрестность KClXl 
образа ^(V)CZXl и обозначим через Z->/C сужение на К расслоения 
я^Х1—>Х£. Предположим, что сужение T|V„XO является струей некоторого 
сечения /0 :У0 х О->Х. 

Пусть QczZ — замкнутое множество, представляющее собой тоталь
ное пространство некоторого топологического подрасслоения расслоения 
Z-^K. Если для любого k^K пересечение Q f]ZkCzZk=Rq является нигде 
не плоским окрестностным ретрактом в R ,̂ то для существования Сх-се-
чения f: V-+X с f\v0xo = fo, струя Jl(f) : V-+X1 которого переводит неко
торую окрестность Ucz.V многообразия VoXOczV в множество QczZczX1, 
необходимо и достаточно, чтобы существовало сечение K,-+Q. 

Ф о р м у л ь н ы е и л л ю с т р а ц и и . 
1.5.3. Пусть 4?i, ..., Wq — непрерывные функции параметра i e R 1 , при-

4em4r
l(t)=t. 

Будем говорить, что функции локально независимы, если их сужения 
на любой интервал (/0, ^OczR1 линейно независимы. Равносильное усло
вие заключается в том, что множество Qc=R ,̂ заданное уравнениями 
xl — '4rv(xv)=0, v = 2, ..., q, где xv, v = l , ..., q,— координаты в R?, нигде 
не плоско. 

Заметим, что для вещественно-аналитических функций локальная не
зависимость эквивалентна линейной независимости. 

Будем говорить, что функции "Ц\, вполне независимы, если, во-первых, 
они локально независимы и, во-вторых, для любых констант С0> Сь..., Cq, 

v 
где среди Cv с v>0 найдется не равная нулю, функция С0+ 2 Cv^v ме-

V = l 

няет знак. Пример — функции t, t3, ..., №~1. 
Ясно, что полная независимость равносильна тому, что соответствую

щее множество QczRv нигде не плоско и обильно. 
1.5.4. Рассмотрим в пространстве Rn = Rn~1xR1 с координатами хи ... 

..., #п-ь t систему из q— 1 уравнений относительно неизвестных функций 
/ь -.., fq: 

^ = v v ( 5 = ) + O v о . . ) . v = 2 , . . . , ? , (**) 

где Ov — произвольные непрерывные функции аргументов #/, ••/,' ft* т^~' 

• / = 1, . . . , п— 1, i = 1, . . ' . . , ? . 
1.5.5. Г л о б а л ь н а я р а з р е ш и м о с т ь . Если функции .4^, v = l , ... 

..., q, (W\(t)=t) вполне независимы, то система (**) обладает С1-рёше-
нием и, более того, ее С1-решения плотны в пространстве всех непрерыв
ных отображений Rn-̂ R<? с тонкой С0-топологией. 



336 М. Л. ГРОМОВ 

Для аппроксимации отображения g : Rn-^R4 решением нужно выде
лить малую окрестность XczRnxRg графика отображения g и к рас
слоению X-+R71 применить 1.5.1. 

1.5.6. З а д а ч а Кош и. Если функции Wv локально независимы, то в 
некоторой окрестности пространства R^xOczR71 система (**) обладает 
С1-решением fu ..., fq с / i |R*-iX 0 =0, i=l, ..., q. 

Доказательство непосредственно следует из 1.5.2. 

§ 2. Одномерные соотношения и выпуклые оболочки 
2.1. И н т е г р а л ь н ы е в ы п у к л ы е о б о л о ч к и в б а н а х о в о м 

п р о с т р а н с т в е . 
2.1.1. С п е ц и а л ь н а я п а р а м е т р и з а ц и я отрезка . С набором 

п 
Р = iPv • • • » Рп] неотрицательных чисел pi с V рь = 1 и положительным 

г <^ 1 свяжем непрерывную, монотонно не убывающую, кусочно-линейную 
функцию G = 08 : [0,1 ] —> [0,1 ], определенную следующими условиями: 

Изломы функции G сосредоточены в точках 0 < tx < t[ -< t2 < t2 • < . . . 
. . < / „ < ^ < l с t'i—ti = (l—e)ph tx = t2—fi = ...=/j+i—1\ = 1— tn = B/(n+ 1). 

На участке [th U] функция 0 принимает постоянное значение i/(n-\- 1)> а 
а 6 ( 0 ) - 0 , 8(1)= 1. 

П р о с т р а н с т в о В; о б о з н а ч е н и е «Conn» и /(Г). 
2.1.2. Пусть В — банахово пространство с нормой || ||. 
Для множества Г путей [0, \]-^В через 1(Г)аВ обозначается множе

ство значений интегралов 

|Ч(0*еВ, т е г. 
о 

Для топологического пространства Q через Conn(Q, b), b^Q, обозна
чается его компонента линейной связности, содержащая точку Ъ. 

2.1.3. Рассмотрим множество Qc=£, путь -уо • [0, 1]-^Q и множество Го 
путей [О, 1]->Q, гомотопных (связанно на концах) пути у0. 

Множество I(T0)czB обладает следующими свойствами: 
а) множество /(Го) выпукло, 
б) множество /(Г0) содержится в замыкании выпуклой оболочки ком

поненты Conn(Q, Yo(0)), 
в) множество /(Г0) плотно в выпуклой оболочке компоненты 

Conn (Q, то(0)), 
г) если Qc=5 открыто, то и I(T0)czB открыто. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Свойство а) следует из того, что интеграл про

изведения двух путей есть выпуклая комбинация интегралов исходных 
путей, причем заменой параметра можно получить комбинацию с произ
вольными положительными коэффициентами р и q, p + q=\. 

Для доказательства б) нужно аппроксимировать интеграл суммами 
Римана. 
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Докажем в), аппроксимируя точку Ь = ^ Р&ь bi^Conn(Q, Т0(0))' ин-

тегралами. Возьмем какой-нибудь путь т ^ Г 0 с т (i/(n +)) = biy i = l , . . . , пу 

положим 7е = Т (ве*)» где в из 2.1.1, и устремим 8 —> 0. Ясно, что 

J Те (О л -> ъ. 8->-0 

Свойство г) очевидно. 
2.1.4. Если QczB открыто, то множество /(Го) совпадает с выпуклой 

оболочкой компоненты Conn(Q, 70 (0)). 
Для доказательства нужно скомбинировать лемму 2.1.3 с таким оче

видным фактом: 

2.1.5. Если два множества в банаховом пространстве открыты, выпук
лы и имеют одинаковые замыкания, то они совпадают. 

М н о ж е с т в о Q. 
2.1.6. Пусть Qcz[0,l]xB— открытое множество. Через QtCzB, 

te[0, 1], обозначается пересечение Qf)txB. 

2.1.7. ОДНОМЕРНАЯ ЛЕММА. Пусть %: [0,1 ] - • В - непрерывное отоб
ражение с графиком в Q, a f0:[0>l]—>B — maKoe непрерывно дифференциру
емое отображение, что — (0) = ср0 (0), — (1) = ср0 (1) и для любого /0 ЕЕ [0,1 ] 

dt dt 
A f 

компонента Сопп(й^0, y0(t0))(ZB охватывает (см. п. 1.2.1) точку —-(i)<EzB. 
Тогда для любого е > 0 найдется непрерывно дифференцируемое отображе
ние f :[0,1]-^ В со следующими свойспвалш: 

а) на концах отрезка [0, 1] функция f и ее первые производные совпа
дают с соответствующими значениями функции f0 и ее производных-, 

б) | | / - У < е ; 
в) график отображения — :[0,1]—>В содержится в Q; 

dt 
г) Существует такая связанная на концах гомотопия г|эт, т ЕЕ [0,1], 

отображения ф0 (т. е. г|зт=0 = ф0)> чпо графики составляющих ее отобра
жений i|)t: [0,1]—> В, т GE [0,1], содержатся в Q и tyx=i = — • 

dt 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что Q=[0, 1]XQ, где 

QczB — открытое ограниченное множество. Применяя на каждом уча
стке [ t / ( / i+l) , (i+l)/(n+l)] лемму 2.1.4, построим такой путь 
Ф1 : [О, 1]->Q, гомотопный ф0, что qi(i/(n+l)) =q0(i/(n+l)), 1=0, ... 
..., м+1, а 

(t+D/(/i+D 

1 
i/(n+i) 

j Ф1 (О* = Ш + Щп + l ))- /0( t /(n+l)) . 
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Ясно, что функция f(t) =f0(0)+ \q>i(Q)dQ удовлетворяет всем требова-
о 

ниям, за исключением, быть может, условия б), но и этого легко добить
ся, устремляя /г->оо. 

В общем случае для достаточно большого т найдутся такие Qo, Qi, ••• 

..., QwCiB, что множество Q'=)J[(i—l)/m, i/m]xQiCz[0,1]Х5, во-пер-

вых, содержится в Q, а во-вторых, для него остаются в силе предпосылки 
леммы. Применяя уже разобранный случай к каждому из участков 
[(/— l)/m, i/m], получим искомое. 

2.2. С п е ц и а л ьн а я в ы п у к л а я о б о л о ч к а . 
2.2.1. Начнем с формулировки, нужной лишь для разъяснения лем

мы 2.2.3. 
Пусть QaRv— открытое множество, К—компактное пространство, 

F — множество всех непрерывных отображений K-+Q- Если Q связно, то 
выпуклая оболочка множества F (в пространстве непрерывных отобра
жений K-+Rq) совпадает с множеством всех непрерывных отображений 
пространства К в выпуклую оболочку Conv(Q)R^ множества Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу б) из 2.1.3, достаточно для любого 
Ф : /C-^Conv(Q) построить семейство г|)8: КХ [0,1]->Q с 

1 

О 

Выберем точки хи ..., xn^Q, охватывающие (см. п. 1.2.1) в совокупности 
образ ф(/()с:Сопу((2), и, используя разбиение единицы, построим неот-

п п 
рицательные функции pv . . . , рп: /С —>[0,1], 2 pi = 1 с 2 Pi{k)xt = ф(&), 

i = l t = l 

k^K- Проведем путь т • [0,1]—•Q с f (i/(n + 1)) = xt и положим гре = 
= Т(08(/г)(О) с P{k)={p1{k)y . . . , pn(k)}Hc е из п. 2.Д.1. Ясно (ср. с до
казательством пункта в) из 2.1.З.), что семейство искомое. 

2.2.2. Перейдем теперь к векторному расслоению Z-+K со слоями 
Zk = RQ, k^K, и компактной базой. Пусть й с Z — открытое множество, 
а ф0: К -> Z — сечение с образом в й. В каждом слое Zk натянем на ком
поненту Conn (Qfc, ф 0 (&) )c2 f e (Q^Qf l Zk) выпуклую оболочку Q°k и 
положим Q° = (J Ql CI Z. 

k(=£K 

Фиксируем замкнутое множество Ко<^-К и обозначим через Г0 мно
жество сечений, которые переводят К в Q и связанно на Ко гомотопны 
(в классе сечений с образами в Q) сечению фо-

2.2.3. ЛЕММА О ВЫПУКЛОЙ ОБОЛОЧКЕ. Выпуклая оболочка 
множества Г0 (в пространстве сечений K-+Z) совпадает с множеством 
сечений /(-^й0, равных на Ко сечению ф0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так же, как в 2.2.1, начнем с сечений xt: К ->Q 
п п 

связанно гомотопных ф0, и функций pi:K->[0A] с ^ # = 1» 2 PiXi==4> 
i=l i = l 
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где ф : К —> Q0 — данное сечение. Затем построим такой путь т(0» /ЕЕ [0,1], 
в пространстве сечений /С->й, совпадающих на К0 с ф0, что ч(1/(п + d)) = 
= xh и, наконец, % определим по формуле г|)8 (£, /) = ? (&> в£(Л)(0)- Ясно, что 

1 

о 

Лемма доказана. 

§ 3. Устранение особенностей 
3.1. Л е м м ы . 
3.1.1. Рассмотрим тривиальное расслоение Y=VxRq-+V над компакт

ным многообразием V, разложенным в прямое произведение V= VoX[0, 1]. 
Фиксируем покрытие многообразия конечным числом карт с координата
ми ии ..., ип-и t, где щ —- координаты в У0, a t — параметр из [0, 1]. 

Для С1 -отображения / : V -* R*7 положим || /f = max (| / (и)|, I df i х ), где 

max берется по всем выделенным картам, всем vЕЕV и по i=\ . >. , д — 1, 
т. е. || f отличается от С^нормы игнорированием производной —. 

3.1.2. ОСНОВНАЯ ЛЕММА. Пусть QCZY — открытое множество, 
Q = U Qv> Qv = Q П (v X Rq) d Rg и ф0, /0 : У -» R*7 — ma/c^ гладкие отобра-

жения, чпо график отображения ф0 содержится в Q, отображение — 
dt 

совпадает на крае многообразия V с ф0, а каждая из компонент Conn(Qy, 
Ф0(^)) С R*7 охватывает —(v)^Rq{cu. п. п. 1.2.1, 2.1.2). Тогда Зля любого 
е^>0 найдется С1-отображение f:V~->Rq со следующими свойствами: 

а) яа /срае многообразия V отображение f и его первые частные про
изводные совпадают с соответствующими значениями отображения f0 
и его производных, 

б) ||/-/оГ <е, д 
в) график отображения — содержится в Q, 

г) существует такая деформация г|эт отображения ф0, которая непод
вижна на крае многообразия V, составлена из отображений с графиками 

в Q и грх—1 = — . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Не нарушая общности будем считать, что f0 и 

Фо на крае многообразия V обращаются в нуль. Введем пространство В, 
составленное из ^-отображений V0-+Rq, которые на крае многообразия 
Vo обращаются вместе с производными в нуль. Участвующие в рассмот
рении отображения V-+Rq будем интерпретировать отображениями 
[0,1]->В. 

Сформируем Q= Ц Qtd[0, 1 ] X J 3 (ср. с п. 2.1.6), составляя Qt из 
teM 

тех отображений V0-+Rq график которых содержится в пересечении 
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QC)((VoXt) XRq). В силу леммы 2.2.3 применима лемма 2.1.7, и пред
ложение доказано. 

О с о б е н н о с т ь н а д к у б о м . 
3.1.3. Пусть V—куб Iй с координатами ии ..., ип, X=VxRq-^V— 

тривиальное расслоение и QczX1 — открытое множество, обильное в коор
динатных направлениях (ср. с п. 1.3.1). Пусть f0: V-*X, <р0: V-^Q — такие 
гладкие сечения, что на границе куба выполнено /1(/0)=<р0. Тогда для 
любого 8>0 найдется С1-сечение f : V-+X со следующими свойствами: 

а) на границе куба струя Jl(f) совпадает с ф0, 
б) \f-h\<s, 
в) струя Iх (f) переводит V в Q, 
г) существует такая деформация грт, т е [0, 1], составленная из сече

ний V-+Q, совпадающих на границе куба с ф0, что г|)т=о = фо, tyx=\ = Jl(f) 
и |р°бфт — / о | < е , те=[0,1]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сечение / строится в п этапов. На i-м шаге 
в кубе выделяется i-я координата и V представляется произведением 
УоХ[0, 1] с координатами ии ..., иг-_ь и ж , ..., ип> Ui = t. Расслоение 
VxR^-^V отождествляется с расслоением, которое составлено из тех 
слоев расслоения X1—>Xl (см. п. 1.4.2), которые пересекаются с образом 
Ф0 (V) CZ X1, а множество Q а V X Rq составляется из пересечений этих слоев 
с Q. После этого множество Q слегка уменьшается, т.е. заменяется отно
сительно компактным, послойно обильным множеством, для которого оста
ются в силе предпосылки из 3.1.2 и применяется лемма 3.1.2. Таким образом, 
на первом шаге получаются сечения Д:У—»Х и ^-.V—s-Q, затем /2, ф2 
и т. д. до fny фя. Каждое из сечений Д- оказывается близким к / ^ в норме 
НИ' (ср. с 3.1.1.), а сечение фг получается из ф ^ деформацией, не меняющей 
соответствующей проекции лг о ф^ , (лх: X1 ->Хо), так что / = fn — искомое 
сечение. 

3.2. Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.3.1. 
3.2.1. В обстановке из 1.3.1 предположим, не нарушая общности, что 

слои расслоения X -»V не имеют края. X можно покрыть множествами 
Yj> j ЕЕ J, каждое из которых лежит над некоторым кубом If d V, расслаи
вается над этим кубом, и возникающее расслоение тривиальное: If x R^—>//, 
а множество Q CZ X1 обильно над каждым Y} в координатных направлениях 
куба If. 

3.2.2. Теперь вывод 1.3.1 из 3.1.2 очевиден. Можно, например, доста
точно мелко протриангулировать многообразие V и действовать стан
дартной индукцией по остовам, оперируя в каждый момент в пределах 
одного куба. 

Мы поступим несколько иначе, доказав следующий факт: 
3.2.3. ТЕОРЕМА УСТРАНИМОСТИ. В обстановке из 1.3.1 особен

ность 2 = X 1 \ Q d X 1 равномерно устранима [см. (4), пп. 2.4, 2.6]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 3.1.3 следует равномерная устрани

мость особенностей Yj1 p)E, а в силу 2.6.3 из (4) и самой особенности 2. 
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3.2.4. Устранимость включает в себя ^-принцип. Что касается w.h.e-
принципа, то он выводится из устранимости вспомогательных особенно
стей (см. пп. 1.4.3, 1.4.4 из (4)), для которых, очевидно, выполняются 
предпосылки из 1.3.1. 

Итак, теорема 1.3.1 доказана. 
3.2.5. Отметим в заключение, что устранимость дает больше чем 

г-принцип, в частности, теоремы аппроксимации данного сечения V^-X 
неособыми и критерии продолжимости 2-неособого сечения с данного 
множества из V на большее. Подробности см. в (4). 

§ 4. Решение дифференциальных уравнений 
4.1. О б ш и р н ы е о к р е с т н о с т и и м е т а о к р е с т н о с т и. 
4.1.1. Рассмотрим множество QczR^ с отмеченной точкой X(=Q и от

крытый шар De(x) радиуса е с центром в этой точке. 
Обозначим через Conv8(Q, х) внутренность выпуклой оболочки ком

поненты Conn(Q f]De(x), x). 
Будем называть метаокрестностями множества Q открытые множества 

видз U Conv£(;C) (Q, х), где е(х) —какая-нибудь положительная непрерывная 
функция на Q. 

Очевиден следующий факт. 
4.1.2. Пусть QczRg — локально линейно связное множество. Для со

впадения замыкания множества Q с пересечением замыканий всех его 
метаокрестностей необходимо и достаточно, чтобы Q было нигде не пло
ско (см. п. 1.4.1). ^ 

4.1.3. Фиксируем окрестность Q0=>Qy предположим наличие ретракции 
Qo~+Q, которую также фиксируем и обозначаем через R. 

Окрестность Uc^Q0 точки x<=Q0 назовем обширной, если для некото
рого е множество Conve(Uf)Q, R(x)) содержит х. 

Сформулируем еще один очевидный факт. 
4.1.4. Для любой непрерывной положительной функции б (х), x^Qo, 

найдется такая метаокрестность Q'aQo множества Q, что каждая точка 
X 0 G Q / обладает обширной окрестностью диаметра, меньшего д(х0). 

4.1.5. Обратимся теперь к эвклидову расслоению я : Z—кК со слоями 

Назовем открытое множество UczZ послойной метаокрестностью 
множества QczZ, если каждое из пересечений U f]Zk, k^K, есть мета
окрестность множества Qf}ZkczZk = Rq. 

Множество QczZ будем называть послойно нигде не плоским, если 
пересечения Q f)Zk, k^K, нигде не плоские. 

Отображение h: £>0— £̂2, о̂> £2czZ, называется послойным, если 
nh(x) =n(x), х е й 0 ; соответственно вводятся понятия послойной ретрак
ции и послойного окрестного ретракта. Отметим, что свойство множе
ства QczZ быть послойным окрестностным ретрактом весьма ограничи
тельно. Например, для компакта filczZ такого сорта проекция я | а : Q-+K 
оказывается расслоением Серра, хотя и не обязательно локально триви
альным. 
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4.1.6. Пусть QczZ — послойно нигде не плоский послойный окрестно-
стный ретракт. Очевидны два его свойства, первое из которых аналогич
но 4.1.2: 

1) Замыкание множества Q совпадает с пересечением замыканий всех 
его послойных метаокрестностей. 

2) Для любого сечения ф: K-^Q и любой послойной метаокрестности 
Q' множества Q найдется сколь угодно близкое (в тонком С°-смысле) 
к ф сечение /(->£У. 

4.1.7. В обстановке 4.1.6 фиксируем окрестность Q0=^^ и послойную 
ретракцию R : £20-̂ £2. 

Рассмотрим множество F'ciQo, которое пересекается с каждым слоем 
Zk) k^K, не более, чем по одной точке, и назовем окрестность UZDV\ 
Ucz.Q0 послойно обширной, если таковое свойство (см. 4.1.3) выпол
нено для каждой точки v<=V в пересечении со слоем Z&, проходящим 
через v. 

4.1.8. Обобщая 4.1.4, получаем: 
Для любой положительной непрерывной функции б на Q0 найдется 

такая метаокрестность Q'ciQo множества Q, что всякое V'czQ' обладает 
обширной метаокрестностью £/czQ0, пересечение которой со слоем, про
ходящим через u^U, имеет диаметр меньше, чем б (и). 

4.2. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 1.5.1, 1.5.2. 
4.2.1. Вернемся к расслоению p:X-+V с V= V0X Vi из п. 1.4.2. «По

слойные» термины предыдущих пп. 4.1.5—4.1.8 применяются отныне 
к расслоению п\ :Х1->Х0

1 (см. п. 1.4.2). 
4.2.2. У т о ч н е н и е п р и б л и ж е н н о г о р е ш е н и я . Пусть QczX1— 

послойно нигде не плоский послойный окрестностный ретракт с ретрак
цией R : Qo-^Й, a f0:V-*X — такое С1-сечение, что образ V'czX1 струи 
У1 (f0) : V-*Xl содержится в Q0 и существует послойно обширная окре
стность UCZQQ множества V'. Тогда для любой послойной метаокрестно
сти Ux множества Q найдется Сх-сечение f: V-+X, струя Jl(f) : V-*Xl ко
торого переводит V в U f]U\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что V0 компактно, а 
у1==[0, 1]. Сформируем расслоение Y-+V из слоев расслоения Х1^Х0\ 
проходящих через V, и множество QczY из пересечений этих слоев с 
Uf]Ui. Построим сечение <р0: V-+Q, применив сначала к струе Jl(fo) 
ретракцию R, а затем использовав свойство 2) из 4.1.6. Сглаживая сече
ние ф0 и интерпретируя ф0 и /0 как отображения V-+Rq (что возможно 
ввиду тривиальности расслоения Y->V), мы добьемся выполнения всех 

dL 
предпосылок леммы 3.1.2, за исключением граничного равенства фо=—' 
которого можно всегда достичь, слегка увеличив многообразие V (и со
ответственно множество Q) и надлежащим образом продолжив f0 и ф0. 
Итак, в компактном случае требуемое следует из 3.1.2. 

В общем случае нужно протриангулировать V0 и Vb а затем строить 
требуемое / последовательным продолжением на остовы произведения 
триангуляции в VQ и Vu используя на каждом шаге лемму 3.1.2. 
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4.2.3. П е р е х о д от п р и б л и ж е н н о г о р е ш е н и я к т о ч н о м у . 
В обстановке из 4.2.2 существует О-сечение V-+X, струя J1 (f): V-+X1 ко
торого переводит V в замыкание множества Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построим достаточно быстро убывающую по
следовательность послойных метаокрестностей Uj, / = 1 , 2, ..., множества 
Q й, применяя 4.2.2, будем строить последовательность сечений 
fj: V-+X так, чтобы струя Л (fj) переводила V в пересечение множества 
Uj с малой и убывающей вместе с ростом / послойно обширной окре
стностью образа струи P(fj-i). Малость обширной окрестности достига
ется малостью Uj-i с помощью 4.1.8 и в свою очередь гарантирует суще
ствование предела / = limfj, понимаемого в С!-смысле. В силу свойства 1) 

у-»со 

из 4.1.6, / : V-+X — искомое сечение. 
4.2.4. Итак, вопрос о разрешимости замкнутого соотношения сведен 

к решению открытого соотношения Q0. Очевидные дополнительные сооб
ражения позволяют распространить подобную редукцию и на w.h.e-прш-
цип, так что теорема 1.5.1 выводится из 3.1.2. 

Что же касается 1.5.2, то здесь разрешимость вспомогательного от
крытого соотношения тривиальна, и остается лишь проконтролировать 
сходимость // к / с /|у0хо = /olvoxo» а это не вызывает затруднений. 

Теоремы 1.5.1 и 1.5.2 доказаны. 
Поступило 

20.11.1972 
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