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Introduction

0.1 Summary.

his thesis presents work carried out in three related fields. The first concerns what

we might like to call positive special legendrian geometry, which can be viewed as the
equivalent of special lagrangian geometry for contact manifolds. We use recent results of
Yuan [56] and Corlette [14] to establish a compactness result within this framework, and
then we discuss the various degenerate geometries that may exist. This forms the content
of the first chapter.

The second deals with k-surfaces in Hadamard manifolds and the Plateau problem for
constant Gaussian curvature. We essentially extend the work of Labourie in [34] and [32]
to obtain another existence and continuity result. We also describe the geometry of certain
families of solutions. This forms the content of the second and third chapters.

Finally, the third deals with homomorphisms between the fundamental group of a compact
surface of genus greater than or equal to 2 and that of a compact manifold of dimension 3
and of strictly negative sectional curvature. Here we prove an analogue of the result [16] of
Gallo, Kapovich and Marden within this framework, permitting us to establish conditions
for the existence of equivariant Plateau problems and convex immerged surfaces. This

11
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forms the content of the fourth chapter.

The third chapter follows directly on from the second. Otherwise, all the chapters are
independant. Below we provide a brief overview (in english) of the principal results in
each of these chapters.

<&
0.2 Special lagrangian problems.

Let M be a riemannian manifold. Let 3 = (S,7) C M be a locally strictly convex hyper-
surface immerged in M and denote by II the second fundamental form of 3. For the rest
of this section, by abuse of language, we will understand the term convex to mean locally
strictly convex. We define ks, (X), the special lagrangian curvature (SL curvature) of the
hypersurface ¥ by:

ksr(X) = Arg(Det(I +4iI1)) Zarctan

where A1, ..., A, are the eigenvalues of I1. At first glance, this definition does not appear
very intuitive. It is, however, the analogue of the classical special lagrangian equation. In
particular, bearing in mind the work [23] of Harvey and Lawson, we can show that this
problem arises from an n-form on the unitary bundle UM of M.

Let W be the canonical contact structure on UM. For all § € R, we construct a complex
n-form 2y over W which restricts to a special lagrangian form on each fibre of the bundle.
In general, we say that a submanifold S immersed in UM is special legendrian (or SL) if
and only if it is legendrian and the restriction of Re(€g) to TS vanishes. For N € U, M,
we denote by N+ C T, M the subspace orthogonal to N in T;, M. There exists a canonical
isomorphism:
in: Wy — Nt @ N+t

We say that the submanifold S is positive (resp non-negative) if and only if, for every
N e E the image of TnS under the action of iy is the graph of a positive definite (resp.
positive semi-definite) matrix. We will write SL+ for special legendrian positive and SLy+
for special legendrian non-negative.

In general, for f : S — M a convex immersion codimension 1 of a manifold S into another
manifold M, if we denote by N the exterior normal vector field on S in M, then we define
the Gauss lifting f of f by :

A

f=N
We define the Gauss lifting 3 of the immerged surface ¥ = (S,f) b

> =(S,f)

3 is an immerged sub-manifold of UM. We will see that X is convex with constant special
legendrien curvature if and only if ¥ is SL+ in UM. This problem is thus equivalent to
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a first order (albeit nonlinear) problem. In particular, it is uniformly elliptic, and there is
no loss of ellipticity as one approaches the vertical.

In this chapter, we will apply the strategy of [32] to this new framework. We will present
research which is still incomplete and in full evolution, and this chapter will thus be a
collection of results obtained to this date.

In the section 1.2 we define, for E a real vector space, the special lagrangian forms on
E & E. We recall certain classical results which permit us to show that these forms define
a calibration and do not depend on the orthonormal basis of E chosen to construct them.

In the section 1.3, for a riemannian manifold M of dimension n, we study the geometry
of UM, the unitary bundle over M. We recall first that UM carries a canonical contact
structure W, which is thus a 2n dimensional distribution within TUM. In the section
1.4, for all # € R, we construct an n-form on UM which restricts to a special lagrangian
n-forme on each fibre of W. In particular, even though this form is not closed, we show
that, when M is of constant sectional curvature, this form is closed with respect to W.
Moreover, we have good reason to believe that this form remains sufficiently closed with
respect to W in the more general case of M being an Einstein manifold.

In the section 1.5, we define the SL curvature of a convex hypersurface ¥ immerged in
a riemannian manifold M of dimension n, and we show the equivalence of constant SL
curvature convex hypersurfaces and the familly of SL+ submanifolds immerged in UM.
In the section 1.5.2 we study degenerate geometries which may appear. In the rest of
this section, we construct various examples of such surfaces. If M is a compact manifold
of dimension n of constant sectional curvature —x < 0, there exists a manifold M of
dimension n + 1 and a canonical totally geodesic embedding i : M — M of M in M. We
call M the prolongation of M, and we obtain the following result:

Lemma 1.1.1

Let M be a compact manifold of dimension n of constant sectional curvature —k < 0.
Next, let M be the prolongation of M and let ¢ : M — M be the canonical totally
geodesic embedding of M in M. Let N be the normal vector field on M in M. Define
Exp : TM — M to be the exponential map, and for every t €]0, oo[, define 4, by:

itZEXpON

M, = (M,i;) is a constant SL curvature immerged hypersurface in M. Moreover, if we
denote by 0; the SL curvature of M,;, we obtain:

0, = narctan (\/Etanh (@R»

Under certain conditions, we may deform these hypersurfaces and thus obtain smooth
families of constant SL curvature hypersurfaces. We will also study hypersurfaces of
revolution in R™ and H".
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In the section 1.6 we study in more detail one of the degenerate geometries which may ap-
pear. Let M be a riemannian manifold, and let # : UM — M be the canonical projection.
Let 3 be a submanifold immerged in UM et let N € 3 be an arbitrarily chosen point. We
say that 3 is vertical at N if and only if:

Dim (Ker(Tw) ﬂTNXA)> >0

We say that f), an SL+ submanifold immerged in UM, is a curtain submanifold if and
only if it is everywhere vertical. Let 3 = (S,7) be an SL+ submanifold immerged in UM
and let ¥ = (S,4) be a hypersurface immerged in M such that 3 is the Gauss lifting of 3.
Let II be the second fundamental form of 3 and define the function A : S — R by:

h = Log(Det(I + A?))

In fact, h may be constructed intrinsically in terms of 3. Let B € (0, 00) be a positive real
number. We say that Visa lifting B-bounded at infinity if and only if there exists P € )y
and R € (0, 00) such that, for all Q € ¥:

d(P,Q) > R= h(Q)< B
We now have the following definition:
Definition 1.1.2
Let 3 be a complete immerged S L+ submanifold in UM. We say that 3 is B-controlled

if and only if it satisfies one of the following three conditions:
(i) & compact.
(ii) There exists a group of isometries acting on M (and thus on UM) such that the
quotient of ¥ under the action of G' is compact.
(iii) 3 is a lifting B-bounded at infinity.
The B-control of a submanifold ensures that if |||/ > B, then the function A attains its
maximum at a point in S. We now obtain the following result:

Lemma 1.1.3

Let M be a manifold of constant sectional curvature and let (3,)nen be a sequence of
B-controlled submanifolds immerged in UM, SL+ relative to the special legendrian form
Q. Suppose that 3, tends to 3o as n tends to infinity and that Yo est vertical et at least
one point. If M of non-negative sectional curvature, or if 0 is different de kn/2 for k a
whole number, then f]o est everywhere vertical.

Next we study the geometry of curtain submanifolds. First, we define the following class
of surfaces:

Definition 1.1.4

Let M be a riemannian manifold et let > C M be an immerged submanifold. Let 115, be
the second fundamental form of . We say that the submanifold 3. is of constant special
lagrangian curvature 6 if and only if, for every vector field N normal to 3:

Arg(Det(I + (IIs,N))) =0
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We obtain the following result:
Lemma 1.1.5

Let 3 = (S,4) be a curtain surface in UM. Let P € S be an arbitrary point in S and
suppose that the Dim(TXNVUM) is constant in a neighbourhood of P. There exists a
neighbourhood Q2 of P in S and ¥ = (S1,1) an immerged submanifold in M such that

(i) the immerged submanifold ' = (Q, 1) coincides with U, the unitary normal bundle
above ¥ in UM, and

(ii) there exists a whole number k such that the surface ¥ is of constant special lagrangian
curvature A — km /2.

Finally, in the section 1.7, we prove a compactness results for constant SL curvature
hypersurfaces, which is the principal result of this chapter:

Theorem 1.1.6

Let M be a complete manifold of bounded geometry. Next, let (P,)nen be a sequence of
points in M and let (X,,),en be a sequence of convexe hypersurfaces immerged in M of
constant SL curvature equal to 6 such that X,, passes by P, for all n. Let (i)n, Pn)nEN be
the sequence of Gauss liftings of this sequence and suppose that, for every n, the immerged
submanifold f]n is complete.

There exists (ZO, PO) an SLo+ submanifold immerged in UM such that, after extracting
a subsequence, (3, P,) tends C* to (3¢, Py) as n tends to infinity.

Next, suppose that the sectional curvature of M is constant. If M is of positive sectional
curvature, or if 0 is different from kmw /2 for k a whole number, and if %, is B-controlled for
every n, then 3 is either the Gauss lifting of a convex immerged hypersurface of constant
SL curvature, or a curtain submanifold.

This result will be proved by a process of magnification, using the result [14] of Corlette
and bearing in mind the result [56] of Yuan which informs us that, heuristically, on very
small scales, an SL+ immerged submanifold is flat.

0.3 The hyperbolic Plateau problem.

In [34], Labourie defined the Plateau problem for k-surfaces in a three dimensional Hada-
mard manifold of bounded geometry and of sectional curvature bounded above by —1.

Let M be a riemannian manifold (during the rest of this chapter, M will be three dimen-
sional). Let ¥ = (5,4) be a hypersurface immerged in M. For k € (0,1), we will define
later a metric g (where k¥ = v?) over the unitary bundle UM of M. The surface ¥ is
said to be a k-surface if and only if it is of constant Gaussian curvature equal to k£ and its
Gauss lifting 3= (S,7), which is an immerged surface in UM, is complete with respect to
the metric g”.
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Now, according to [34], a Plateau problem is a pair (S, ¢) where S is a topological surface,
and ¢ : § — 0,M is a local homeomorphism. A solution to this problem is an immersion
i: S — M such that the immerged surface (5, %) is a k-surface and, if one notesi: S — UM

the Gauss lifting of ¢, then:

Toi=¢

where 7 : UM — 0o M is the Gauss-Minkowski application.

In [34], by establishing a link between constant gaussian curvature surfaces in a three
dimensional manifold M and holomorphic curves, positive in a certain sense, in a contacte
manifold associated to M (to be precise, the unitary bundle of this manifold), Labourie
obtained various existence and uniqueness results for solutions of the Plateau problem for
k in the interval (0,1). Using these results, we obtain an existence result for solutions of
the Plateau problem in the case where M = H? (and so the boundary at infinity .M of
M carries canonically the structure of the Riemann sphere (f:) and S = D, the Poincaré
disk:

Theorem 2.1.1

Let ¢ : D — C be locally conformal. For every k € (0,1), there exists a unique solution
ir, : D — H3 to the Plateau problem (D, ).

The same reasoning permits us to conclude that the solution i; depends continuously on
the function ¢. To be precise, we obtain the following result:

Theorem 2.1.2

Choose k € (0,1). Let (¢n)nen; o : D — C be locally conformal mappings. Next, let
(in)nen, o : D — H3 be such that, for every k, the function i, is the unique solution to
the Plateau problem (DD, ¢).

Suppose that (¢, )nen tends to g locally uniformly (and thus locally C*°) as n tends to
infinity. Then (i, )nen tends to ig locally C* for every k as n tends to infinity.

Remark: Since the Gauss-Minkowski application 7" : UH? — 9., H® is smooth, the con-
verse to this result is trivial:

Lemma 2.1.3
Let (¢n)nen, po : D — C and (in)nen, do : D — H? be as in the preceeding theorem.

Suppose that (in)nen tends to ig locally C* for every k as n tends to infinity, then (¢ )nen
tends to @g locally uniformly (and thus locally C* for every k) lorsque n tends to infinity.

We will see that these results may be expressed in terms of the existence of a home-
omorphism between the space of locally conformal meromorphic functions on D and a
representation of the space of hyperbolique k-surfaces in H3.
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0.4 Pointed kr-surfaces.

Following the ideas of the preceeding chapter, we will study moduli spaces arising from
compact Riemann surfaces with marked points. It is trivial to show that there exists no
compact k-surface immerged in H?. Indeed, such a surface would be tangent on the interior
of a sphere on at least one point, which is absurd by the geometric maximum principal
(see [34]). We will thus work with non-compact surfaces having the asymptotic properties
that we will describe below.

The key result in this chapter is the following theorem:
Theorem 3.1.1

Let S be a surface, and let ¢ : S — C be a local diffeomorphisme. Let i : S — UH?® be an
immersion such that (S, 1) is the unique solution to the Plateau problem (S, ¢).

Let K C S be a compact subset, and let 2 be a connected component of S\ K. Let q be a
point on the (topological) boundary of () in C which is not in the image of QN K. Let
(Pn)nen € S be such that ¢(p,) — q as n tends to infinity. Then the sequence i(p,) tends
to q as n tends to infinity.

This result permits us to study the asymptotic behaviour of k-surfaces near isolated sin-
gularities. First, for I' € H® a geodesic in H?, we define Nt, the set of vectors normal to
v in UH3, by:

Nr = {n, e UR*|p €', n, L T,I'}

Nr is biholomorphic to R x S!, where S! is the circle of raduis 1 in C. If i : R x S* —
Nr is a conformal representation, then we find that 7 is unique up to horizontal and
vertical translations of the cylinder. In particuler, if pg € Nr, then there exists a unique
biholomorphisme i : (R x S,0) — (Nt,pg). For n > 1, we define 7,, : R x ST — R x S?
by:

ralt, ) = (nt, ")

For every n, the application 7, is locally conformal. Now, for every k, we denote 7, = 207
and we define the immerged surface Ty, C UH® by:
Ty = (R X Sl7ik)

We now make the following definition:
Definition 3.1.2
Ty is said to be a tube of order n about I'.

Now we define asymptotically tubular surfaces of finite order. Heuristically, if the point pg
is a singularity of the immerged surface ., and if A € N, then ¥ is asymptotically tubular
of finite order A near pg if and only if, in a neighbourhood of pgy, the Gauss lifting 3 of the
surface X coincides with a graph above a demi-tube of order A\, which tends to zero as we
approach pg. Formally, this gives:
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Definition 3.1.3

Let S be a surface and let P C S be a discrete subset of S. Let i : S\ P — H? be an
immersion such that the immerged surface ¥ = (S\P, 1) is a k-surface. Let i be the Gauss
lifting of i. Denote ¥ = (S'\ P, ).
Let A € N be a positive whole number. For py € P, we say that X is asymptotically tubular
of order )\ near pq if there exists:

e a neighbourhood Q of pg in S such that PNQ = {po},
e a tube T\ = (R x S, 7)) of order n in UH3,

e a smooth section o € I'(]0,00[x S, Ty NN.,) of 7§ NNr above |0, 00[xS* where NN
is the normal bundle to Ny in TUH3, and

e a diffeomorphism « :]0,00[x St — Q\ {po},

such that:
e oo = Expoo where Exp: TUH? — UH3 is the exponential mapping on UH?, and
e o(t,e") tends to zero in the C°. topology as t tends to infinity.

loc
Next, we say that ¥ est asymptotically tubular of finite order near py € P if and only if
there existe A € N such that ¥ is asymptotically tubular of order )\ near py. We say that ¥
is asymptotically tubular of finite order if and only if it is asymptotically tubular of finite
order near every point of P.

We now obtain the following result:
Theorem 3.1.4

Let S be a Riemann surface and let P C S be a discrete subset such that S \ P is of
hyperbolic type. Let ¢ : S — C be locally conformal in S\ P. Let i be the unique solution
of the Plateau problem (S \ P, ). Let po € P be an arbitrary point, and suppose that
¢ has a critical point of order k at py. Then, > = (S \ P, 1) is asymptotically tubular of
order k near py.

We should not forget that critical points of order 1 are permitted, even though they are
not really critical points in the strict sense of the term. We may also obtain a converse to
this result:

Theorem 3.1.5

Let S be a surface and let P C S be a discrete subset. Let i : S\ P — H? be an
immersion such that ¥ = (S \ P,4) is a k-surface. Let i be the Gauss lifting of i. Let
W UHR — 0. H? = C de the Gauss-Minkowski application and define ¢ by:

o=Toi

Finally, let H be the holomorphic structure on S \ P induced by ¢.

Let po € P be an arbitrary point. Suppose that Y. is asmptotically tubular of order A
near po. There exists a unique ho]omorpluc structure H on (S\ P)U{po} and a unique
application ¢ : (S \ P)U{po} — C such that # and ¢ extend H and ¢ respectively.
Moreover, ¢ has a critical point of order A\ at pg.
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These two results permit us to study the moduli spaces of k-surfaces which are asymptot-
ically tubular of finite order in terms of ramified coverings of Riemann surfaces by C.

<&
0.5 Homomorphisms of fundamental groups.

Let M be a compact three dimensional manifold of strictly negative sectional curvature.
Let ¥ be a compact Riemann surface of hyperbolic type (ie. of genus greater than or
equal to 2). Let Qo € ¥ and Py € M be base points. In this chapter, we will study
homomorphisms 6 : 71 (X, Qo) — m1 (M, P).

Let M be the universal cover of M. M is a Hadamard manifold. Next, let PyeMa
lifting of the point Py. The group 71 (M, Py) acts canonically on (M U 8.,M, Py). We say
that a subgroup I' C w1 (M, Py) is non-elementary if and only if it does not have a fixed
point in M UdM. Otherwise, we say that it is elementary. In fact, in our case, since
M is compact and of strictly negative sectional curvature, the only elementary subgroups
of m1(M, Py) are those which are isomorphic either to Z or to {0}. Moreover, since M
does not contain a totally geodesic immerged torus, these are precisely the commutative
subgroups of 71 (M, Py). Thus, to say that a subgroup I' € m (M, Py) is non-elementary
is equivalent to saying that it is different from Z and {0} or that it is non-commutative.
Similarly, for I an arbitrary group, and for § : I' — 71 (M, Py) a homomorphism, we say
that 6 is non-elementary if and only if its image is.

The group (M, Py) acts faithfully on M and on d,,M. We can thus view it as a sub-
group of Homeo™ (9o M), the groupe of homéomorphismes of 9., M which preserve the
orientation of 9, M. Denote by S2 the sphere of radius 1 in R3. Friberg’s theorem (the-
orem 4.5.1) informs us that there exists a retraction of Homeo™ (S2) to SO(3,R) which
leaves SO(3,R) invariant. It follows that the fundamental group of Homeo™ (S?) (and thus
of Homeo™ (s M)) is isomorphic to Zg. In otherwords, we obtain the follow short exact
sequence:

0— Zo -5 Homeo " (e M) 5 Homeo™T (8o M) — 0
For I’ an arbitrary group, and for ¢ : I' — Homeo™ (6 M), we define a lifting of ¢ in
Homeo (80 M) to be a homomorphism ¢ : I’ — Homeo (8s0M) such that:

TOp=1¢

where 7 : Homeo (Do M) — Homeo™ (9o M) is the canonical projection. We now make
the following definition:
Definition 4.1.1
Let ¥ be the universal covering of Y. A 0-equivariant Plateau problem is a function

¢ : ¥ — 0o M such that, for every v € w1 (2, Qo) one has:

poy=0(y)oyp



4V - 1atroaucelon

If we suppose for the moment that M is of constant sectional curvature equal to —1, we ob-
tain M = H®. The ideal boundary 0,,H3 carries canonically the structure of the Riemann
sphere C. Moreover, since the action of the group of isometries of H? on 0., H?® coincides
with that of PSL(2, C) on C, we may work with PSL(2, C) instead of Homeo™ (8,,M). The
result [16] of Gallo, Kapovich and Marden translates in our framework into the following
theorem:

Theorem 4.1.2 [Gallo, Kapovich, Marden, 2000]

Suppose that M is of constant sectional curvature equal to —1 and that ¢ is non-elementary.
There exists a §-equivariant Plateau problem ¢ if and only if 0 lifts to a homomorphism ¢
of m1 (X, Qo) into PSL(2,C).

Since ¥ is of hyperbolique type, its universal cover is the Poincaré disc ID. The theorem
2.1.1 gives us the existence of solutions to the Plateau problem with constant Gaussian
curvature in this case, and we obtain the following corollary:

Corollary 4.1.3

Suppose that M is of constant sectional curvature equal to —1 and that 0 is non-elementary.
For every k € (0, 1), there exists an immersion i : ¥ — M such that the immerged surface

(¥,4) is of constant Gaussian curvature k if and only if 0 lifts to a homomorphism 6 of
m1(2, Qo) into PSL(2,C).

In this chapter, we obtain the following analogous result:
Theorem 4.1.4

Suppose that the sectional curvature of M is less than or equal to —1. Suppose that 6 is
non-elementary and lifts to a homomorphisme 6 of 71 (%, Qo) into Homeo  (0ooM). Then,
there exists a 0-equivariant Plateau problem.

Next, using the same reasoning as in the proof of the theorem 7.3.1 in [34], we obtain the
following corollary:

Corollary 4.1.5

Suppose that the sectional curvature of M is less than or equal to —1. Suppose that 6 is
non-elementary and lifts to a homomorphisme 6 of m, (3, Qo) into Homeo (8o M). Then,
there exists an immersion ¢ : ¥ — M such that the immerged surface (X,¢) is locally
strictly convex.



Problemes spéciaux legendriens

1.1 Présentation.

OIT M une variété riemannienne et soit ¥ = (5,7) C M une hypersurface localement

strictement convexe immergée dans M et notons II la seconde forme fondamentale
de Y. Dans le reste de ce chapitre, par abus de langage, on va noter convexe pour dire
localement strictement convexe. On définit kgr(X), la courbure spéciale lagrangienne
(courbure SL) de la hypersurface ¥ par :

kst (X) = Arg(Det(I + i11)) Zarctan

ol A1, ..., A, sont les valeurs propres de I1. Au premier abord, cette définition n’a pas I'air
d’étre tres intuitive, mais elle est I’analogue de 1’équation spéciale lagrangienne classique.
En particulier, en prenant en compte les travaux [23] d’Harvey et Lawson, on peut montrer
que ce probléme provient d’une n-forme sur le fibré unitaire UM de M.

Soit W la structure de contact canonique sur UM. Pour tout # € R, on construit une
n-forme complexe 2y sur W qui se restreint a une forme spéciale lagrangienne sur toute

21
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fibre. En général, pour 3 une sous-variété immergée dans UM on dit qu’elle est spéciale
legendrienne (ou SL) si et seulement si elle est legendrienne et la restriction de Re({2g) a
T3S s’annule. Pour N € U,M, on note N* C T, M I'espace orthogonal & N dans T, M. Il
existe un isomoporphisme canonique :

in: Wn — Nt N©

On dit que la sous-variété 3 est positive (resp. non-négative) si et seulement si, pour tout
Nes I'image de TnE sous Paction de iy est le graphe d’une matrice définie positive (resp.
non-négative). On va noter SL+ pour dire spéciale legendrienne positive et SLy+ pour
dire spéciale legendrienne non-négative.

En général, pour f : § — M une immersion convexe de codimension 1 d’une variété S
dans une autre variété M, si 'on note N le champ de vecteurs normal extérieur a S dans
M, alors on définit le relevé de Gauss f de f par :

f=N
On définit la relevé de Gauss 3 de la surface immergé ¥ = (S, f) par :
2= (S, f)

Dans ce chapitre, nous proposons d’utiliser la stratégie de [32] dans ce nouveau cadre. On
va présenter des recherches qui sont toujours incompletes et en pleine évolution, et donc
ce chapitre sera plutot un recueil des résultats obtenus jusqu’au jour actuel.

Dans la section 1.2 on définit les formes spéciales lagrangiennes sur £ @& E, pour £ un
espace vectoriel réel, et 'on rappelle les résultats classiques qui servent & montrer que ces
formes ne dépendent pas de la base orthonormée orientée de F choisie pour les construire.

Dans la section 1.3, pour une variété riemannienne M de dimension n, on étudie la
géométrie de UM, le fibré unitaire en M. On rappelle d’abord qu’on peut munir UM
canoniquement d’une structure de contact W, qui est une distribution de dimension 2n
dans TUM. Dans la section 1.4, on construit, pour tout § € R, une n-forme sur UM qui se
restreint a une n-forme spéciale lagrangienne sur chaque fibre de W. En particulier, bien
que cette forme ne soit pas fermée, on montre qu’elle est fermée relativement a W lorsque
M est a courbure sectionnelle constante. De plus, on a de bonnes raisons de croire que
cette forme reste suffisamment fermée méme dans le cas ou M est une variété d’Einstein.

Dans la section 1.5, on définit la courbure SL d’une hypersurface convexe ¥ immergée dans
une variété riemannienne M de dimension n, et I’on montre I’équivalence entre les hyper-
surfaces convexes & courbure SL constante (qui sont des cas particuliers des hypersurfaces
de Weingarten) et la famille de sous-variétés immergées SL+ dans UM. On étudie dans la
section 1.5.2 les formes de dégénérescence qui peuvent apparaitre. Dans la reste de cette
section, on construit des exemples de telles surfaces. Si M est une variété compacte de di-
mension n a courbure sectionnelle constante —x < 0, il existe une variété M de dimension
n + 1 et un plongement totalement géodésique 72 : M — M canoniques. On appelle M la
prolongation de M. On obtient le résultat suivant :
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Lemme 1.1.1

Soit M une variété compacte de dimension n et a courbure sectionnelle constante —x <
0. Soit ensuite M Ia prolongation de M et soit i : M — M e plongement totalement
géodésique canonique de M dans M. Soit N le champ de vecteurs normal en M dans M.
Notons Exp : TM — M D’application exponentielle. Pour tout t €]0, oo posons :

it:EXpON

Alors My = (M, ;) est une hypersurface immergée convexe dans M & courbure spéciale
lagrangienne constante. De plus, si I’on note 0, la courbure spéciale lagrangienne de M.,

on obtient : -
0 = narctan <\/_tanh <\/_ ))

Sous certaines conditions, on peut déformer ces surfaces et obtenir ainsi des familles lisses
d’hypersurfaces a courbure spéciale lagrangienne constante. On va aussi étudier les hyper-
surfaces de révolution dans R™ et dans H".

Dans la section 1.6 on étudie une forme de dégénérescence de telles hypersurfaces. Soit
M une variété riemannienne et soit 7 : UM — M la projection canonique. Soit 3 une
sous-variété immergée dans UM et soit N € 3. On dit que 3 est verticale en N si et

seulement si :
Dim (Ker(Tw) mTNi) >0
Pour 3 une sous-variété immergée SLo+ dans UM, on dit qu’elle est une sous-variété
rideau si et seulement si elle est verticale partout. Soit ¥ = (S, %) une sous-variété immergée
SL+ dans UM et soit ¥ = (5,4) une hypersurface immergée dans M telle que 3 soit le
relevé de Gauss de Y. Soit T la seconde forme fondamentale de Y et définissons la fonction
h:S — R par :
h = Log(Det(I + A?))

En fait, f peut étre construit directement en termes de 3. Soit B €]0,c0[. On dit que
est un relevé B-magjoré & Uinfini si et seulement s'il existe P € 3 et R €10, 00| tels que,
pour tout Q € 3 :

d(P,Q) > R = h(Q) < B

Ensuite, on a la définition suivante :
Définition 1.1.2

Soit 3. une sous-variété immergée complete dans UM . Alors, on dit que 3 est B-sympa-
thique si et seulement si elle satisfait 4 une des trois conditions suivantes :

(i) 3 compacte.

(ii) 1l existe un groupe d’isométries G agissant sur M (et donc sur UM ) tel que le quotient
de X sous laction de G soit compact.

(iii) X est un relevé B-majoré a I'infini.
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La B-sympathie d’une sous-variété fait que, si ||h|| > B, alors la fonction h atteint son
maximum en un point dans S. On obtient maintenant le résultat suivant :

Lemme 1.1.3

Soit M une variété a courbure constante et soit (ZA:n)nEN une suite de sous-variétés B-
sympathiques immergées dans UM et SL+ par rapport a la forme spéciale legendrienne
Qg. Supposons que 3, tend vers 3 lorsque n tend vers l'infini et supposons que o est
verticale en un point. Alors, si M est a courbure positive, ou si 0 est différent de km /2
pour k entier, alors 20 est verticale partout.

On étudie ensuite la géométrie des sous-variétés rideaux. D’abord, on définit la classe de
sous-variétés suivante :

Définition 1.1.4

Soit M une variété riemannienne et soit > C M une sous-variété immergée. Notons Il
la seconde forme fondamentale de .. On dit que la sous-variété ¥ est a courbure spéciale
lagrangienne constante 6 si et seulement si pour tout champ de vecteurs N normal 4 ¥ :

Arg(Det(I + i(II, NY)) = 6

On obtient alors le résultat suivant :
Lemme 1.1.5

Soit & = (S,%) une variété rideau dans UM. Soit P e S et supposons que la valeur
de DIm(TXNVUM) est localement constante dans un voisinage P. Alors, il existe un
voisinage §) de P dans S et ¥ = (S1,1) une sous-variété immergée dans M tels que :

(i) La sous-variété immergée ' = (Q,1) coincide avec UY, le fibré unitaire normal au
dessus de Y. dans UM, et

(ii) 11 existe un entier k tel que la sous-variété ¥ soit a courbure spéciale lagrangienne
constante 0 — km /2.

Finalement, et ce qui est le résultat principal de ce chapitre, dans la section 1.7 on montre
un résultat de compacité des hypersurfaces a courbure spéciale lagrangienne constante :

Théoréme 1.1.6

Soit M une variété compléte a géométrie bornée. Ensuite, soit (P, )nen une suite de points
dans M et soit (X, )nen une suite d’hypersurfaces convexes immergées dans M & courbure
SL constante égale a 0 telle que X,, passe par P,, pour tout n. Soit (f]n, pn)neN la suite de
relevés de Gauss de cette suite et supposons que 3, est compléte. Alors, aprés 'extraction
éventuelle d’une sous-suite, il existe (20’]50) une sous-variété immergée SLo+ dans UM
telle que (3,, P,) tende C* vers (39, Py) lorsque n tend vers I'infini.

Ensuite, supposons que la courbure sectionnelle de M est constante. Si M est a courbure
sectionnelle positive, ou si 0 est différent de km/2 pour k entier et si ¥, est B-sympathique
pour tout n, alors o est, soit le relevé de Gauss d’une hypersurface convexe a courbure
SL constante, soit une variété rideau.
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On va démontrer ce résultat en régardant a la loupe, en utilisant le résultat [14] de Corlette,
et en prennant compte du résultat [56] de Yuan qui nous dit heuristiquement que sur les
tres petites échelles, une sous-variété immergée S L+ est plate.

(o
1.2 Des structures spéciales lagrangiennes classiques.

1.2.1 Définitions.

On étudie 'espace R™ & R™, pour n > 0. Soit J la structure complexe sur R” & R™ définie
par :

J(‘Tv y) = (_y’ 37)
Définissons ensuite les fonctions des coordonnées complexes 2!, ..., 2" : R* @ R* — C par :
2z, y) = 2* + iy”
On définit également les fonctions z!,...,z2" : R* @ R* — C par

ZF(z,y) = 2* — iy”

Ensuite, on définit la forme symplectique canonique w sur R® @& R™ par :

w = % i dzF A dzF
k=1
Maintenant, pour tout € R, on définit la forme €2y sur R™* & R™ par :
Qg =e¥dzt A ANd2"
On appelle 2y la forme spéciale lagrangienne sur R* ¢ R™.

1.2.2 Tm(Qy) est une calibration.

On va rappeler que Im(€2y) définit une calibration des n-plans de R” & R". D’abord, on
remarque qu'un endomorphisme C-linéaire de C" est aussi un endomorphisme R-linéaire
de cet espace (qui est un espace réel de dimension 2n) et on rappelle le résultat suivant :

Lemme 1.2.1

Soit M : C* — C™ un endomorphisme C-linéaire. Alors :

Detg (M) = |Detc(M)|



<0 - rrooiemies specClaux 1€gCildriCies

Ensuite, en suivant Harvey et Lawson, on obtient le résultat suivant :
Lemme 1.2.2 [Harvey, Lawson, 1982]
Soit X1, ..., X,, des vecteurs dans R™ @& R™. Alors, pour tout 0 € R

1Q0(X1, oo, X)) > = | X0 A e AXp ATXL A AT X

Puis, on rappelle I'inégalité d’Hadamard :
Lemme 1.2.3 [Hadamard]

Soit X1, ..., Xy des vecteurs dans R™. Alors :
| X1 A oo A X < || X1 ]| Xkl
Enfin, si X1, ..., X} sont tous non-nuls, alors on I’égalité si et seulement s’ils sont orthogo-

naux.

On voit alors que, pour tout 6, la forme Re(€y) définit une calibration de n-plans de
R* R :

Corollaire 1.2.4 [Harvey, Lawson, 1982]

Soit P C R™ @ R" un n-plan dans R" & R" et soit Volp la forme de volume de P. Alors,
pour tout 0 € R :
|Re(Q2)] < |Volp|

et on a I'égalité si et seulement si :

wlp=0,  Im(Q)lp =0

Démonstration : Soit X1, ..., X,, une base orthonormée de P. Alors :
‘Re(Qa)(Xla"'aXn)F ‘QH(Xlu aXn)‘2

IXi A AXp ATX A AT X

1

ININ N

Comme Volp(Xy, ..., X;,) = 1, le premier résultat en découle. Ensuite, on voit qu’on a
Pégalité si et seulement si Im(€g)|p = 0 et, pour tout ¢ et pour tout j :

(JX;, X;) =0

Cette derniere condition est satisfaite si et seulement si w|p = 0 et le deuxiéme résultat en
découle. [

On dit qu’un n-plan satisfaisant a ces deux conditions est spécial lagrangien.
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1.2.3 L’invariance de .
Ensuite, on peut montrer 'invariance de €2y :
Lemme 1.2.5

Soit M : R® @ R® — R™ @ R" une application C-linéaire de R™ & R™ (c’est-a-dire, une
application linéaire qui commute avec J). Alors, pour tout 6 :

M*Qy = Det(c(M)Qg

On obtient alors le résultat suivant :
Corollaire 1.2.6

Soit P C R" @ R" un n-plan lagrangien et soit e, ..., e, une base orthonormée de P. Pour
chaque 1, posons f; = Je;. Comme P est lagrangien, on voit en particulier qu’il est totale-
ment réel et donc que e, ..., en, fi, ..., fn st une base de R® @ R™. Soit e', ..., e", f1, ..., f*
la base de (R™ & R™)* duale a cette base. Pour chaque k posons :

dw® = eF +ifk
Alors, il existe ¢ € R tel que pour tout 6 € R :
Qo = eedw' A ... A dw™

Démonstration : Comme avant, soit A : P — R" tel que :

0

Aei

Ensuite, prolongeons A en un endomorphisme C-linéaire M de R™ @& R®. On voit que :

M*dzt = et, M*dyt = f*
= M*dz" = dw"
Ensuite si 'on note Migl la matrice de M ! relativement 3 la base complexe 0z1, ..., 0z,

de R® & R", et si ’on note h la métrique hermitienne canonique sur R* & R", comme P
est lagrangien, on obtient :

_ ——1 _1=——1
((M 1)TM )z’j = 22;1 Mlglej 5
— —1 -1
= (M1, M1
= h(ei,ej)
_ = 0i
= MMT =1

En particulier, on voit que |Det(M)| =1 et donc qu’il existe ¢ € R tel que :

Det(M) = e™*
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et, par le lemme précédent, on obtient :
Qg = Det(M)"IM*Qp = e“e®dw A ... A dw™

et le résultat en découle. [

On peut maintenant en déduire 'indépendance de €2y de la base orthonormée de R™
choisie :

Corollaire 1.2.7
Soit ey, ...,e, une base orthonormée orientée de R™. Pour chaque i, posons f; = Je;.
Ensuite, soit e, ..., e", f1, ..., f® la base duale d ey, ..., en, f1, ..., fn €t pour chaque i posons :
dw' = e +if’
Alors, pour tout § € R : ‘
Qo = e®dw' A ... A dw™

Démonstration : En effet, dans ce cas-ci, la matrice M est réelle, et comme elle préserve

I'orientation, on voit que :
Det(M) =1

Par le corollaire précédent, le résultat en découle. [
o
1.3 Le fibré tangent et le fibré unitaire d’une variété.

1.3.1 Définitions.

Soit M une variété riemannienne. Dans la suite, on va construire des structures géomé-
triques sur des distributions sur UM. Afin de comprendre les propriétés différentielles de
ces structures (en particulier, si elles sont fermées ou pas), on calcule la dérivée covariante
de Levi-Civita sur TM. Les définitions faites dans cette section sont récapitulées dans
I’annexe C.

On note w : TM — M la projection canonique. On note HTM C TTM le fibré horizontal
de la dérivée covariante de M. On note VI'M C TTM le fibré vertical, c’est-a-dire, le
noyau de m dans TT M. On sait que TT M est la somme directe de ces deux fibrés :

TTM =HTMaeVTM

On sait également que chacun de ces deux fibrés est canoniquement isomorphe a 7*T'M.
Notons ig (resp. iy), une section de End(HTM,n*TM) (resp. End(VTM,n*TM))
I'isomorphisme de HT' M (resp. VT M) avec #*TM. On obtient alors un isomorphisme :

ig®iy : TTM — n*TM & n*TM



L/1ooleres specClaux 1€gClAriCIls - 49

Pour X, Y € I'(M,TM) on définit {X,Y} € I'(TM, TTM) par :
g Dy {X, Y} = (7I'*X,7I'*Y)

En trivialisant localement T'M, on voit que tout champ de vecteurs sur TT'M s’exprime
(au moins localement) en termes d’une combinaison linéaire de tels champs de vecteurs.
De la méme fagon, pour p € M et pour X,Y,q € T, M on définit {X, Y}q € T,TM par :

(ia @iv) {X, Y}, = (mg X, 73Y)

Enfin, pour X un champ de vecteurs sur M, définissons X et XV par :

XHE —={X,0}
XV ={0,X}

1.3.2 Le fibré unitaire de M.
Notons UM le fibré unitaire de M :
UM = {X e TM||X| =1}

On définit les deux champs tautologiques T, TV | qui sont des sections de TTM sur TM,

par :
T"(q) ={q,0}
TV(g) ={0,q}
Soit ¢ : UM — TM le plongement canonique et notons HUM et VUM les restrictions
respectivement des fibrés HTM et VT M a la variété UM

HUM =+HTM
VUM =VTM

Les champs i*TH et i*TV ne s’annulent pas et définissent alors des sous-fibrés de dimension
1 respectivement de HUM et de VUM. Pour simplifier la notation, on va appeler aussi
ces champs respectivement TH et TV et on va noter N2YUM (resp. NVUM) le sous-fibré
de HUM (resp. VUM) engendré par TH (resp. TV). Ensuite, on définit les sous-fibrés
EHUM et EVUM respectivement de HUM et de VUM par :

EHUM = NEUM-* :(TH)L
EVUM =NVUM‘t = (TV>L
On a alors l'identification :

i, :TUM ~ HUM ® EYUM

De nouveau, pour simplifier la notation, on va considérer HUM, EVUM et VUM
également comme des sous-fibrés de TUM. Enfin, on définit le sous-fiboré WUM C TUM
par :

isWUM = EFUM & EYUM

et on appelle WUM le fibré de contact de UM.
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1.3.3 Le crochet de Lie, la dérivée covariante et la structure de contact.

Nous rappelons le résultat suivant sur les crochets de Lie des champs de vecteurs sur
TTM :

Lemme 1.3.1
On a la relation suivante :
[{X7 Y} ’ {U7 V}](Q) = {[X7 U]7 VXV? - VUY - RXUQ}

ou V est la dérivée covariante de Levi-Civita sur M, le tenseur R est son tenseur de
courbure et q est un point quelconque de T'M .

Le lecteur intéressé peut trouver une démonstration dans I'annexe C. On définit maintenant
la métrique g sur le fibré TTM par :

g({X’ Y}’{X’ Y}) = <X’X> + <Ya Y>

On note alors V la dérivée covariante de Levi-Civita sur TT M associée a cette métrique,
et, en appliquant la formule de Koszul, on obtient le résultat suivant :

Lemme 1.3.2

On a la relation suivante :

1 1 1
(V{X7y} {U, V})(q) = {VxU-i- quvX + quyU, VxV — iRXUq}

Enfin, on obtient le résultat suivant concernant 14 derivée covariante et la dérivée de Lie
de TV :

Lemme 1.3.3

On a les relations suivantes :
[{X’ Y} ) TV] = {0, Y}
VixyyTV ={0,Y}
Le lecteur intéressé peut trouver une démonstration dans 'annexe C.

Ces résultats nous permettent de montrer que le fibré WUM définit une structure de
contact sur UM :

Lemme 1.3.4
La distribution WU M définit une structure de contact sur UM.

Une preuve est présentée dans I’annexe C. De plus, on peut calculer la forme symplectique
sur WUM

Corollaire 1.3.5
Soit w la forme symplectique sur WUM . Alors, pour tout { X1, Xo},{Y¥1,Y2} € WUM :
L&)({X]_, XQ} 3 {lea Y2}) = <X2a Y1> — <X1a Yv2>

Une démonstration est présentée dans I’annexe C. Par la suite, on va appeler WUM le
fibré de contact de UM. On le notera W.
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1.3.4 Une formule pour la dérivée covariante.

Maintenant, on peut montrer que VY, la dérivée covariante de Levi-Civita de W (héritée
de la dérivée covariante de Levi-Civita de TT M) peut étre exprimée en termes de V> pour
Y une hypersurface immergée dans M. En effet :

Lemme 1.3.6

Soit ¥ = (S, %) une hypersurface immergée dans M et soit 3 = (S, ) son relevé de Gauss.
Soit ensuite V> la dérivée covariante de X. Alors, pour tout X,Y, Z des champs de vecteurs
sur X :

VXY, 2} = {VXY, VX Z}

Démonstration : Soit P € S et soit N le vecteur normal & 3 en P. On sait que la projection
mw dans Ty TM coincide avec la projection le long du plan ({N,0},{0, N}) engendré par
les vecteurs {N,0} et {0, N}. En méme temps, on sait que la projection my dans Tp M
coincide avec la projection le long de N. On voit alors que pour U,V € TpM :

mw {U,V} = {nsU, msV}
Maintenant, par le lemme 1.3.2, on voit que :

VE(V {K Z} = TTw {Vxl/, VXZ}
== {WEVXK FEVXZ}
= {VXY,V}Z}

et le résultat en découle. O
o

1.4 Structures spéciales legendriennes sur le fibré uni-
taire.

1.4.1 Définitions.

Soit M une variété orientée et soit V sa dérivée covariante. Notons R son tenseur de
courbure de Riemann. On remarque que si M est a courbure sectionnelle constante égale
a k alors :

(Rxy Z, W) = s((X, W)Y, Z) — (X, Z){Y, W))

Ensuite, soit g, € UM et soit Fq, ..., Ex un repere orienté de M autour de p € M telle
que :
En(p) = ap

Eff, ..., Ef est une base complexe de T, TM. En méme temps, on voit que E¥, ..., EY_,
est une base complexe de WU M. De plus, pour tout i :

JEFf = EY
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On définit alors :
7' =(Ef +iE},-)

Ensuite, on définit la forme w par :

. N
_’L i A b
1=

On voit que w est la forme symplectique canonique sur TM. Puis, pour chaque 6 € R, on
définit : . ‘

Qp =e®Z A AZ"

Qy = i(—l)N(iTVQQ)

On voit que Qg ne dépend pas du repere orthonormé, orienté de M choisi, et que Qg définit
une structure spéciale lagrangienne sur chaque fibre de TTM (La N-forme Qg nlest pas
forcément fermée. En fait, elle est méme rarement fermée). En méme temps, on peut
montrer que :

Qo(gp) =e®Z N ..nZNTE

et donc €2y définit une structure spéciale legendrienne sur chaque fibre de WU M.

1.4.2 La dérivée extérieure de Q.

On veut calculer la dérivée extérieure de {2y. D’abord, on voit que :
dQs = i(—1)Nd(irv Q) )

=i(=1)NLpv Qg — i(—=1)NipvdQy

Ensuite, on a le résultat suivant :

Lemme 1.4.1

La restriction de Qg & W s’annule. Cest-a-dire que, pour tout U,...,.Uxy € W :

A

(U, ..., Un) =0

Démonstration : En effet, Qg est une N-forme complexe alors que W est un sous-espace
complexe de E'y & Fy de dimensions N — 1. Le résultat en découle. [

On obtient ensuite le résultat suivant :
Lemme 1.4.2

La restriction de Lpv Qg a W s’annule. C’est-a-dire que, pour tout Uy,...,Un € W :

(‘CTVQB)(UD ey UN) =0
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Démonstration : Définissons ®; : R x TM — T'M par :
D4(t, qp) = (e'q)p
®, est le flot de TV. Ensuite, pour tout X :
(@)« {0, X} = {0,'X} o @,

En particulier, ®; préserve (TV)1t C VT M. Soit X un champ de vecteurs sur M tel que
VX(p) =0. Soit Y un autre champ de vecteurs sur M. {X,0} est un champ de vecteurs
sur TM et, par définition, en le point Y (p), on obtient :

{X,0t(Y(p) =TY, - X,
Notons T®; : TTM — TTM D'action de ®; sur TT M. On obtient :

TPy ) - {X,01(Y(p)) =Ty TY,  X(p)
—T(@,0Y), - X,
=T(e'Y),  Xp
={X,0} ((®: o Y)(p))

Donc :
(P4)« {X,0} ={X,0} 0 P,

En particulier, ®; préserve (T'H#)L. L’application ®; envoie alors W en lui-méme. Donc,
(®4).U; € W pour tout i et par le lemme précédent :

(®)*Qo(Un, .., Un) = Qo((®B4)4Un, ..., (1) Un)
= 0y(D)*Qe(Uy,....,Uy) =
= ,CTVQQ(Ul,...,UN) =0
et le résultat en découle. [

On voit alors que : R
dQlw = —i(=1)NipvdQg|w

Maintenant, soit afj des fonctions définies sur M telles que :
VE; = Za’i‘chj ® By
Jk
On a le résultat suivant :
Lemme 1.4.3

Soit w: TM — M est la projection canonique. Alors, pour tout i :

dZ' = of(n*E9) A ZF + in* (R.qE;)
3k
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Démonstration : Soit X : M — T M une section de TM. On a :

(X*ZH(U) =ZYTX-U)
= 2'({U,VxU})
= EY(U) +iE*(VxU)

et donc :

d(X*z*)(U,V) =U(X*2*)(V)-V(X*2")(U) — (X*Z")([U, V])

=UFE (V) +iUE (VyX) - VE{U) —iVE!(Vy X)
—E'([U,V]) = iE" (Vi1 X)

= (VuE)(V) - (VvE)(U)
+i(Vu EY) (Vv X) — i(Vv EY)(VyX)
+iE"(VyVy X — VyVyX — V[U,V]X)

=35 e BT (U)[EX(V) +iE*(Vy X)]
=Yk B (V)[EMU) +iEM(Vy X))
+iRyv X E;

=Y 1ol (T E)) @ Z¥)(TX - U,TX - V)
— > k(ady(n*EY) @ ZF)(TX - V,TX - U)
+in*(R.XE;))(TX -U,TX - V)

et le résultat en découle. [

En particulier, en courbure constante, on obtient :
Corollaire 1.4.4

Si M est a courbure sectionnelle constante, alors :

A7 \w =Y ok (n"E7) N ZF|w
Jk

Démonstration : Soit U,V € W, et notons :
uv={v2, vV}, v={vEV"}
On sait que :
<UH7q> = <VH’q> =0

et donc :
™ (R..qE;)(U,V) =0

et le résultat en découle. O
On voit alors que, dans ce cas ci, Qg est fermée :
Corollaire 1.4.5

Si M est a courbure sectionnelle constante, alors (g est fermée.
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Démonstration : Comme FE+, ..., En est un repére orthonormé, on sait que, pour tout 7 et
pour tout j :

Mais, par le résultat précédent :

d = ik € (=D)AL A ZZ Nag (T ET) NZE A N ZY
=i e (—=1)"1ZP A LA ol (T*EI)NZEN A N
=0

D’ou le résultat. [
Donc, pour une variété a courbure constante, la forme €2y est fermée relativement a W :
Corollaire 1.4.6

Si M est a courbure sectionelle constante, alors {2y est fermée relativement a W. C’est-a-
dire que, pour tout Uy, ..., Uny1 € W :

dQg(Uy,...,Un41) =0

Démonstration : En effet :
dQw = i(—1)N T lipv dQg|lw
Le résultat en découle par le corollaire précédent. [
o
1.5 Hypersurfaces a courbure SL constante.

1.5.1 Définitions.

Soit ¥ = (5, 4) une hypersurface immergée dans H" et soit /I la seconde forme fondamen-
tale de ¥. On suppose que Y est convexe et donc que II est définie positive. On définit
ksL, la courbure spéciale lagrangienne (courbure SL) de X, par :

ksr = Arg(Det(I + iIT)) = arctan(A1) + ... + arctan(A,)

ol Aq, ..., A\, sont les valeurs propres de I1. On s’intéresse aux hypersurfaces a courbure
spéciale lagrangienne constante.

Pour 0 < k < n, soit Zk le kéme fonction symétrique sur I'’espace de matrices carrées de

dimension n :
n

Det(I +tA) =) tF54(A)
k=0
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On voit que X est & courbure SL constante si et seulement s’il existe 6§ € R tel que :
cos(0)(Eo(LI) — Eo(I]) + ...) +sin(0)(E (1) — E3(IT)+...) =0
Les hypersurfaces a courbure S L constante sont alors des cas particuliers des hypersurfaces

de Weingarten.

On va dire par la suite qu’un n-plan P C WUM est positif (resp. non-négatif) si et
seulement s’il existe une matrice A définie positive (resp. non-négative) telle que :

P={{X,AX}|X € HUM}
On va noter SL+ (resp. SLo+) pour dire spécial lagrangien positif (resp. spécial lagrangien
non-négative). On obtient le résultat suivant :
Lemme 1.5.1

L’hypersurface ¥ est une hypersurface convexe a courbure SL constante 6 si et seulement
s’il existe 6 tel que son relevé de Gauss Y. est une sous-variété immergée S L+ relativement
a la structure spéciale legendrienne (w, Q) sur W.

Démonstration : Soit ¥ une hypersurface convexe et soit 3 son relevé de Gauss. Soit P € S
et soit NV le vecteur normal & X en P. Sil’on note A la seconde forme fondamentale de X
en P, on voit que :

TN = {{X,AX}|X € TpX}

Puisque A est symétrique, le plan TnS est legendrien. Ensuite, pour § € R, on voit que
ce plan est -spécial legendrien si et seulement si :

Re(e®Det(I +iA4)) =0
& Arg(Det(I +iA)) ~6

Ou ~ représente I’équivalence modulo 27. Finalement, on remarque que ¥ est convexe si
et seulement si I > 0 et le résultat en découle. I

1.5.2 Les cas dégénérés.

Soit 5[,;' la famille de sous-variétés pointées SL+ immergées dans UM. Ensuite, no-

tons ﬁ;_ I’adhérence de cet ensemble dans la topologie de convergence de sous-variétés
immergées. Enfin, on définit 85[,5|r par :

=7t
dSLY =SLy \ SLF

On remarque qu’il y a deux types de sous-variétés immergées dans 88£;’. Soit m: UM —

M la projection canonique. Pour 3 < UM une sous-variété immergée, et pour p € i, on
dit que X est verticale en p si et seulement si :

Dim (Ker(pr) N T,S) >0
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Le premier type de sous-variété dans 68£3’ comprend alors les sous-variétés immergées
qui sont wverticales en un point. Dans certains cas, qu’'on va préciser plus tard, il existe
des sous-familles G C SﬁéF telles que, si (f],ﬁ) est dans G, et si elle est verticale en un
point, alors elle est verticale partout. Le seconde type de sous-variété dans 886;, s’agit
de celles qui ne sont nulle part verticales mais qui ne sont pas positives en au moins un
point. Si (f), p) est une telle sous-variété, alors il existe une hypersurface (3, p) immergée
dans M telle que cette sous-variété immergée soit le relevé de Gauss de (X, p). Soit § € by
tel que TS soit non-positif en § et définissons ¢ € ¥ par ¢ = m(§). On voit que X n’est pas
strictement convexe en ¢, et donc un petite déformation de ¥ autour de g pourrait donner
une hypersurface non-convexe. On va décrire ce qui peut se passer.

(1) D’abord, si @ = 0, 'ensemble SEZ ne contient que les relevés de Gauss des hypersur-
faces totalement géodésiques et donc, la plupart du temps, c’est vide.

(2) Ensuite, si 6 €]0,7/2[, on note © = 7/2 — §. Maintenant, soit (3,) € SLj et soit Ay
tel que Tﬁfl soit le graphe de A; au dessus de HUM dans W. Puisque 3 est legendrienne,
la matrice Ap est symétrique. Ensuite, notons 0 < A; < ... < A, les valeurs propres de Aj.
Puisque arctan(A;) > 0 pour tout ¢, on peut montrer que, pour tout 4 :

arctan();) < ©
= M\ < tan(O)

Il en découle qu’il n’y a pas d’élément de 88[,; qui soit vertical en un point. Donc, la
seule forme de dégénérescence qui peut apparaitre, c’est la perte de convexité stricte. Or,
si (3,p) € OSLy est le relevé de Gauss de (X,p) et si ¥ n’est pas strictement convexe en
p, on sait pourtant que, si 'on définit A4, ..., A,, comme avant, alors A,, > 0. Donc, X est
au moins 1-strictement convexe en p.

(3) Maintenant, supposons que 6 €]r/2,7[. Soit (£,p) € SL et définissons Ap, ..., A,
comme avant. Ensuite, notons © = © — 6. Puisque arctan()\;) > 0 pour tout 4, on voit

que, pour tout 1 < n—1 :
arctan(\;) < /2 — 0/2

Donc, en regardant des limites, si (f), p) € (5?$£5F est verticale en p alors :
Dim(Ker(Tn)) NTp3) = 1

En particulier, si 3 est verticale partout (c’est a dire, si c’est une variété rideau) alors
la dimension de Ker(Tm)NT 3. vaut constamment un. On va revenir sur ce cas plus tard
dans la section 1.6. Ensuite, supposons que (f), p) est le relevé de Gauss d’une hypersurface
(3, p) immergée dans M qui n’est pas strictement convexe en p. Alors, les mémes réflexions
qu’avant nous permettent de voir que X est 2-strictement convexe en p.

(4) En général, pour 0 €lkn/2, (k+ 1)m/2[ si (£,p) € ASLy est le relevé de Gauss d’une
hypersurface pointée (X,p) immergée dans M, qui n’est pas strictement convexe, alors
cette hypersurface est toujours (k + 1)-strictement convexe. Dans le cas contraire, on peut
supposer que 3 est verticale en p, et dans ce cas :

Dim(Ker(Tpr) NTpY) < k
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(5) Finalement, si k = n, et donc 0 € [(n — 1)7/2,n7/2[ et si (5, p) € OSLy , alors cette
sous-variété ne peut pas étre le relevé de Gauss d’une hypersurface immergée dans M. En
effet, supposons le contraire, et soit (X, p) une hypersurface pointée immergée dans M telle
que la sous-variété soit le relevé de Gauss de cette hypersurface. Alors, puisque k = n,
I’hypersurface X est partout strictement n-convexe, et donc partout strictement convexe.
Il en découle que (f?,ﬁ) € S,C;r, ce qui est absurde. On voit alors que les seuls éléments
dans 885; sont les sous-variétés qui sont verticales en au moins un point.

1.5.3 Quelques Exemples.

Afin de s’assurer qu’on n’étudie pas une théorie completement vide, on va construire ici
quelques exemples d’hypersurfaces immergées compactes convexes a courbure spéciale la-
grangienne constante.

L’exemple le plus simple, c’est 0B, (P,), la sphére de rayon r pour r €]0, 00| autour d’un
point Py dans H". Cette hypersurface est convexe. Ensuite, le groupe des isométries de H"
qui préservent Py fixe aussi la sphere 0B,.(Fp). De plus, 'action de ce groupe sur la sphére
est transitive. Donc pour P,Q € 0B, (Py) les formes I1(P) et 11(Q) sont conjuguées, et,
en particulier, Arg(Det(I + iII)) est constant sur 0 B,.(Py).

Ensuite, pour tout n, ’espace H" se plonge totalement géodésiquement dans H**!. Notons
1 ce plongement. Si l’on note NH" le fibré normal a ce plongement, la remarque suivant
le lemme 4.2.1 du chapitre 4 nous permet de voir que Exp : NH* — H"+! définit un
difféomorphisme. Ensuite, pour o € Isom(H") une isométrie de H", il existe une unique
isométrie & € Isom(H"*!) telle que :

H™ @ H™
i i
Hrtl & Hrtl

De plus, si « est hyperbolique, puisque % est un plongement totalement géodésique, & est
aussi hyperbolique et son axe coincide avec I'image par ¢ de ’axe de . En particulier :

[l = ll&ll

Soit maintenant M une variété compacte de dimension n et a courbure constante égale a
—1. On sait qu’il existe un homomorphisme injectif v : w1 (M, Py) — Isom(H") tel que :

M~ H"/T

ouI' = y(m (M, Pp)). Le groupe I' agit proprement discontinuement sur H" (C’est-a-dire
qu’aucun élément de I' \ {Id} n’a de point fixe et que pour tout point P € H”, ’ensemble
I'(P) = {v(P)|y € I'} est discreéte). De plus, on sait que tout membre de I' \ {Id} est
hyperbolique. Maintenant, on rappelle le résultat suivant :
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Lemme 1.5.2

Soit G C Isom(H") un groupe composé uniquement d’éléments hyperboliques (plus
l'identité). Supposons que :
Inf {{|gllg € G} >0

Alors G agit proprement discontinuement sur H". De plus, si Paction de G sur H" est
co-compacte, alors la réciproque est vraie.

Démonstration : Comme chaque élément de G' qui est différent de 'indentité est hyper-
bolique, le seul élément de G ayant un point fixe, c’est 'identité. Soit maintenant P € H™.
On sait que, pour tout g € G :

d(P,g(P)) = ||gl

et il en découle que G agit proprement discontinuement sur H". Ensuite, si G agit pro-
prement discontinuement sur H™ et si son action sur cet espace est co-compacte, alors, il
existe € > 0 tel que, pour tout P € H" et pour tout g € G\ {Id} :

d(P,g(P)) 2 €

Donc, pour tout g € G\ {Id} :
lgll = e

et le deuxieme résultat en découle. [J
En particulier, on obtient le résultat suivant sur I' :
Corollaire 1.5.3
Notons I' = {#|y € T'}. Alors I’ agit proprement discontinuement sur H*+1.
Démonstration : En effet, comme H" /T’ est compact :

Inf{[l7[[lyel'} >0
& Inf{||&|||&er} >0

et le résultat en découle. O

En prenant des quotients, on obtient ainsi M une variété a courbure constante égale a —1
de dimension n 4+ 1 et un plongement totalement géodésique 2 : M — M de M dans M.
On appelle M la prolongation de M.

Maintenant, on étudie les secondes formes fondamentales des hypersurfaces a distance con-
stante des hypersurfaces totalement géodésiques dans des variétés d’Hadamard a courbure
sectionnelle constante. On a le résultat suivant :

Lemme 1.5.4

Soit M une variété d’Hadamard a courbure sectionnelle constante —k. Soit P C M une
hypersurface totalement géodésique et pour R €]0, 00| soit Pg I’hypersurface a distance
constante R de P. Soit 11 la seconde forme fondamentale de Pg. Alors :

IIR = \/Etanh (\/ER)
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Démonstration : Par le symétrie, le résultat en dimension quelconque découle du résultat
en dimension 2. On suppose alors que M est de dimension 2. Notons ggy. la métrique Eu-
clidienne sur R? et, pour x €]0, co[, définissons la métrique g, sur le demi-espace Rx]0, oo|

par :
1
9z, y) = E&EQEuc

On identifie M avec (Rx]0, 00|, g, ). Puis on peut identifier P avec la demi-droite verticale
{(0,%) | ¢ > 0}. Pour tout A €]0, 00|, définissons Ay : M — M par :

A)\("L’a y) = A('T’ y)

Pour tout A, 'application Ay est une isométrie de M. Puisqu’elle préserve P, elle préserve
également Pr pour tout R. Donc, pour tout R €]0, oo il existe §(R) €]0, 7 /2] tel que :

Pgr = {t(sin(0), cos(9)) | t €]0, oo}

Les arcs circulaires centrés sur 1’origine sont des géodésiques. Puisqu’ils rencontrent P et
Ppr en des angles droits, on obtient :
6 1
d(P7 PR) = f() Vrcos(p) do
—Jo VE(1-t%)

= [strtos ()]

. 2VKR _
sin(f) = 22\/ER_|_1

= tanh (/kR)

Maintenant, soit V* et V4 les dérivées covariantes respectivement de g, et de gguc. Soit
w telle que :

VK, — VEuc+w

La formule de Koszul nous permet d’obtenir :

_ L0, -0,
w_y(—& —@>

On pose :

On obtient :

5,0 =, (—2sin(6)cos(0), sin?(6) — cos?6)
= _Tl(sin(20),cos(29))
= 9x(V5,0,N) = ;—y%(sin(%)cos(@) — cos(20)sin(6))
= ;—yﬁsin(&)
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Notons A; la courbure principale de Pgr dans la direction 0;. Puisque 0; et N sont de
longueur 1/(y/ky), on obtient :

A = +/ksin(0)
= y/ktanh (y/kR)

Le résultat en découle. O
On obtient maintenant le résultat suivant :
Lemme 1.1.1

Soit M une variété compacte de dimension n et a courbure sectionnelle constante —x <
0. Soit ensuite M la prolongation de M et soit © : M — M le plongement totalement
géodésique canonique de M dans M. Soit N le champ de vecteurs normal en M dans M.
Notons Exp : TM — M [lapplication exponentielle. Pour tout t €0, 00[ posons :

it:EXpON

Alors My = (M,1i;) est une hypersurface immergée convexe dans M & courbure spéciale
lagrangienne. De plus, si ’on note 0; la courbure spéciale lagrangienne de M,, on obtient :

0, = narctan (v/ktanh (v&R))

Démonstration : Puisque M est A courbure sectionnelle non-positive, et puisque M C M
est totalement géodésique, la géométrie classique des variétés d’Hadamard nous permet de
montrer que #; est convexe pour tout t. Maintenant, en travaillant avec des revétements
universels, le lemme 1.5.4 nous permet de conclure. [J

1.5.4 Les hypersurfaces de révolution.

On va maintenant construire des hypersurfaces de révolution strictement convexe a cour-
bure SL constante dans R**! et dans H* 1.

Soit I C R un intervalle ouvert, et soit f : I — R une fonction lisse définie sur /. Pour
n € N, on définit 'hypersurface immergée Xy C R**! par :

Yp=A®z) | tel |z = f()}

Yy est I’hypersurface de révolution obtenue par rotation du graphe de f autour de I'axe
horizontal. On a le résultat suivant :

Lemme 1.5.5

L’hypersurface ¥¢ est a courbure SL constante 0 si et seulement si f satisfait a :

— 1)arctan . f)?) + arctan L —(n—1T_
(n — Varctan (f+/T+ (0.1)?) +arct (T(atf)f) (n—1)5 0
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Démonstration : Notons 0; le champ de vecteurs canonique sur I de longueur 1 orienté
positivement. D’abord :

Tf- 0= (0t 0:f)t,p)

Notons F' le graphe de f dans R? et soit N le champ de vecteurs normal & F' orienté vers

le haut. Ensuite, posons :
—1
L(t) = 1+ (@)

N = L(—atf; at)(t,f)

On a :

Ensuite, on obtient :

Va,N = O L(—0uf, 0¢)t,5) + L(=07 £,0) (1, 1)
= 0yLog(L)N + L(=07f,0),1)
= (Vo,N,Tf-0)) =—L(d2f)

Donc, si ’on note A,, la courbure principale de F' dans la direction T f - 0;, alors :
An = —L*(07 f)

Or, A, est égale a la courbure principale de ¥y dans la direction (0,7 f - 0;). En méme
temps, si I’on note Ay, ..., A,_1 les autres courbures principales de X alors, puisque Y7 est
une surface de révolution, on obtient :

L
)\1 = ---:)\n—l = ?

Donc, si 'on note Lgy, la courbure SL de ¥y, on obtient :

_92
Lgy, = (n — 1)arctan <§) + arctan (ﬁ)

Maintenant, on remarque que la fonction arctan est impaire, et donc, pour tout ¢ :
arctan(—t) = —arctan(t)

Ensuite, par la définition de arctan, on sait que, pour tout ¢t > 0 :
1 T
arctan 1)=3- arctan(t)

En réunissant tous ces éléments, et en posant kgz, = 6, on obtient la formule recherchée. [

Maintenant, soit I C]0, oo un intervalle ouvert et soit f : I — R une fonction lisse définie
sur I. On identifie H(®*1 avec Pespace R™ x]0, oo[ muni de la métrique g, ou :

1
g(.’I}, t) = t_ggEUC(x’ t)
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et oll gruc est la métrique Euclidienne sur R**1. Pour n € N, on définit I’hypersurface
immergée Xy C H**! par :

Yp={(=t) [ tel [z||=f(t)}
¥t est I'hypersurface de révolution dans H"*! obtenue par rotation du graphe de f autour
de l'axe vertical. On obtient le résultat suivant :
Lemme 1.5.6

L’hypersurface ¥¢ est a courbure SL constante 0 si et seulement si f satisfait a :

(n — 1)arctan (t—w> + arctan (— L(0:/) + H0:]) ) =0
7 VTG Vit @I?

Démonstration : Notons 0; le champ de vecteurs canonique sur I de longueur 1 orienté
positivement. D’abord :

Tf -0 = (0cf,0) (1.1

Notons F' le graphe de f dans Rx]0, 00| et soit N le champ de vecteurs normal & F' orienté
vers la droite. Ensuite, posons :

t

M= T e

On a :
N = L(0, —3tf)(f,t)

Soit V et V gy les dérivées covariantes respectivement de g et de gguc. Soit w telle que :

On sait que :
Y= 1 ( 0o —81>
y \—01 —0-
On obtient alors :
VatN = 8tL(8ta _8tf)(f,t) + L(07 —8,52f)(f,t)

L(=14+(0:f)?,20:f) (£,1)
= (Vo,N,Tf-0y) = —t2L(0f) —t72L(0uf) + t72L(0:f)3 + 2t 2L(0:f)
= —t"2L(92]) + L7 (9:])

Donc, si I’'on note A, la courbure principale de F' dans la direction T'f - 0;, alors :

An = —t72L3(0} f) + L(0,f)
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Or )\, est égale a la courbure principale de ¥ dans la direction (0,7f - 0;). En méme
temps, si I’on note Ay, ..., A,_1 les autres courbures principales de X alors, puisque X est
une surface de révolution, on obtient :

Al=..= A1 = 7

Donc, si 'on note kgz, la courbure SL de Xy, on obtient :
tL —2713/92
Lsr, = (n — 1)arctan 7 + arctan (—t72L%(07 f) + L(0:f))

et le résultat en découle. [

En trouvant des solutions locales de ces deux équations a dérivées ordinaires, on obtient
le résultat suivant :

Corollaire 1.5.7

Pour tout n et pour tout 6 €]0,nm/2[, on peut construire des hypersurfaces de révolution
dans R**! et dans H*t! convexes et A courbure spéciale lagrangienne constante .

Remarque : Ces hypersurfaces ne sont pas forcément completes.

1.5.5 La déformation des hypersurfaces a courbure SL constante.

Ayant construit quelques exemples de hypersurfaces a courbure SL constante, on va mon-
trer qu’on peut les perturber pour obtenir ainsi des familles locales d’hypersurfaces a
courbure SL constante.

Soit M une variété de dimension 3 et soit ¥ = (.9, %) une hypersurface immergée a courbure
SL constante dans M. Soit N le champ de vecteurs normaux a ¥ dans M. Maintenant,
pour f € C*°(X), on définit la famille 3, = (5,4;) d’hypersurfaces immergées par :

it(p) = Exp;(p) (¢ (p)N(p))

Maintenant, notons A; la seconde forme fondamentale de ¥;. C’est a dire :
At’U, - Vu Nt

Ou N; est le champ normal a ;. On définit alors Ly, 'opérateur de variation de courbure
SL tel que : '
Lof = 0Im(e®Det (I +iAs))|i=o

On veut calculer explicitement 'opérateur Ly. On note :
e V la connexion de Levi-Civita de M,
e R son tenseur de courbure,

e N le champ de vecteurs normaux a J,
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o W ’endomorphisme de T'S défini par :
i+ W (u) = Rnj, N

e Hess(f) la hessienne d’une fonction quelconque f.
Suivant le raisonnement de la troisieéme partie de [34], on obtient le résultat suivant :

Lemme 1.5.8

Lod = +/T+ A3(—Tr((I + A3) 'Hess([))
(I + A§)™IW) — fTa((I + A§) ™1 47))

Démonstration : On définit 'immersion ¢ : S x R —+ M par :

¢(p,t) = Exp;,) (Lf(1)N(p))

On note E = ¢*T'M un fibré sur S x R. FEnsuite, on note F = Ty une section de
T(S x R)* ® E. D’abord, on a :

dV F(u,v) = Vo F(v) — Vo, F(u) — F([uv]) = 0
Car la dérivée covariante V est sans torsion. Ensuite, on sait que, le long de ¥ x {0} :
F(0:) = fN

Soit N; le champ de vecteurs normaux a ¥ = (S, i;), et notons N la section de F qui s’en
déduit. Définissons la section A de T'(S x R)* ® E par :

A-u=V,N
D’abord, on obtient :

Vo, F(u)lt=0 = VuF(0¢)|t=0 + F([0ru])|t=0

= Vqu
=df (u)N + fVy,N
= df (u)N + fA(u)
Ensuite : -
(N, F(u)) =0

= 8t<N,~F(U > ~ =0

= (Vo,N, F(u)) + (N, Vo, F(u)) =0

= (Va,N, F(u))|t=0 = —df (u)

Car (A(u),N) = 0. Comme N est toujours de taille 1, on obtient :

(Va,N,N) =0
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et donc : .
VatN‘t=0 = _F(Vf)
Ensuite : -
Vo, A(u)li=0 = Va,VuN|=o i
= R‘ﬂ*at‘P*uN + VuvatN
= fRNuN - Vuvf

Maintenant, soit g; la métrique sur T'S engendrée par ’application #;. Ensuite, définissons
I’endomorphisme B; de T'S par :

gt(BtUa U) = <Atu7 U)

D’abord :
0¢(Fu, Fv)

= (Vp,Fu, Fv) + (Fu, Vg, Fv)

= (fAu+ df (u)N, Fv) + (Fu, f Av + df (v)N)
f{Au, Fv) + f(Fu, Av)

f90(Bou,v) + fgo(u, Bov)

2fg90(Bou, v)

atgt (U, U)

D :
one 019t(Beu,v) = (0¢9¢)(Bou,v) + go((0: B¢)u, v)
= 90((0¢Bt)u,v) + 2fgo(Bou, v)
Mais :
g¢(Biu, v) = (Au,v)
= 0tg¢(Byu,v) 01 (Au, v)
Vo, Au,v) + (Au, Va,v)
= (fRnuN — V, V f,v) + f(Au, Av)
f(RNuNa /U> - <Vqu, U> + fg(Bgu7 U)

I

D :
e 9o(OB)u,v) = (fWu,v) — (Hess(f)u, v) — go(f B2u, v)
= (0;By) = fW — Hess(f) — fB?

Maintenant, on peut calculer Ly f :

Lof = 0dm(e®Det(I +iBy))
= Im(e®Det(I + iB;)iTr((I + iB;)"10:B;))
= eDet(I + iB;)Re(Tr((I +iB;)~0; By))

Ici on a utilisé le fait que e?Det(I + iB;) est réel. Mais :

= (I‘I‘ZBt)_l = (I — ZBt)(I+ Btz)_l

et donc :

Lof = [e®Det(I +iBy)] Tr ( zai%%)

= VI + B3)[=Tx((I + B§)~*Hess(f))
+fTe((I + Bg)™'W) — fTr((I + BF) ™' Bg)]
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Puisque By = Ay, le résultat en découle. [

Il en découle que l'opérateur Ly est elliptique sur une variété a courbure SL constante
égale a . Comme il agit sur un espace de fonctions, on sait qu’il est d’indice zéro, et 1’'on
veut savoir sous quelles conditions il est injectif (et donc inversible). D’abord, pour tout
n € N on définit la fonction ©,, :

Définition 1.5.9
Pour n € N et pour k € {0,...,n — 1} on définit O, : [n/(k+ 1) — 1, 00[—]0, 00] par :

01nt) = tn - Hareos ([ )

Ensuite, on prolonge Oy, , en une fonction sur |0, 00[ en posant Oy ,(t) = —oo pourt €
10,n/(k + 1) — 1[. Maintenant, pour tout n € N, on définit ©,, :]0, co[—]0, co[ par :

On(t) = Sup Orn(t)
0<k<n—1

On obtient maintenant le résultat suivant :
Lemme 1.5.10

Supposons que la courbure sectionnelle de M est inférieure & —x < 0 et supposons que
la courbure SL de X est inférieure a ©,,(k), alors, le terme de degré zéro de la formule
donnée dans le lemme précédent est non-négatif :

J=Tr((I+ B3 'W)—-Tr((I+Bj)"'Bj) >0

Démonstration : Soit eq,...,e, une base orthonormée de vecteurs propres de B et soit
A1, .-, Ap leurs valeurs propres respectives. Pour chaque i, soit k; €] — 0o, —&]| la courbure
sectionnelle du plan engendré par N et par e;. On a :

_xn —k=X}
J = Zi:l 1+,\?1
21

n K—A;

> i EpY:

Pour chaque 7 posons ; = arctan(};). On obtient :

)\i = tan(&i)
2
= ’;:Li% = kcos?(6;) + sin?(6;)

= (k+ 1)cos?(6;) — 1
D’ou :

J>=(k+1) Zcos2(9i) -n
i=1
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Soit k£ € {0,...,n — 1} et supposons que :
ks =01+ ...+ 0, < @k,n(ﬁ?)

Alors, il existe 1, ..., 2x+1 tous distincts tels que, pour tout j :

0, <arccos< kj_lm+1>

En effet, sinon il existe 1, ...,4, . tous distincts tels que, pour tout j :

91-; >arccos< kilm-l—l)

et donc, puisque 6; > 0 pour tout ¢, on obtient :

—k
KSL 2 D5 0ir
> (n — k)arccos ( ket 1)
= O, (k)
ce qui est absurde. Pour tout j, on obtient :

n

(k+1)(k+1)

cos(0;,)” >

et donc, en utilisant de nouveau la positivité de tout 6;, on obtient :

n

J=1

n=>=0

Le résultat en découle en prenant le suprémum sur tout k. [J
Donc, en particulier, sous ces conditions, Lg est injectif :
Corollaire 1.5.11

Soit (3, 0%) une hypersurface immergée a bord dans M & courbure spéciale lagrangienne
constante. Soit f : ¥ — R telle que :

Lof =0, flax =0

Alors, sous les mémes conditions que dans le lemme précédent :

f=0
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Démonstration : Soit p € ¥ maximisant de f et supposons que f(p) > 0. Alors p € 3, et,
pres de p :
Tr((1 + BE)Hess(f)) =Jf >0

ce qui est absurde par le principe fort du maximum. Donc f < 0 dans Y. Un raisonnement
analogue nous montre que f > 0 dans X et le résultat en découle. [

On voit alors que, sous ces conditions, on peut toujours déformer localement les hypersur-
faces & bord a courbure spéciale lagrangienne constante :

Corollaire 1.5.12

Soit (3, 0%) une hypersurface immergée a bord dans M & courbure spéciale lagrangienne
constante. Ensuite, s0it (c¢)¢c]—e [ une famille lisse de courbes immergées dans M telle
que :

Co = ox

Alors, sous les mémes conditions que dans le lemme 1.5.10, il existe n €]0,00[ et
(3¢, 0¢2t)te]—n,y[ une famille lisse de hypersurfaces convexes immergées & bord et & cour-
bure SL constante dans M telle que, pour tout t €] —n,n| :

8Et = Ct

Démonstration : Ceci découle du lemme 1.5.10 et du principe d’inversion locale des opér-
ateurs. [

On obtient également le résultat suivant sur les hypersurfaces compactes :
Corollaire 1.5.13

Soit > C M une hypersurface immergée compacte sans bord dans M a courbure SL
constante. Alors, sous les mémes conditions que dans le lemme 1.5.10, ’espace des modules
local de telles hypersurfaces autour de Yy est de dimension 0.

Démonstration : En effet, soit f une déformation infinitésimale de telles hypersurfaces
autour de X. Donc :
Lof =0

Alors, le méme raisonnement que celui employé dans la démonstration du corollaire 1.5.11
nous montre que :

f=0
et le résultat en découle. O

Remarque : En fait, si les conditions du lemme 1.5.10 ne sont pas satisfaites, il n’y a
pas forcément d’obstruction a I'existence d’un espace de modules local d’hypersurfaces
non-triviales a courbure SL constante.

Pourtant, en variant la métrique de 1’espace ambiant, on peut trouver des familles locales
de surfaces compactes a courbure spéciale lagrangienne constante § immergées dans des
familles locales de variétés. En effet, on a le résultat suivant :
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Lemme 1.5.14

Soit (M, g) une variété riemannienne et soit 2 = (S,41) C M une hypersurface compacte
sans bord immergée dans M a courbure SL constante 6. Supposons ensuite qu’il existe
k €]0, 00| tel que la courbure sectionnelle de M soit inférieure & —k < 0 et que 6 < O, (k).
Maintenant, soit @ C R™ une voisinage de 'origine, et soit (g;)zcq une famille lisse de
métriques sur M telle que gy = g et telle que, pour tout x € ), la courbure sectionnelle
de la variété (M, g,) soit inférieure a k. Alors, il existe U C € un voisinage de lorigine, et
(iz)zeq une famille lisse d’immersions telle que iy = i et que, pour tout =, ’hypersurface
immergée ¥, = (S, i;) soit une hypersurface compacte sans bord immergée dans la variété
riemannienne (M, g,) & courbure SL constante 0.

De plus, en restreignant au besoin U, on peut supposer qu'il existe € tel que si i, : S — M
est une application telle que I’hypersurface immergée ¥/, = (S,1i) soit a courbure SL
constante relativement a la métrique g, sur M, et que si i, est e-proche de i, dans la
norme C*, alors i', = i.

Démonstration : L’opérateur Ly est elliptique et, puisqu’il agit sur ’espace de fonctions
sur Y, il est d’indice zéro. Ensuite, soit f : S — R telle que :

Lof =0
Alors, par le principe de maximum et le lemme 1.5.10 :
f=0

Il en découle que Ker(Ly) est triviale et donc que Ly est un isomorphisme entre deux
espaces d’Hilbert (par exemple H?®(S) et H*~2(S) pour s € R).

Maintenant, soit N le champ de vecteurs normaux a ¥ dans M. Pour f € C°°(S), comme
avant, on définit la famille ¥; = (5, 4;) de surfaces immergées par :

it(p) = Exp;(,) (¢ (0)N(p))

Ensuite, pour z € Q, posons ksr(t,z) la courbure spéciale lagrangienne de la surface
immergée ¥, relativement i la métrique g;. On peut définir Popérateur Lo : H (S)eR* —
H*~%(S) telle que : )

Lo(f,x) = Oeksr(t,tx)|i=0

En utilisant un peu d’algebre différentiel, on peut montrer qu’il existe des fonctions lisses
D1y -y pn € C°(S) telles que, pour tout x € R™ :

Lo(0,2) = wipi
i=1

On définit alors A : R* — C°°(S) telle que, pour tout z € R :

n
Az =) mip;
i=1



Lrooleres specClaux 1€geldriClls - J1

et ’on obtient :
Lo(f,w)=Lof + Az

Puisque Ly est un isomorphisme, et comme il est elliptique, il existe 1, ..., ¥, des fonctions
lisses sur S telles que, pour tout ¢ :

Lo = AD; = ¢;

On définit maintenant B : R® — C'*°(S) par :

Br = — Z .Tz’wz
i=1

Alors :
Ker(Ly) = {(Bz,z)|x € R"}

Le résultat en découle maintenant par le principe de fonction implicite. [

Remarque : Pour I'unicité, il faut supposer que 7., est proche de i, dans la topologie C* pour
qu’elle soit un graphe au dessus de 7g. Pourtant, le résultat de compacité qu’on montrera
plus tard nous informe en particulier que, pour les hypersurfaces complétes immergées
a courbure spéciale lagrangienne constante § dans une variété a géométrie bornée, les
topologies C** sont toutes équivalentes pour tout k et pour tout «. Il suffit de supposer
alors que 4’, est proche de i, dans la topologie C° pour qu’elles coincident.

Lo
1.6 Les variétés rideaux.

1.6.1 Définitions.

Un phénomeéne important dans I’étude des surfaces a courbure Gaussienne constante dans
larticle [32] de Labourie, est 'apparition des surfaces rideaux. Il s’avere que, si M est
a courbure sectionnelle constante, un comportement analogue existe aussi pour les sous-
variétés immergées SL+ ayant des propriétés qu’on va préciser ci-dessous. En effet, si
une sous-variété immergée SL+ dans UM est la limite d’une suite de telles sous-variétés
immergées SL+ dans UM et si elle est verticale en un point en son intérieur, alors elle est
verticale partout. De telles sous-variétés immergées sont appelées alors variétés rideaux,
et, comme elles sont plus restreintes, nous verrons que leur géométrie est plus limitée que
celle des sous-variétés immergées SL+ en générale.

Soit & = (S, 1) une sous-variété immergée SL+. Ensuite, soit mg la projection de TS sur
1*HU M. Définissons maintenant la fonction A sur X par :

h = —2Log(Det(7g))
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Soit P € S et supposons que ¥ nest pas verticale en P. Alors, il existe A € End(HpUM)
tel que TpY soit le graphe de A au dessus de HpU M et dans ce cas-ci :

h(P) = Log(Det(I + A?))

Donc, en particulier, si 3 est le relevé de Gauss d’une hypersurface convexe 3, et si 'on
note Ay, 'opérateur de Weingarten de 3, alors :

h = Log(Det(I + A%))

Ou 11 est la seconde forme fondamentale de 3.
Maintenant, pour B €]0, oo, on dit qu’'une sous-variété immergée compléte 3 est un relevé
B-majoré a linfini si et seulement s’il existe P € X et R €]0, oo tels que, pour tout Q € X :

d(P,Q) 2 R=h(Q)<B

On propose la définition suivante :
Définition 1.1.2

Soit 3 une sous-variété immergée compléte dans UM . Alors, on dit que 3 est B-sympa-
thique si et seulement si elle satisfait 4 une des trois conditions suivantes :

(i) ¥ compacte,

(ii) 1 existe un groupe d’isométries G agissant sur M (et donc sur UM ) tel que le quotient
de Y. sous I’action de G soit compact, et

(iii) ¥ est un relevé B-majoré a I'infini.
On va aussi avoir besoin de définir la classe de sous-variétés suivante :
Définition 1.1.4

Soit M une variété riemannienne et soit ¥ C M une sous-variété immergée. Notons Iy,
la seconde forme fondamentale de .. On dit que la sous-variété Y. est a courbure spéciale
lagrangienne constante 6 si et seulement si pour tout champ de vecteurs N normal 4 ¥ :

Arg(Det(I + i(IIg, NY)) = 6

Dans cette section, on va montrer le résultat suivant sur les variétés rideaux :

Lemme 1.1.3

A

Soit M une variété a courbure constante et soit (X, )nen une suite de sous-variétés im-
mergées B-sympathiques immergées dans UM et SL+ par rapport a la forme spéciale
legendrienne ()y. Supposons que i?n tend vers f?o lorsque n tend vers ’infini et supposons
que S est verticale en un point. Alors, si M est a courbure positive, ou si 0 est différent
de km /2 pour k entier, alors S0 est verticale partout.
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Ensuite, on va montrer le résultat suivant qui résume certaines propriétés géométriques de
telles sous-variétés :

Lemme 1.1.5

Soit . = (S,7) une variété rideau dans UM. Soit P € S et supposons que la valeur
de DIm(TXNVUM) est localement constante dans un voisinage P. Alors, il existe un
voisinage €2 de P dans S et ¥ = (S1,1) une sous-variété immergée dans M tels que :

(i) La sous-variété immergée 3 = (Q,1) coincide avec UY., le fibré unitaire normal au
dessus de Y. dans UM, et

(ii) 11 existe un entier k tel que la sous-variété ¥ soit a courbure spéciale lagrangienne
constante A — km /2.

En particulier, pour 6 € [7/2, 7|, on a déja remarqué dans la section 1.5 que, pour 3 une
surface rideau, la dimension de Ker(Tw) NTY vaut constamment 1. Donc, en suivant la
démonstration du lemme 1.1.5, on peut montrer qu’on peut supposer que ¥ est complete
et donc que 3 est le fibré normal de ¥ dans UM.

1.6.2 La symétrie des dérivées de I1.

Soit ¥ = (S,%) une hypersurface immergée dans M et soit 3 = (S,7) son relevé de Gauss.
Plus tard, on va avoir besoin de relations entre certains objets géométriques liés a la seconde
forme fondamentale 11 de Y. Soit P dans S. On va travailler localement dans une carte
dans S autour de P choisie de telle sorte que la base 04, ..., 0, soit orthonormée a ’origine
(par rapport a la métrique i*g, ol ¢ est la métrique sur M) et que la matrice A de I par
rapport a cette base soit diagonale a 1’origine. On note :

A0, =11-0;
Ay = (118;,0;)

ou, dans la premiere identité, on considére I/ comme une application linéaire de T'S et
dans la seconde, on la considere comme une 2-forme sur 7'S. Ensuite, on note Aq,..., A, les
valeurs propres de A & l'origine. Finalement, pour T, un tenseur quelconque, pour tout i,
on note Ty; la dérivée covariante de T' dans la direction de 0;. On suit maintenant Calabi
[9] pour obtenir des résultats de symétrie sur les dérivées de A.

D’abord, pour chaque %, on définit 5, par :
8; = 1,0; = {0;, Ad;}

Soit 7 : TUM — W la projection orthogonale sur W et notons V¥ = 70 VUM ]a dérivée
covariante de la distribution W héritée de la dérivée covariante de Levi-Civita de UM.
Notons : ) o

Aijk = w(vgjaj, 8k)
On obtient le résultat suivant (voir annexe C) :

Lemme 1.6.1

Le tenseur Aijk est symétrique en i, j, k.
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Ensuite, en rompant avec la tradition, pour R un tenseur de courbure quelconque, on
note :

Rijri = (Ro,5,0k, Or)
On obtient maintenant un lien entre la premiere dérivée de A et la seconde forme fonda-
mentale de ¥ (voir annexe C) :
Lemme 1.6.2

Soit RM le tenseur de courbure de Riemann de M. Alors :

i L oom .Y [
Aij = A]k,'l - iRZMk - iR”Ipiququk - §RnquApiAqk
ol 1) représente la direction normale extérieure a 3.

En particulier, on obtient le résultat suivant concernant la symétrie de A;;; (voir 'annexe
C) :
Corollaire 1.6.3

Notons n I'indice dans la direction normale 4 Y. Alors :

o M
Aiksj — Ajksi = —Rijn

En particulier, lorsque M est a courbure constante, A;.; = Ajx,; et donc A;j.p est symét-
rique en 1, 7, k.

Ensuite, on obtient le résultat suivant sur les deuxiemes dérivées de A :

Lemme 1.6.4

Soit R* le tenseur de courbure de Riemann de . Alors :

A PX p._ pX P,
A%J;kl AZJ;lk = RipklA J RpjklA s

Démonstration : D’abord :
Aijn = 0((V3, A)d;, 05) — <(v§gl6kA)ai, 9;)
—((V5,A4)(V5,9:),0;) = ((V5,A)0, V5,05)
=((V5,V5,4)0:,05) = <(V€glakA)8i, 9;)
On obtient alors :
Aijia — Aigae - = ((R5,5,4)0:, 0;)
= (Rp,0,40i,0;) — (ARj 5, 0;,0;)
= Rijp; A% _Rlzl]m'pApj
= Rizpsz? - RfjklAf
et le résultat en découle. [J

En particulier, on obtient :
Corollaire 1.6.5
A Dorigine, on a :
Aijirt — Aijak = (Ni — X)) (=R + AirAji — AaAjy)
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Démonstration : Par le formule de Gauss, on a :
E — M . . . .
Rizg = R — AikAji + AaAj

et le résultat en découle. [

Maintenant, on note V4 la dérivée covariante de Levi-Civita de S par rapport & la métrique
(I + A?)-,-) =1*g. Soit T'*;; les symboles de Christophel de cette dérivée covariante par
rapport & la dérivée covariante V> :

I*:0r = (VA = V)5,0;

On obtient le résultat suivant :
Lemme 1.6.6
Notons B = (I + A%)™1, et donc :

Bij(I + A2)jk = (Szk

Alors, on obtient :

k.. 1 Ap pkqpM 1Ap. pkeapM
FZJ zA JB qupn+2A iB qupn

+3l(I+ A%)TTALR (AP + APyy)
Démonstration : D’abord, on a :

(VA = V2)5,0;, (T + A%)0) = (V50;, (I + A2)0) — (V5 0;, (I + A?)0)
= 0i(05, (I + A*)0g) — (95, (I + A?)V5,0k)
~0i(, (I + A2)dy) + (9;, V3 (I + A%)0y)
= —(9;, (I + A%)(VA = VZ)5,0%)
+(05, [V, (I + A?)]0%)
= _<(VA - V2)6k8i7 (I + A2)8j>
+(05, [V5,(I + A%)]0%)
= —((VA = V»)y,0;, (I + A%)0;)
+(0;,[V5, (I + A%)]0;)

Donc :

2((VA = V2)5,05, (I + A%)k) = [((VA = VZ)5,0;, (I + A%)0)

+ (VA =V¥)5,0i, (I + A%)0;)]

— (VA = V¥),0;, (I + A%)0;)
+ (VA = V), 0k, (I + A%)0;)]

+ (VA = V¥),0k, (I + A%)0;)
+ <(VA — Vz)aiaj, (I + A2)3k>]

= (05, (V5 (I + A%)]0k) — (0, [V, (I + A?)]9;)
+(0k, [V, (1 + A?)]0;)
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D’ou :
2(Fqij6q, (I + A2)pkap> = <6j, A(VaA)a]J + <8j, (VglA)Aa]Q
+(0k, A(V5,4)0;) + (0, (V5,4)Ad;)
= 2(I + A?)plPij = AP Apryi + AP Apji — APiApjin
— AP Apisk + AP Apij + AP Apis;
= Apj(Apk;i - Api;k) + Api(Apk;j - Apj;k) + APy (Api;j + Apj;i)
= AP Ryl + APRY AP (Apij + Apjii)
et le résultat en découle. [

On remarque que lorsque M est a courbure constante, on obtient la formule plus simple
suivante :

TFij = [(I+ A?)71A)F AP

1.6.3 Le cas des hypersurfaces a courbure spéciale lagrangienne constante.

Lorsque ¥ est a courbure spéciale lagrangienne constante, on peut trouver d’autres relations
que satisfont les dérivées de A. D’abord :
Lemme 1.6.7

Tr((I + A%)7'VZA4) =0

Démonstration : Par définition, il existe # € R tel que :
Im(eDet (I + iA)) =0
= d(Im(gieDet(I +1i4))) =0
= Im(ie®Det(I +iA)Tr((I +iA)"VZA)) =0

Mais, comme e®Det (I + iA) est imaginaire pur, on voit que :
Re(Tr((I +iA)"'VZA)) =0
Ensuite, comme :
(I4+4iA)I —iA) I+ AP =T+ AT +A%)1=1

On a :
(I+iA)~t= (I —-iA)[I+ A>T

et 'on obtient :

Re(Tr(£5:V=4)) =0
= Tr((I+ A%)71VZ4) =0
D’ou le résultat. (1
En particulier, en regardant ce qui se passe a l’origine, on obtient :

Corollaire 1.6.8

A lPorigine, on a :
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Démonstration : Ceci découle directement du lemme précédent. [
Ensuite, on obtient le résultat suivant sur les dérivées secondes de A :
Lemme 1.6.9
TH(I + A7) 'V3 V3 4) =
Tr((I + A2)_1(V§lA)A(I + A2)_1(V§kA))
+Tr((I + A2)_1A(V§lA)(I + AQ)_l(ngA))

Démonstration : On obtient ce résultat en dérivant le résultat précédent. [J
De nouveau, en regardant ce qui se passe a l'origine, on obtient :
Corollaire 1.6.10

A Dorigine, on a :

n

1 Ap+ A
T3 Akt = Ty Apask Apai
Zl+/\2 i 2 T+ A2)(1+A2)" 7

p=1 P p,q=1

Démonstration : Ceci découle directement du lemme précédent. [

Maintenant, ces relations nous permettent de trouver une formule simple pour le laplacien
de Y (c’est-a-dire, le laplacien de S par rapport a la métrique 7*g, ou § est la métrique
canonique sur W) en termes de la dérivée covariante de ¥ :

Lemme 1.6.11

Soit A4 Popérateur de Laplace-Beltrami de S par rapport & la métrique i*§ agissant sur
C°(S). Alors, pour toute fonction f sur S :

AAf = Bijf;z‘j + BijququR%pjf;k + qukaAiqR%pjf*

ot B est la matrice inverse de (I + A?);;. C'est-a-dire que :

Démonstration : D’abord, on a :

AAf = BY(VAdS)(9y,0)
= BY[(VA = VZ)df (9;,0;) + V>df (95, 0;)]
= BY(V¥df)(9;,0;) — BIdf (V4 — V*),0%)
= BYf.;j — BYT%;; f,

Par le lemme 1.6.6, on sait que :

k.. _—_ 1Ap.BkqpM 1ap. pkapM
FZJ _2A JB qupn+2A iB Rqapn

+3[(I+ A%)LAJR (AP + AP ;)
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En changeant les indices des deux premieres composantes, on obtient :

ij j i 1
B JFkij = —BMBM A qu%pj + §ququ(Api;j + Apjii)

Par le corollaire 1.6.3 :

M M
Apizj + Apjii = Ajip + Aijip + Biyijp + Ryjip
et le lemme 1.6.7 et la symétrie de B nous permettent de voir que :
B (Apisj + Apji) = 2BY Ry,
D’ou :
_— I u ke ti M
BYI*;; = -BYB™MAP R, . — B'"B* A" R ;
Le résultat en découle. [

De nouveau, on remarque que, dans le cas ou M est a courbure constante, on obtient le
résultat plus simple suivant :
Ar _ 1ij
A f = BY f;

1.6.4 L’existence des variétés rideaux.

Maintenant, on suppose que M est de courbure sectionnelle constante, et, en généralisant
Yuan [56], on obtient le résultat suivant :

Lemme 1.6.12

_ 2(14+2pAq)
Ath = Zp,q,r (1+Ag)(1+fg)i1+>\$)qu;rqu;r

(p=2)> pm
- Zp,q (1+>\p§)(1q+>\g)qupq
Démonstration : D’abord, on voit que :

ha = Te(I+ A2 A, + A A)
= 2Tr(A(I + A%)~1A,)

En dérivant une seconde fois, on obtient :

hij = 2Tr([Va,[A(I + A?)7A, ] - 8;)
= 2Tr(A;(I + A?) "1 Ay)
—2Tr(A(I + A2)_1[AA;]~ + A;jA](I + Az)_lA;z’)
-|—2TI'(A(I —+ AZ)_lA;ij)
Donc :

2
L. — 2 . . 22, ) .
h’;ZJ = Zp,q T+X2 qu;Zqu;J - Zp,q (1+>\§)(1+)\§)AM;1AM;J

225\, . _ 2), 3
- Zp,q (1+>\§)(1+,\3)qu;1qu;3 + Zp T+A2 Appij
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En utilisant la symétrie de A par rapport a p et g on obtient :

22,

On remarque en passant que cette formule reste vraie méme lorsque M n’est pas a cour-
bure constante. Ensuite, on cherche a éliminer les dérivées secondes. Puisque M est a
courbure sectionelle constante, par le corollaire 1.6.3, A;;.x est symétrique et donc A;j.x;
est symétrique en (ijk). On obtient alors :

Ap 1 _ Ap
= Z ’\71014
p,q (1+22)(1+A2) “7qp;ap

)‘P
+ Zp,q (T+22)(1+A2) [qu;pq - qu;qp]

Par le lemme 1.6.4, on obtient :

>‘P 1 — P )‘P()‘q )\p) b
2 A2 1 a2 drmio = 2 1+ A2)(1+ A2 Apap 2 (L4+A2)(1+ A2)" Pard
P q q p.q P q

p.q p.q

En utilisant de nouveau la symétrie de A;;.x; en (ijk) on obtient :

)‘p 71 — )‘P ()‘q A ) )
Z 1+XA21+ )\ZApp;qq o ; (T4+A2)(1+ )\2)Aqq’pp + Z 1+ A2)(1+ A2)qupq

p,q

Enfin, le corollaire 1.6.10 nous donne :

Ap 1 _ (Ap+Ag)Ar
Zp,q T+AZ T+A2 App;qq = Zp,q,’r (1+>‘§)(1+>‘3)(1+>‘2)qu;Tqu”
Ap(Ag—Ap) >
+ Zp,q (1+A§)(1+A2)qupq

Or, en appliquant le lemme 1.6.11, on obtient :

A4k = Zp ﬁh;pp

2-22, A A
= Zp,q,’r‘ (TFAZ)(T+AZ) (1+A2) Apg;r Apgyr + 2 Zp,q mlﬁlquq

= 22X, A+ 2ApAr+2Ag A g o4
= 2ipqr (1+,\2)(1+,\2)(1+,\2) pg;r Apg;r

Ag=2p) pxT
+2 Z:p q (1-|f)/\2 (1+p>\2)qupq

En utilisant la symétrie de A,,., pour le premier terme et la symétrie de R* pour le second
terme, on obtient :

24+ 20p7q (Ap — Ag)
A Apor A — /4 q py
ath=2 ¢ 5 W)L+ A0 (1 5 az) e v §(1+,\;)(1+A3) rara

p,q,T
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Le résultat en découle. O

Remarque : En fait, on voit qu’un résultat analogue doit étre vrai dans le cas plus général
d’une variété 3 courbure quelconque. La seule différence serait quelques termes en RM.
Il est vraisemblable que ces nouveaux termes puissent étre majorés par les autres termes,
nous permettant ainsi d’en tirer les mémes conclusions (voir ci-dessous) que lorsque M est
a courbure constante.

On obtient en particulier le corollaire suivant :

Corollaire 1.6.13

AAh 2 _ Z ()\p - )\(I)z RE
(11 A2)(1+ AZ) Pave

p.q

Démonstration : Ceci découle directement du résultat précédent. [
Or, si k est la courbure sectionnelle de M, on sait que :
Rz'zjkl = R,f\]/fkl — AikAjl + AilAjk
. = k(9ugjk — 9ik9j1) — AiAji + AuAjy
= Rigpg = £(9ap9ap — 9aq9pp) + ApgApa — AppAqgq

= £(0pg — 1) + (ApAgOpg — ApAq)

= —(K+ ApAg) (1 = bpq)
Comme A est définie positive, on obtient directement le résultat suivant :
Corollaire 1.6.14

Supposons que k > 0, alors h est sous-harmonique sur S.

Démonstration : Par le résultat précédent :

A (Ap_)‘q)2 3
A%h = - Zp,q (1+,\§)(1+A3)qupq

— Z (Ap=Ag)* (K+ApAq)
p,a  (1HA2)(1+22)

Comme k > 0, le résultat en découle. [

Méme lorsque M est a courbure sectionnelle négative, on obtient un résultat analogue,
pourvu que la courbure SL de ¥ ne soit pas dans §7Z :

Corollaire 1.6.15

Supposons que k < 0 et que la courbure SL de ¥ n’est pas dans 57Z. Alors, il existe
K € Rt tel que pour h > K :

A4h >0
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Démonstration : D’abord, il existe L € RT tel que pour tout P € S, il existe une valeur

propre A de A(P) telle que :

1
— <AL
L

En effet, sinon, pour tout € > 0, il existerait un point P tel que si A1, ..., A, sont les valeurs
propres de A en P, alors, pour chaque % :

€. T €T
arctan(\;) € [0, ﬁ] U[§ T 5[

et donc, il existe un entier k tel que :

Arg(Det(I +iA)) = arctan(A1) + ... + arctan(),) € []%T — ¢, I%T + e[

et comme € > 0 est arbitraire, on voit que Arg(Det(I 4+3A)) = kn/2, ce qui est absurde.

Maintenant, on voit que :

(Ap — Ap)2( 2
Z (1+/\§)(1+)\2 \Z — Opg) <70

et donc : )
Z ()\p - )\qg k(1 — ;Spq) > o2
(1+ )\p)(l + )\q)

En méme temps, puisque A est définie positive, pour tout p, q

()‘p B )‘q)2)\p)‘q(1 - 5pq) >0
1+ )\g)(l + )\g)

Pour K > 0, si Log(Det(I + A2%)) > K, alors il existe une valeur propre, A de A telle que :

(1 +)\2) > eK/n
e, > K =+eK/n —1

Supposons ensuite que L™ < A, < L et que A; > K'. Supposons en plus que K’ > 2L et
que K’ > 1. Alors A\, > 2\, et donc :

()\p — )\q)2 1 >
(14 A2) 4(1+A2) " 8
Donc, puisque p est différent de ¢, on obtient :

Ap=2g)*ApAg (1=3pq)
(I+A2)(1+A2)




V4 - 100LCHIES S5PECIaUX 1€GCLIATIICILS

Puisque (en rendant K aussi grand qu’on veut) on peut rendre K’ aussi grand qu’on veut,
on peut supposer que :
KI

> 2
I

et le résultat en découle. [

On est maintenant en mesure de controler le comportement des sous-variétés immergées
B-sympathiques lorsque elles s’approchent de la verticale. :

Lemme 1.6.16

Soit M une variété i courbure constante et soit > = (S, ) une sous-variété B-sympathique
immergée dans UM et SL+ par rapport a la forme spéciale lagrangienne €2y. Alors, si la
courbure de M est positive, h est constante. Sinon, si 0 est différent de kmw/2 pour k entier
alors il existe K € [0, 00[ qui ne dépend que de 0 et de B tel que :

dP € S tq. h(P) > K = h constante

Démonstration : En effet, si la courbure sectionnelle de M est positive, alors, par le corol-
laire 1.6.14, on voit que h est sous-harmonique. Puisque 3 est B- sympathique, la fonction
h atteint son maximum en lintérieur de 3. Soit ho le suprémum de h sur 3. Puisque h est
continue, I’ensemble h~1(hg) est un fermé dans $. Ensuite, par le principe fort du max-
Imum, cet ensemble est un ouvert dans 3. Comme h atteint son maximum en intérieur
de E cet ensemble est non-vide, et donc, par la connexité, h vaut constamment hy sur by
et le resultat en découle.

Ensuite, si 0 est différent de km/2, par le corollaire 1.6.15, il existe K € [B, oo (qui ne
dépend que de 6, de B et de la courbure sectionnelle de M) tel que h soit sous-harmonique
dans h~1([K, oo[). Donc, s’il existe un point P € S tel que h(S) > K, alors, comme avant,
h est constant, et le deuxieme résultat en découle. [

et 'on peut maintenant démontrer le lemme 1.1.3 :

Démonstration du lemme 1.1.3 : En effet, par le résultat précédent, comme il existe une
suite (P,)nen telle que P, soit dans 3, pour tout n et que hn(P,) 1 oo lorsque n tend
vers I'infini, on voit que, pour n suffisamment grand, A, est constante. Il en découle que
ho est constamment infinie, et le résultat en découle. [

1.6.5 La géométrie des variétés rideaux.

Dans cette section on montre le lemme 1.1.5. Soit 32 = (S, %) une variété rideau dans UM.
Soit P € S et supposons que le valeur de Dim(TYX.NVUM) soit localement constante dans
un voisinage €2 de P. On obtient d’abord le résultat suivant :

Lemme 1.6.17

Soit & = (S,7) une sous-variété immergée dans UM. Soit P € S et supposons qu’il existe
un voisinage ) de P dans S tel que Dim(TXNVUM) soit constante dans €. Posons
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k= Dim(Tf)ﬁ VUM). Alors, en restreignant au besoin €2, on peut supposer qu’il existe
€ >0, et ¥ C M une variété plongée dans M et un difféomorphisme ® : ¥x] — ¢, e[f— Q
tels que :

Tod®=1Id

Démonstration : Posons n la dimension de S. Ensuite, soit Xi,..., Xz un repere de
T>NVUM dans un voisinage de P et, pour chaque %, soit ®;; le flot de X;. Soit main-
tenant V C 3 une sous-variété plongée de dimension n — k dans by passant par P et
transverse a chacun des X;. Comme la restriction de T'r a V est de rang maximal, on peut
supposer qu'’il existe une variété V' C M plongée dans M et passant par P = 7T(P) tel que
7 :V = V soit un difféomorphisme. Soit maintenant ¥ : V — V linverse de w. Pour e
assez petit, on peut définir ® : Vx| — ¢, e[F— Q par :

TO(Q,t1, .o ty) = (Ph - P16, V) (Q)

Pour chaque ¢ on voit que :

A

T®(P,0) - dt; = 0;®; (P)|i=0 = Xi(P)

Ensuite, pour Ae Tpff on pose :

et 'on obtient :
TO(P,0)- A=A

Donc T'® est un isomorphisme en (P, 0) et donc, en restreignant au besoin V et Q et en
réduisant au besoin €, on peut supposer que ¢ un difféomorphisme.

Finalement, pour tout ¢, puisque X; est verticale, pour tout ¢ :
To®; =1
et donc :
TodP =m0V =1Id
D’otu le résultat. [

Maintenant, on pose ®4(Q) = ®(Q, ), et, en utilisant le fait que > est une sous-variété
immergée legendrienne, on obtient le résultat suivant :

Lemme 1.6.18

Soit NY le fibré normal en Y. Alors, €2 est contenu dans N> NUM.
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Démonstration : En effet, soit @ € ¥ et soit Ay, ..., Ay et Ni, ..., Np41)—p des reperes
respectivement de 7Y et de NY dans un voisinage de (). Pour tout ¢, on sait que wo®; = Id,
et il en découle qu’il existe des vecteurs By, ..., By tels que pour tout ¢ :

T®, - A; = {A;, B;} (®(Q,1))
Ensuite, pour chaque j, on sait que X; est vertical, et donc il existe Y; tel que :
X;(2(Q,1) ={0,Y;} (2(Q,1))

Comme 3 est legendrienne, on voit alors que, pour tout ¢ et pour tout j :

w(T®y - A, X;(2(Q,1)))
& Y

m |l

0
0
<N1(Q)a ceey N(n+1)—k(Q)>

Finalement, comme 3 est la limite d’une suite de relevés de Gauss d’hypersurfaces dans
M, on voit que :

@0(Q) € (N1(Q), -, Nint1)—1(Q))
et le résultat en découle. (1

Maintenant, on peut démontrer la premiere partie du lemme 1.1.5 :

Démonstration du lemme 1.1.5 : Soit m: TUM — W la projection orthogonale. Soit II%V

la seconde forme fondamentale de la sous-variété 3 relativement 3 W. Clest & dire que :
w _
11 =mollg

Dans le cadre de ce lemme, la variété ambiante M est & courbure sectionnelle constante
et donc la forme 2y est fermée relativement a W. Il en découle que X est minimale
relativement a W au sens ou :

Tr(I1f) =0

Le théoréme d’unicité de prolongement analytique d’Aronszajn [3] nous permet alors de
conclure que la composante connexe de ¥ au dessus de ¥ et passant par P n’est rien
d’autre que le fibré normal unitaire de ¥. C’est-a-dire, le fibré de vecteurs normaux a X
et de longueur 1. Le premier résultat en découle.

Maintenant, supposons que Y est de dimension k£ et notons N le fibré normal a >. Soit
N un champ de vecteurs normaux & X. Soit P € ¥ et posons P = N(P). Prolongeons
N(P) en une base orthonormée N, N(,_g)41;..., N, de NpX. Par définition de ¥, il existe
un endomorphisme A de Tp¥. tel que :

Tﬁi = <{XP5 AXP} | Xp € TPE) D <{Oa N(n—k:)—i—l} ey {Oa Nn})
Pour tout Xp,Yp € TpY, application A satisfait a :

(AXp,Yp) = (IIs(Xp,Yp),N)
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En particulier, A est symétrique. Soit E, ..., Ex € Tp3 une base orthonormée de vecteurs
propres de A et soit A1, ..., A\x leurs valeurs propres respectives. Pour chaque m, définissons
E,, par :

- 1
On sait qu'il existe une suite (3, Py) de sous-variétés immergées SL+ non-dégénérées
qui tend vers (X, P) lorsque m tend vers l'infini. Pour chaque m, soit %,, I'hypersurface
dont 3, est le relevé de Gauss et définissons A,, tel que :

TpYm = {{Xp, AmXp} |Xp € TpZm}

Pour chaque m, soit E1 ,, ..., En m les vecteurs propres de A, et soit Ay, < ... < Apm

)

leurs valeurs propres respectives. Ensuite, pour chaque m, définissons E,, ,, par :

~ 1
Epn = ———={Emn AmnEmn}

m,n
W1+ )\En,n

La suite de plans (({E’m,n, )\m,nEm,n} | 1 < m < n))npen converge vers Tpf] lorsque n tend
vers 'infini et il en découle que |)\(n_k)+1,m‘ y -y |An,m| tendent vers I'infini lorsque m tend
vers l'infini. Il existe alors k € Z tel que :

k
arctan(A(n—g)41,m) + ... + arctan(An ;m) — g lorsque m — oo

Or, chacun des Y,, est une hypersurface a courbure spéciale lagrangienne constante égale
a 6, et on obtient alors :

k
arctan(Aq,m) + arctan(Ap_g m) — 0 — ; lorsque m — oo

Mais A1 m, ..., Ak,n tendent vers les valeurs propres de A et I'on voit alors que :
Arg(Det(I +1A)) =60 — -5

et le deuxiéme résultat en découle. O

Remarque : On vient d’étudier le cas ot la variété ambiante, M est a courbure sectionnelle
constante. Pourtant, il y a de bonnes raisons de croire qu’une approche analogue fonctionne
dans des cadres plus généraux. D’abord, il n’est pas irréaliste d’espérer que les mémes
méthodes puissent étre employées pour montrer ’existence des variétés rideaux dans ces
cadres. Par exemple, on a le résultat suivant :

Lemme 1.6.19
Soit ¥ convexe et a courbure SL constante. Alors :

1 - 1.
21T yg Agii = GRicn

=1

oll ) est le vecteur normal orthogonal 4 ¥ et RicM est le tenseur de courbure de Ricci de
M.



00 - 7 100LCHIES S5PECIaUuX 1€GCLIATIICILS

Démonstration : Par le lemme 1.6.2, et le corollaire 1.6.8, on a :

Yty e A = Yiey 1o Aii — SRY,

i=1 1422 i=1 1422 Jini
N _%)‘%R%ji - %)‘i)\jR%ii]
= Zz’:}V_%R%ni
= % Zz’:l R%m

_1p: M
= ERICJ.TI
D’ou le résultat. O

On voit alors que, pour une variété d’Einstein, les sous-variétés immergées SL+ sont des
sous-variétés minimales relativement & W, et donc des variétés rideaux (si elles existent)
le sont aussi. On peut se permettre alors d’utiliser le résultat d’Aronszajn pour globaliser
les résultats locaux obtenus dans cette section.

<&
1.7 Le théoréme de compacité.

1.7.1 Quelques résultats préliminaires.

Dans l'article [56] Yuan montre le résultat suivant :
Théoréme 1.7.1 [Yuan, 2002]

Soit ¥ C R @ R™ une sous-variété immergée complete SLy+ par rapport a la forme
spéciale lagrangienne ()y. Alors ¥ est un sous-espace affine.

Nous allons employer ce résultat pour obtenir un lemme de compacité sur les sous-variétés
immergées SL+ immergées dans UM, pour M une variété & géométrie bornée. Intro-
duisons la définition suivante :

Définition 1.7.2

Soit (M, g) une variété riemannienne, et soit X = (Y,4) une sous-variété immergée dans
M. Soit V* la dérivée covariante de Levi-Civita engendrée sur Y par I'immersion i dans
la variété riemannienne (M, g). Ensuite, posons 11(X) la seconde forme fondamentale de
X et, pour tout k > 2, définissons Ay(X) par la relation de récurrence suivante :

Ay(X) =1I(X)
Ap(X) =Vidp_1(X)Vk>3

On peut maintenant énoncer le lemme d’Arzela-Ascoli-Corlette :
Lemme 1.7.3 [Arzela, Ascoli, Corlette]

Soit (My,, gn, Pn)nen une suite de variétés complétes pointées qui converge vers une variété
pointée (My, go, po) au sens des variétés riemanniennes pointées lorsque n tend vers 'infini.
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Pour tout n € N soit ¥,, = (Sp,i,) une sous-variété compléte immergée dans M, et
supposons qu’il existe ¢, € Sy tel que iy,(g,) = p,. Maintenant, supposons qu’il existe
B €]0, o] tel que, pour tout n :

HI(En)lle < B

Alors, il existe une suite (kn)nen € N et une sous-variété immergée compléte pointée
(20, 90) = (So, %0, q0) dans M, telles que :
(i) ky, 1 oo lorsque n — oo,
(ii) i0(g0) = po,
(iii) (So,i0) est de type C1* pour tout « €]0,1] et,

(iv) (Zk,,pk, ) tende vers (3o, po) dans la topologie C1® pour tout o €0, 1] lorsque n tend
vers D'infini.

Remarque : En fait, on n’est pas obligé de supposer que ¥,, est complete pour tout n. Il
suffit qu’il existe une suite (R, )nen €]0, 00| telle que R, 1 oo lorsque n tend vers l'infini
et que, pour tout n, la boule de rayon R,, autour de g, dans S,, soit compléte. Ensuite,
en considérant, pour tout k les sous-variétés T*Y,, immergées dans T*M,,, on obtient le
résultat suivant :

Corollaire 1.7.4

Avec les mémes notations que dans le lemme 1.7.3, supposons qu’il existe K € N tel que
pour tout n € N et pour tout k < K+ 1 :

|Ak(En)ll < B

Alors, la sous-variété (S, i) est de type CK:@ pour tout a €]0,1[ et (S, ,px, ) tend vers
(X0, p0) dans la topologie CX-@ pour tout o €]0,1[ lorsque n tend vers Pinfini.

Finalement, on va avoir besoin du lemme de A-maximum. D’abord, pour X un espace
topologique et f : X — R une fonction, on dit que f est localement bornée si et seulement
si pour tout P € X il existe B € RT et un voisinage €2 de P dans X tels que :

Qe = [f(QI<B

On a le résultat classique suivant :
Lemme 1.7.5 Lemme du \-maximum

Soit X un espace métrique et soit P un point de X. Supposons qu’il existe § > 0 tel
que la §-boule fermée autour de P dans X soit compléte. Alors, il existe A € RT qui ne
dépend que de 6 tel que pour toute fonction f : X — Rt localement bornée satisfaisant a
f(P) > 1, il existe Q € B(P,0) tel que f(Q) > f(P) et que :

Q' € B(Q,) = f(Q) < Af(Q)

ol € est donnée par :

e=ATHF(QTY?
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Démonstration : Soit A > 1 tel que :
1
<90
V-1

Supposons le contraire et raisonnons par I’absurde. Il existe une suite (Qn)nen € B(P,9)
avec Qg = P tel que, pour tout k :

d < 1
(QkHQk-i—l) )\\/m
f(Qr+1) > M (Qr)
D’abord, pour tout k, on obtient :
fF(Qr) = A
et donc, pour tout £ :
1

d(Qk, Qry1) < )\\/Xk

Or :

oo

> 1 1
d(Qr, < = 5
; (Qk, Qr+1) kzzo A <

Il en découle par la complétude de B(P,d) qu’il existe Qo € B(P,0) tel que Qj tende vers
Qo lorsque k tend vers l'infini. On sait en plus que f(Q%) tend vers linfini lorsque & tend

vers l'infini, ce qui est absurde, car f est bornée dans un voisinage de Qp. Le résultat en
découle. [J

1.7.2 Le théoreme de compacité.
Ces résultats nous permettent d’obtenir le lemme de compacité suivant :
Lemme 1.7.6

Soit M une variété compléte 4 géométrie bornée. Alors, pour tout 6 € [0,n7/2] et pour
tout k € N, il existe By, €]0,00| tel que si ¥ = (S,7) C UM est SL+ relativement a la
structure spéciale legendrienne (w, ), alors :

|Ax ()| < Bi

Démonstration : Supposons le contraire et raisonnons par 1’absurde.

Premieére étape : On commence par construire une suite de sous-variétés
pointées qui nous donnera plus tard la contradiction.

On suppose qu’il existe une suite (3, ¢n)nen de sous-variétés immergées pointées SL+
dans UM relativement a la structure spéciale legendrienne (w,€g) et k > 2 tels que :

145 (E0) ()| T 00 lorsque n — oo
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Pour tout n, notons S, = (Sn, @) et définissons Ay, : S, — R par :

k

Arn =Y 1A:(E0) 17

1=2

Pour tout n, pour tout p, et pour tout p € S,, soit B(p, p) la boule de rayon p autour de
p dans S,, relativement a la métrique engendrée sur cette variété par 'immersion 7z dans
la variété riemannienne UM . Soit A > 1. Pour tout n, en remplacant ¢,, par un point p,,
obtenu par le lemme du A-maximum, et on notant B,, = Ay »(pn), on peut supposer que :

1
qEB ( ns W) = Arn(q) < AB,

n

Deuxieme étape : On utilise le théoréme de Darboux pour construire des cartes
de UM nous permettant de simplifier le probleme en transformant la structure
de contact de UM en la structure de contact canonique de R x R™ x R™.

Notons m + 1 la dimension de M et notons g la métrique sur UM. Puisque M est
a géométrie bornée, son fibré unitaire (UM, g) I'est aussi, et il existe alors une variété
riemannienne compléte pointée (U My, go, po) telle que (UM, g, p,,) tende vers (U My, go, po)
au sens de Cheeger/Gromov lorsque n tend vers Uinfini. C’est-a-dire qu’il existe une suite
de fonctions vy, : (UMy,po) — (UM, p,,) telle que :

(i) Pour tout R > 0 il existe N € N tel que pour n > N, la restriction de ,, & Bgr(po)
soit un difféomorphisme sur son image et,

ii) Pour tout compact K C My, les métriques 1 g tendent vers gy dans la norme C'*° sur
n
K lorsque n tend vers 'infini.

Soit w la forme symplectique canonique sur R™ xR". Soit 3 une primitive de w. Définissons
la forme de contact o sur R x R™ x R™ par :

a=dt—p

Par le théoreme de Darboux pour les familles (voir ’annexe C), on peut supposer qu’il
existe ¢ > 0 et, pour tout n, un voisinage U, de py dans UM,, et un difféomorphisme
©n : (Be(0),0) = (U, pp) tels que (¢, )« soit colinéaire avec la structure de contact sur
U,. De plus, on peut supposer qu’il existe R €]0, oo tel que, pour n suffisamment grand
Un C ¥n(Br(po)) et que ¢, o ¢, converge vers g dans la topologie C;° lorsque n tend
vers l'infini.

Notons Rfj* la section nulle au dessus de R™ dans le fibré R x R™ x R™. Puisque on peut

choisir librement 3, on peut supposer que, pour tout n, 'application Ty, envoie Rfj* en
T, Y.
Pn—n

Troisieme étape : On regarde a la loupe en dilatant la métrique sur UM par un
facteur constant qui tend vers 1’infini, et I’on montre que la suite de variétés
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pointées ainsi obtenue converge au sens de Cheeger/Gromov vers une variété
plate lorsque le facteur tend vers ’infini.

Pour tout n, définissons la métrique g,, sur UM par :
9n = Big
Ensuite, définissons A,,, un endomorphisme de R x R™ x R™ par :

An (t, Q7p) = (Bnta BnQa Bnp)

Définissons ¢, : (Bp,(0),0) = (UM, p,,) par :
$n = Pn o AT_Ll

Soit R > 0. Puisque B,, tend vers l'infini lorsque n tend vers 'infini, il existe N € N tel

que, pour n > N :
Bg(0) € Bg,(0)

et donc ¢, est définie sur Bg(0) et est un difféomorphisme sur son image. Ensuite :

ron(t, ) = (AD)* (Wt o on)*rgn)(t, q,p)
= (5" o 0n)*¥39)(t/ Bn, ¢/ Bn,p/Bn)

Comme (¢, o pp,)*1hkg converge dans la topologie C2 vers ¢fgo lorsque n tend vers

Iinfini, la métrique ¢}, g, tend vers une métrique constante go sur R x R™ x R™ lorsque
n tend vers l'infini. Pour les mémes raisons, il existe une distribution constante Wy dans
TRxR™ xR™, une forme complexe constante Jy sur Wy, une forme symplectique constante
wp sur Wy et une forme spéciale lagrangienne constante 2y sur Wy telles que ¢; W, o5 J,
B2¢tw et B¢ Q tendent respectivement vers Wy, Jo, wo et €y dans la topologie C°,
lorsque n tend vers l'infini.

Quatrieme étape : On transforme les sous-variétés pointées de UM en des sous-
variétés pointées de la variété avec la métrique dilatée, et ’on montre que la
suite de sous-variétés ainsi obtenue converge vers une sous-variété plate d’un

espace vectoriel dans la topologie C}..

Pour tout n, et pour tout p €]0,00[, on note B(py,p) la boule de rayon p autour de p,
dans la variété S, relativement a la métrique engendrée sur S,, par 'immersion 7 dans la
variété riemannienne (UM, g). Pour n suffisamment grand, on a :

1
B (pna )\37;’/2) g Un

et donc, pour tout n suffisamment grand, on définit la sous-variété immergée ¥, = (S’n, in)
contenue dans R x R™ x R™ par :

~ 1 _ .
(Snazn) = <B <pn7 W) 7<Pn1 oZn)
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On considére ¥,, comme une sous-variété immergée dans (Bp, (0),0, ¢},gn). Donc, si 'on
définit Ay, ,, de la méme facon que pour Ay ,, on obtient :

Ak,n( n) =1

et pour tout ¢ € S, ~
-Ak: n(Q) < A

Par le corollaire 1.7.4 au lemme d’Arzela-Ascoli-Corlette, on peut supposer qu’il existe
Yo = (S0,7) une sous-variété immergée complete de R x R™ x R™ de type C*—12 pour
tout « passant par I'origine telle que (En, Pr) tende vers (EO, po) dans la topologie C’l’fml o
pour tout « lorsque n tend vers l'infini.

En utilisant la régularité elliptique avec le théoreme 1.7.1 de Yuan, on obtient le résultat
suivant :

Lemme 1.7.7

Yo est un sous-espace linéaire de {0} xR™ x R™ et (in)neN tend vers ¥ dans la topologie

Cry. lorsque n tend vers I'infini.

Démonstration : Tf)o est contenu dans W,. Comme W{ est une distribution constante sur
R x R™ x R™, et puisque elle passe par 1’origine, la sous-variété Yo est contenue dans un
sous-espace linéaire X de R x R™ x R™ de dimension 2m qui est parallele & Wy. En fait,
par la construction de Wy, on obtient :

X ={0} xR™" x R™

Le restriction de wg a X est une forme symplectique. En méme temps, la restriction de 2
4 X est une forme spéciale lagrangienne. Il en découle que ¢ est une sous-variété spéciale
lagrangienne complete de X. Puisque 2y est une calibration de R™ x R™, la sous-variété
Yo est minimale et donc, comme elle est de type C@, elle est lisse. Ensuite, la positivité
de chaque Y, se traduit en la positivité de Yo (relativement & une paire de sous-espaces
HetVitelsque X = H®V et que V= JH). Le théoréme 1.7.1 de Yuan nous montre
alors que o est un sous-espace linéaire de X.

Notons R* la section nulle dans le fibré R x R™ x R™ au dessus de R™. Par construction
TOEO coincide avec R{* et il en découle que EO coincide elle-méme avec R{*. Puisque

la suite Em converge vers f)o dans la topologie Cl ’O‘, on peut supposer qu’il existe
(Pn)nen €]0,00] telle que p, — oo lorsque n — oo et, pour tout n, une fonction (t,,qy,) :
B,,(0) € R™ — R x R™ et un ouvert Q, autour de p, dans S, tels que I'image de
Q, par i, coincide avec le graphe de (t,,¢,) au dessus de B, (0). La suite de fonctions
(tn, Gn)nen tend vers zéro dans la topologie C’l’f;l’a lorsque n tend vers l'infini. 11 suffit

. . . . 1
pour nos besoins d’avoir la convergence de cette suite dans la topologie C; 5.

Pour tout n € N, définissons la fonction O, (p,t,q, A) pour p,q € R™, t € Ret A € R
tels que ||p|, [|g||, [t| < €Bn/3 par :
On(pa t,q,A) = (Qn)(L p_ BL) [(31,—ﬁ(p,q)(81,z4'31),14'81),

Bn By

(8mu _ﬂ(p,q) (ama A- 8m)a A- 8m)}
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Puisque ¥, est legendrienne relativement a la forme o = dt — 3, on obtient, pour tout n :
(dtn)p(0i) = Bp,qn(p)) (Oi> Dan - 05)

Ensuite, puisque ¥, est spéciale legendrienne relativement a la forme €2,,, on obtient, pour
tout n :
On(pstn, qny Dgn) =0

Pour tout 0 € R, définissons Oy ¢ sur Rm+D* = R x R™ x R™ x R™ par :
O0,6(p, t, 9, A) = Im(e*’Det (I + i A))

Il existe § € R tel que la suite de fonctions (Op,)nen tende vers Op g dans la toplogie Cye,
sur R(m+1)* lorsque n tend vers l'infini. En particulier, par la continuité, on sait que :

00,9 (p7 07 07 0) =0

Il en découle alors que e’ = +1. Sans perte de généralité, on suppose que 6 = 0 et I’on
pose Og = Og o.

Pour tout n, en prenant la dérivée de O,,, on obtient pour tout ¢ une relation de la forme
suivante pour D?g, ; :

. .
a}, 050k n i + b7, ;050 i + Cn iGni = dn

ol afl’fi, b}, is Cn,i €t dp i sont des fonctions lisses de (p,tn, gn, Dgn). Posons :

abd(p,t,q, A) = (I + A?)~")P

Puisque O,, converge vers Oy dans la topologie C;X., les suites (bfm)neN, (Cn,i)nen et
ik
n,t

(dn,i)nen tendent vers zéro dans cette topologie lorsque n tend vers Uinfini et (a;;)nen tend

o0

loc
vers zéro dans la topologie Cllo’g‘, il en découle que les fonctions a,b,c et d sont localement
uniformément majorées dans la norme C%%. De plus, a¢ est localement uniformément
minorée, et donc ces relations sont uniformément elliptiques. Les estimées de Schauder
(voir, par exemple, [18]) nous permettent alors de conclure que, pour tout i, (D?qy ;)nen
est localement uniformément majorée dans la norme C%%. Il en découle que (¢,)nen est
localement uniformément majorée dans la norme C?“. Puisque t,, s’obtient & partir de g,
en intégrant la forme 3(p, ¢,,), il en découle que t,, est également localement uniformément
majorée dans la topologie C%®. En travaillant par récurrence, on montre que (¢, ¢n)nen

est localement uniformément majorée dans la topologie C** pour tout k € N.

vers af){“i dans la topologie lorsque n tend vers U'infini. Puisque (¢, ¢n)nen converge

Le lemme classique d’Arzela-Ascoli nous permet de montrer alors que toute sous-suite de

(tn,Gn)nen contient une sous-sous-suite qui converge dans la topologie Cl’fm pour tout k

lorsque n tend vers 'infini. La limite est forcément zéro. Donc, puisque toute sous-suite



L/1ooleres specClaux 1€geldriCils - (o

contient une sous-sous-suite qui converge vers cette limite, il en découle que (t,, gn)nen
converge vers zéro dans la topologie Cl’fm pour tout k lorsque n tend vers l'infini, et le
résultat en découle. [

Derniere étape : On utilise la continuité pour obtenir la contradiction.

On vient de montrer que (in, Pr) tend vers (ig, 0) dans la topologie C/°.

vers 'infini. De plus, (Xp,0) est un plan affine. Mais, si ’on définit A ¢ comme avant,
puisque (X, p,) tend vers (Xg, 0) en particulier dans la topologie CF

loc?

lorsque n tend

on obtient :
Ak70(0) =1

ce qui est absurde. On obtient alors la contradiction recherchée et le résultat en découle. [
On obtient comme corollaire le théoreme de compacité :
Théoréeme 1.1.6

Soit M une variété compléte a géométrie bornée. Ensuite, soit (P, )nen une suite de points
dans M et soit (X, )nen une suite d’hypersurfaces convexes immergées dans M & courbure
SL constante égale a 0 telle que ¥, passe par P,, pour tout n. Soit (f]n, Pn)neN la suite de
relevés de Gauss de cette suite et supposons que X, est compléte. Alors, apres I’extraction
éventuelle d’une sous-suite, il existe (3¢, Py) une sous-variété immergée SLo+ dans UM
telle que (3, P,) tende C™ vers (39, Py) lorsque n tend vers Uinfini.

Ensuite, supposons que la courbure sectionnelle de M est constante. Si M est a courbure
sectionnelle positive, ou si 0 est différent de km /2 pour k entier et si ¥, est B-sympathique
pour tout n, alors o est, soit le relevé de Gauss d’une hypersurface convexe a courbure
SL constante, soit une variété rideau.

Démonstration : Par le résultat précédent, pour tout k € N, il existe By €]0, oo[ tel que,
pour tout n :

A

[ Ak (X0l < B

Le corollaire 1.7.4 du lemme d’Arzela-Ascoli-Corlette nous montre alors que, apres extrac-
tion éventuelle d’une sous-suite, il existe (20,150), une sous-variété SL+ dans UM telle
que (f?n, 13”) vers (20, 130) dans la topologie C* lorsque n tend vers l'infini, et le premier
résultat en découle. Le deuxieme résultat découle maintenant du corollaire 1.1.3. [J






Probleme de Plateau
hyperbolique

2.1 Présentation.

ANS son article [34], Labourie énonce la définition du probléme de Plateau pour
les k-surfaces dans une variété d’Hadamard a géométrie bornée de dimension 3 et a
courbure sectionnelle inférieure a —1.

Soit M une variété riemannienne (dans tout le reste de ce chapitre, la variété M va étre
de dimension 3). Soit ¥ = (5,¢) une hypersurface immergée dans M. Pour tout k €]0, 1],
on va définir plus tard une métrique g (ou k = v?) sur le fibré unitaire UM de M. La
surface Y est dite alors k-surface si et seulement si elle est & courbure gaussienne constante
égale A k et son relevé de Gauss ¥ = (S,7) est une surface immergée dans UM complete
relativement a la métrique g”.

Maintenant, selon [34], un probléeme de Plateau est la donnée (S, ¢) d’une surface topo-
logique S et d’'un homéomorphisme local ¢ : S — 0, M. Une solution a ce probleme est la
donnée d’une immersion ¢ : S — M telle que la surface immergée (S, ¢) soit une k-surface

75



(O - rrooiciie de r-iateau 1yperooiquce

et que, si 'on note 7 : S — UM le relevé de Gauss de %, on ait :

Woi:go

ot W : UM — 0o M est application de Gauss-Minkowski.

Dans [34], en trouvant un lien entre les hypersurfaces & courbure gaussienne constante
dans une variété de dimension 3 et des courbes holomorphes, positives dans un certain
sens, dans une variété de contact associée a cette variété (a savoir, le fibré unitaire de cette
variété), Labourie obtient quelques résultats d’existence et d’unicité pour les solutions
du probléme de Plateau lorsque k est contenu dans l'interval ]0,1[. En partant de ces
résultats, on obtient un résultat d’existence de solutions du probleme de Plateau dans le
cas ot M = H® (et donc la frontiere 3 I'infini 0o, M de M porte canoniquement la structure
de la sphere de Riemann @) et S =D, le disque de Poincaré, a savoir :

Théoréme 2.1.1

Soit ¢ : D — C localement conforme. Alors, pour tout k €]0,1[ il existe une unique
solution iy, : D — H3 du probléme de Plateau (D, ¢).

En poussant plus loin ces mémes réflexions, on montre, qu’en fait, dans ce cas, la solution
dépend continument des données du probleme, et ’on obtient le résultat suivant :

Théoréme 2.1.2

Soit k €]0,1] et soit (pn)nen, 90 : D — C localement conformes. Ensuite, soit
(in)nen,io : D — H3 telles que, pour tout k, I'application iy soit I'unique solution du
probléme de Plateau (D, ).

Supposons que (¢, )nen tend vers ¢g localement uniformément (et donc localement C*
pour tout k) lorsque n tend vers 'infini. Alors (in)nen tend vers iy localement C* pour
tout k lorsque n tend vers l’infini.

Remarque : Puisque Papplication de Gauss-Minkowski 77 : UH? — 9, H® est lisse, la
réciproque est triviale, a savoir :

Lemme 2.1.3

Soit (¢n)nen, @0 : D — C et (in)nen,io : D — H3 comme dans I’énoncé du théoréme
précédent.

Supposons que i,, tend vers iy localement C* pour tout k lorsque n tend vers I'infini. Alors
¢, tend vers ¢ localement uniformément (et donc localement C* pour tout k) lorsque n
tend vers D’infini.

On verra que ces résultats sont équivalents a l’existence d’un homéomorphisme entre
I’'espace de fonction méromorphes localement conformes sur D et une représentation de
I’espace de k-surfaces hyperboliques dans H?.
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2.2 Surface immergées : Notions élémentaires.

2.2.1 Définitions.

Soit M une variété de type C°°. Une sous-variété immergée est la donnée ¥ = (S, i), de S,
une surface de type C'°, et d’'une application lisse 7 : S — M, telles que Tz soit toujours de
rang maximal. Une hypersurface immergée est une sous-variété immergée dont le conoyau
de T'i est toujours de dimension 1.

Lorsque M est munie d’une structure riemannienne, g, on munit S de la structure rieman-
nienne ¢*g engendrée par 'immersion ¢, de telle sorte que ¢ devienne une isométrie. En
particulier, on dit que X est compléte si et seulement si (S,7*g) Dest.

2.2.2 Champs de vecteurs normaux, seconde forme fondamentale, convexité.

Soit ¥ une hypersurface immergée dans la variété riemannienne M. Le fibré T'S se plonge
isométriquement canoniquement dans ¢*T'M. On va appeler ce plongement 7,. C’est une
section de End(T'S,i*TM). On note TX I'image de T'S par ce plongement, et ’on définit
le fibré N¥ C +*TM par :

NY =T+

NY est un fibré de rang 1 muni d’une structure riemannienne canonique qu’il hérite de
i*TM. On définit localement Ny, € T'(S, NX), un champ de vecteurs normal en ¥ de
taille 1 qui est bien défini au signe pres. Ce choix fait, on définit Ils;, la seconde forme
fondamentale de ¥ qui est une section de End(T'S,TY.), par :

II5(X) = (i*V)x Nx

Comme TY. et T'S sont canoniquement isomorphes (I’isomorphisme étant i,) on peut
également considérer IIy; comme une section de End(7'S). Cette section est auto-adjointe
par rapport a la métrique sur S. On peut aussi considérer IIx, alors comme une forme
bilinéaire symétrique sur 7'S.

On dit que X est convexe en p € S si et seulement si I[Ixn(X,Y) est, soit définie positive
en p, soit définie négative en p. On dit alors que X est localement convexe si et seulement
si elle est convexe en chaque point. Par abus de notation, on dira alors que X est conveze.
Pour ¥ une hypersurface immergée convexe le fibré N3 est trivialisable. On choisit alors
N;S comme le champ qui engendre une deuxieme forme fondamentale définie positive.
On appelle N; le champ de vecteurs normal extérieur en ¥ et Ny = —N; le champ de
vecteurs normal intérieur en Y. En général, on ne s’intéresse qu’au champ de vecteurs
normal extérieur en Y. On supprime alors le signe + et on le note Ny quand il n’y a pas
d’ambiguité.

2.2.3 Courbure.

Pour ¥ une hypersurface immergée dans une variété riemannienne M, on définit ky, la

courbure gaussienne de X, par :
ks = Det(IIZ)
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Lorsque S est de dimension paire, ky est bien définie, alors que, lorsqu’elle est de dimension
impaire, ky est bien définie a un signe pres. Bien sir, quand Y est convexe, ky est définie
sans ambiguité.

2.2.4 Un peu de topologie.

Pour manipuler ces objets, on va avoir besoin de quelques résultats élémentaires topolo-
giques. Le lecteur interessé peut trouver leurs démonstrations dans ’annexe A. D’abord,
on a un résultat qui concerne la convergence des inverses d’'une suite de fonctions qui
converge :

Lemme 2.2.1

Soit Q& C R™. Soit (fn)nen, fo : & — R™ telles que chaque f; soit un homéomorphisme
sur son image et que (fn)nen tende vers fy localement uniformément dans Q lorsque n
tend vers linfini. Notons Q' I'image de Q par fo. Alors f;' tend vers fy ! Jocalement
uniformément dans €' lorsque n tend vers 'infini.

C’est-a-dire que, pour tout compact K dans Q', il existe N € N tel, que pour n > N,
Pensemble K soit contenu dans f,(Q) et que f; ' tende vers f; ' uniformément sur K
lorsque n tend vers l'infini.

Si, de plus, chaque f,, est C™ et si f, tend vers fy localement uniformément C™ dans (2,
alors ;7! tend vers fy ! Jocalement uniformément C™ dans §Q.

Ensuite, on a un résultat concernant l'injectivité :
Lemme 2.2.2

Soit © C R™ un ouvert dans R et soit (fn)nen : Q@ — R" telle que chaque f, soit
un homéomorphisme de Q sur f,(2). Supposons de plus qu’il existe fo : @ — R™ un
homéomorphisme local tel que f, — fo lorsque n — oo. Alors fy est injective.

Puis, on a une reciproque de celui-ci pour les fonctions C? :
Lemme 2.2.3

Soit @ C R™ un ouvert et soit (fn)nen, fo : U = R” telles que, f, tend vers fy localement
C? et que la fonction fy soit un difféfomorphisme sur son image. Soit K C €2 un compact.
Alors, il existe N > 0 tel que pour N > n, la restriction de f, a K soit injective.

Finalement, on a un résultat concernant les images d’une suite de fonctions :
Lemme 2.2.4

Soit © C R™ un ouvert dans R™ et soit (fp)nen : Q@ — R" telle que chaque f, soit
un homéomorphisme de Q sur f,(2). Supposons de plus qu’il existe fo : @ — R un
homéomorphisme local tel que f,, — fo lorsque n — co. Soit K C fo(£2) compact, alors, il
existe N € N tel que :

n>N= K C f,(Q)
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2.3 Le fibré unitaire d’une variété riemannienne.

2.3.1 Structures géométriques sur UM.

En emploie les notations de la section 1.3 du chapitre 1 (ces notations sont récapitulées
dans 'annexe C). Pour simplifier, on note H = HUM,V = VUM, W = WUM, etc. Soit
M une variété riemannienne. Pour k£ > 0 on note v = vk et 'on définit la métrique g
sur TT'M par :

g"({ X, Y} AX, Y} = (X, X) + V_2<Y7 Y)

Maintenant, on suppose que M est orientée et de dimension 3. Ceci nous permet d’identifier
canoniquement TM et TM A TM et de définir alors un produit vectoriel A sur TM. On
définit ensuite des structures complexes canoniques sur E¥ et sur EV, que I'on va noter
toutes les deux J, par :

JQ{X7O}q :{q/\X70}q

Jq{O,X}q = {an/\X}q

Posons j = i‘_,l otg. C’est I'isomorphisme canonique entre HTM et VI'M. Puisque
§(TH) =TV, cet isomorphisme-ci engendre un isomorphisme entre E¥ et EV qu’on note
également j. On obtient trivialement :

EH J EV
J J
EH J EV

On définit alors une structure complere J” sur W compatible avec la métrique ¢” par :

, (0 jlwlg
J" = (juJ 0 )

Pour simplifier la notation, on identifie E et EV par P’action de j et I’on note alors :
» 0 vlJ
Jh = (vJ 0 )

En composant avec la projection orthogonale de TUM sur W on peut étendre cette forme-
ci en une forme sur TUM.

On dit qu'un plan ¥ C W est k-compleze si et seulement s’il est stable sous 'action de
JY et l'on dit qu’il est positif si et seulement §’il existe A une matrice définie positive
telle que X soit le graphe de A au-dessus de H dans W = H @ V. C’est-a-dire que, pour
b)) g WN(p) :

Y ={{V,AV}|V e N(P)*}
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2.3.2 Courbes holomorphes, k-surfaces.

Soit M une variété riemannienne orientée de dimension 3 et soit ¥ = (.S, ¢) une hypersurface
immergée convexe de M. On définit ¥ = (5, 12), son relevé de Gauss par :

(5,2) = (S, Ng)

Pour £ > 0, on dit que ¥ est k-surface si et seulement si 3 est complete et la courbure
gaussienne de X vaut constamment k.

On dit que 3 est une courbe k-holomorphe si et seulement si son fibré tangent est partout
un plan k-complexe et 'on dit que X est une courbe positive si et seulement si son fibré
tangent est partout un plan positif.

Ces notions sont liées par le lemme suivant :
Lemme 2.3.1

Soit ¥ = (S, 1) une hypersurface immergée convexe de M, une variété riemannienne orientée
de dimension 3. Alors Y. est une k-surface si et seulement si . est une courbe k-holomorphe
positive complete.

Démonstration : Voir, par exemple, [32]. O
<&
2.4 Structures complexes des k-surfaces dans m3.

2.4.1 Définitions.

Soit H? I’espace hyperbolique 3 courbure constante —1. Soit s H? la frontiere & 'infini
de H3. Soit Exp : TH3 — H3 I’application exponentielle. Définissons 7 : UHP — 9o H3
par :

% .

= Lim E

n (u) Lim xp(tu)
On appelle 7 Uapplication de Gauss-Minkowski. Si I’on choisit un point p € H3, appli-
cation de Gauss-Minkowski restreinte a la fibre au-dessus de p nous donne une bijection
entre cette fibre et O,oH?. En identifiant alors ce dernier avec la fibre au-dessus de p,
on le munit d’une structure topologique homéomorphe a une sphere. Cette structure
topologique est bien définie indépendamment de p (c’est-d-dire que pour tout ¢ € H3,

—_1 =

I'application 7'~ o 7'y est un homéomorphisme). En fait, ceci reste vrai dans le cadre

plus général des variétés d’Hadamard.

Maintenant, identifions H? avec C x Rt et UH? avec H3? x X2 ou ¥2 C R3 est la spheére
de dimension 2. On va appeler ces identifications ¢ et 7 respectivement. Dans ce cas, les
géodesiques dans H® coincident avec des droites verticales et des demi-cercles contenus
dans des plans verticaux et centrés sur des points dans C. De plus, deux géodesiques sont
asymptotiques (c’est-a-dire qu’elles tendent vers le méme point a Uinfini) si et seulement
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si elles aboutissent au méme point dans C = CU {co}. On définit alors une identification,
foo, €ntre Do H3 et C. A l'aide d’un peu de géométrie Euclidienne, on montre que 7 o7~ 1
coincide avec p, la projection stéréographique, p, de X2 sur le plan. C’est-a-dire que, si
Ion définit p : H3 x ¥2? — C par :

Y

PN 2) = 2+

— 13 ("I;l7 -TZ)

alors, on obtient, pour tout p dans H3, le diagramme commutatif suivant :

—

UH® s Do H?
i oo
(C x RT) x %2 P C

On voit alors que, pour tout P € H3, la structure conforme engendrée sur d,,H® par
(W)p)_1 et par celle de la fibre UpH?® coincide avec celle engendrée par i, et par la
structure conforme sur C. Comme celle-ci ne dépend pas du point p choisi, on voit que

I'identification 7 p entre UpH? et d,oH? engendre une structure conforme sur ce dernier

qui est bien définie au sens ou elle est indépendante de p.

2.4.2 Les structures complexes.

On cherche maintenant a élucider la relation entre la structure conforme sur W et celle de
O0ssH? = C. Comme dans la section précédente, on va identifier H3 avec C x Rt et 'on
note i : H3 — C x Rt cette identification. Définissons ensuite P € H? par :

P=(0,1)

Par définition, ’application T% : TH® — T'(C x R*") est un isomorphisme. On obtient ainsi
une immersion T4 de UH? dans T(C x RT) ~ (Cx R*) x (C x R) et on va appeler I'image
de UH3 par T aussi UH3.

On définit N : (C x RT) — T(C x R*) par :
N(Z, y) - (Oa _y)(z,y)

et on voit que N est bien contenu dans UH®. En effet :

1
IVl = y_2||N||I2E =1

ou || - ||ms et || - ||z désignent les normes respectivement hyperbolique et euclidienne de
T(C x R"). Ensuite, on définit d;, un champ de vecteurs sur C x R*, par :

81 (Za y) = (17 0)(z,y)

82 (Za y) = (27 0)(z,y)



O4 - L10ODICIIEC A€ "lat€au 11yperoolque

Alors :
TN -0 = ((1,0),(0,0))(z.9),0,-))
TN -0 =((4,0),(0,0))((2,),00-))

Mais, pour tout %, si I’on note w la 2-forme de connexion de V, la dérivée covariante de
Levi-Civita de H3, on obtient :

w(aiaN)(z,y) = ai(za y)
= VaiN = 0;

Soit 7 : T(C x Rt) — C x R* la projection canonique, alors :

(W*ValN)N(z,y) = ((070)7 (170))N(z,y)
(ﬂ-*vt’:bN)N(z,y) = ((07 0)7 ('L, 0))N(z,y)

Comme :

(mv - TN - 9;)(2,y) = (7" Vo, N) N(zy)
On voit alors que le fibré horizontal de V est donné par :
Hpy(zy) = (((1,0), (=1,0)) N(z,y), ((3,0), (—3,0)) N(z,9))
Donc, pour tout Xp tel que Xp | Np :
{Xp, 0P} npy = (X, —X)N(p)

Soit maintenant 7 : UH® — 9, H® 'application de Gauss-Minkowski. Si l'on définit 3
comme dans la section précédente, on obtient :

. 1,
Wz (o n) = XTZ@(Z,,\))
et donc :
W(@(z,x)) =z+ X — 3 (w1, 22)

Maintenant, pour X € C, définissons Xp € TpH?® par :
XP = (X7 O)P
On a :

((0,1),(0,—1)) (0, X) n(p)
)o

DWN(P) {0, Xp}npy = DWW
(3X

et, en méme temps :

D7 nepy - {Xp, Otnipy = D7 ((0,1),0,-1))(X, = X) n(p)
(X —5X)o

= (%X)o

|
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On voit alors que la restriction de T sur W est conforme relativement 3 la structure
complexe J! définie plus haut, au sens ou :

Jl
Wiy ———Wn(p)
T n(p) T n(p)
T,C J T,C

Maintenant, on montre le résultat suivant :
Lemme 2.4.1

Soit ¥ C W un plan J”-complexe positif dans W. Alors, la restriction de T sur ¥ est

k-quasiconforme, ot k = v2.

Démonstration : Comme ¥ positif, et comme UH? possede un groupe transitif d’isométries,
on peut supposer qu’il existe A > 0 tel que X soit le sous-espace de Tnp)U H® engendré
par {1, A} et par J¥ {1, A}. Ensuite :

1
T Ny AL A wip) = 5(1 + Ao
Mais, en méme temps :

TW Ny - Ty AL M vy = TWN(P) AT\ iy
=i(v+v Ao

Or, comme A\ €]0,00[ et v €]0, 1], on obtient :

<1/+1/_1)\< _1
v —— < v
14+ A

On obtient alors le diagramme commutatif suivant :

In

o NP, ow»

T7 NP T NP

T,C QsJ T,C

O = (q Q‘l)

et ¢ €]y, v~ 1. On voit alors que la restriction de T 7 sur ¥ est k-quasiconforme, ol k = v
et le résultat en découle. (1

2
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2.4.3 Les applications quasiconformes.

Par la suite, on va avoir besoin du lemme classique suivant qui dit que, en ce qui nous
concerne, les fonctions k-quasiconformes ont exactement les mémes propriétés de compacité
que les fonctions conformes :

Lemme 2.4.2

Soit (fn)nen : D — D une suite d’homéomorphismes k-quasiconformes de D fixant lorigine.
Alors il existe un homéomorphisme k-quasiconforme fy : D — D tel que, aprés extraction
d’une sous-suite :

fn - fO
lorsque n tend vers l'infini.

Démonstration : On identifie D avec le demi-plan de Poincaré, HT™ et on rappelle que
cette identification envoie l'origine et 1 respectivement sur ¢ et 0. Soit n € N, et soit
prn € L°(HT) la dilatation complexe de f,. On étend p, en une fonction fi, € L>® (@)
telle que, pour tout z € H' :

fin(Z) = pin(2)

Soit maintenant g, : C—C quasi-conforme a dilatation complexe [, telle que g, fixe 0,
1 et l'infini. Définissons h,, par :

hn(Z) = gn(2)

On voit que h,, est quasiconforme avec la méme dilatation complexe que g,, et qu’elle fixe
également 0, 1 et I'infini. L’application g, o h,, ! est donc conforme et elle fixe, elle aussi,
les points 0, 1 et 'infini, d’ou :

gnoh !l =1d
= Ygn = hn

En particulier, g,, préserve R et donc, en le composant au besoin avec une application
conforme, on peut supposer qu’elle envoie Ht sur lui-méme et qu’elle fixe les points i et
0 et —¢ (sans forcément fixer maintenant le point 1). En composant avec l'identification
entre D et HT, on obtient une application quasiconforme fn C—>C qui envoie D sur lui
méme et qui fixe 'origine, le point 1 et 'infini. Comme fn et f, ont les mémes dilatations
complexes, on voit comme avant que f,, o f, ! est une application conforme du disque sur
lui-méme qui fixe l'origine et que c’est donc une rotation. Il en découle qu’il existe une
rotation p,, telle que :

pnofn:fn

Par le théoreme I7T -5 -1 de [36], la famille ( fn)neN est normale, et donc il existe une
sous-suite (fg,)nen qui converge uniformément sur tout compact vers une fonction limite
fo- Comme fy prend au moins 3 valeurs différentes (& savoir 0, 1 et oo) le théoreme I7-5-3
de [36] nous permet de conclure que la limite, f , est quasiconforme.

Or, comme le groupe des rotations de C (qui s’identifie & S') est compact, on peut supposer
qu’il existe une rotation p telle que (pg, )nen tende vers p lorsque n tend vers U'infini. Donc,



rrooieiie de riatead 11yperoolque - oJ

si 'on pose fo = po fo, on voit qu’il existe une sous-suite de (f,,)nen qui tend vers fq lorsque
n tend vers l'infini et le résultat en découle. [J

2.5 Le probleme de Plateau.

2.5.1 Définitions.

Dans [34], Labourie introduit la notion du probléme de Plateau. Selon cet article, un
probléeme de Plateau est la donnée (S, ), d’une surface topologique, S et d’un homéo-
morphisme local ¢ : S — 0, H?. Une solution du probleme de Plateau est la donnée d’une

immersion 7 : S — H3 telles que I’hypersurface immergée (S, %) soit une k-surface et que :
Woi=1¢

ou 7 est le relevé de Gauss de 3.

2.5.2 Espace de solutions.

Pour v une géodésique dans H?, on définit T, le tube autour de v dans UH3, par :

Ty = {ny@y € Uyy B2 [{nyry, Oy(t)) = 0}

On appele tube autour de v toute surface immergée complete dans UH? dont l'image
coincide avec T.,. Ensuite, on définit £ comme étant I'ensemble des relevés de Gauss de
k-surfaces pointées dans H® :

L= {(f),p)\E une k-surface dans H®, p € ﬁ}

et I'on définit £, comme étant ’ensemble de tubes pointés dans H® :
Lo = {(T, p)|T un tube autour d’une géodésique v dans H?,p € T}

Finalement, on définit £ comme étant la réunion de ces deux ensembles :
L=LULy

La raison de cette notation deviendra évidente par la suite. Suivant [34], on appelera
surfaces rideaux les membres de L.

2.5.3 Les propriétés de I’espace de solutions.

On aura besoin par la suite des théorémes suivants de [34]. D’abord, un théoréme nous
donnant l’existence des solutions :

Théoréme 2.5.1 [Labourie, 2000] L’existence de Solutions.

Soit S une surface et soit ¢ : S — O,cH® un homéomorphisme local. Soit Q un ouvert
relativement compact dans S. Alors, il existe une unique solution au probléme de Plateau

(2, 9).
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C’est le théoreme 7.3.2 de [34]. Ensuite, un théoréme qui décrit un peu ces solutions :
Théoréme 2.5.2 [Labourie, 2000] La Nature et I’Unicité des Solutions.

Il existe au plus une solution du probléme de Plateau. De plus, soit ¥ = (S, 1) une k-surface
dans H3 et soit ¥ = (S, 1) son relevé de Gauss. Notons ¢ = T o1 de telle sorte que i soit
la solution du probleme de Plateau (S, ¢). Soit Q un ouvert dans S. Alors, il existe une
solution au probléeme de Plateau (2, ¢) qui est un graphe au-dessus de ) dans le bout de
Y. C’est-a-dire qu’il existe f : Q@ — R telle que la solution soit (2, Exp(fNy)).

C’est le théoréme 7.2.1 de [34]. En particulier, si ¥’ = (£2, ') est le graphe de la fonction f
au-dessus d’un ouvert, €2, de S dans le bout de ¥ = (5,17) et p’ € 2, alors on appelle pied
de p’ I'unique point, p, de Q tel que i'(p') = Exp(fNx)(p)-

Finalement, pour avoir un théoréme de compacité, on utilise le résultat de article [32] de
Labourie qui se traduit dans le cas que nous étudions par :

Théoréme 2.5.3 [Labourie, 2000] La compacité.

Soit %, = (Sn,in) une suite de k-surfaces dans H3 et, pour tout n, soit 3, = (S,,,) le
relevé de Gauss de ¥,,. Pour tout n, soit p, € S, et supposons qu’il existe K C UH?
compact tel que :

in(pn) € K Vn

Alors, il existe (30,p0) € L = LU Lo telle que, aprés extraction d’une sous-suite :
(X0, Pn) = (X0, p0) lorsque n — oo

ou la convergence est au sens des sous-variétés immergées.

2.6 Le lemme de Schwarz.

2.6.1 Des lemmes de Schwarz.

Devenu classique, les différentes formes du lemme de Schwarz expriment la régularité ellip-
tique des équations de Cauchy-Riemann généralisées. En nous permettant, sous certaines
conditions, de majorer toutes les dérivées d’une fonction holomorphe, elles nous fournissent
des résultats de compacité pour certaines familles de telles fonctions.

Pour nos besoins, il suffit d’employer ce lemme dans le cas de la dimension 2. Ici, I’énoncé
est plus simple parce que, premierement, toute 2-forme sur une variété de dimension 2
est a-priori fermée, et, deuxiemement, la métrique sur un ouvert de R? est définie, & une
fonction positive pres, par la structure complexe sur cet ouvert. On obtient alors :

Lemme 2.6.1 Lemme de Schwarz.

Soit Q C R? un ouvert dans R? et soit (Jy,)nen, Jo des structures (presque) complexes sur
Q telles que J,, tende vers Jy localement C'*° sur €2 lorsque n tend vers I’infini.
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Soit K C Q compact et soit (fn)nen @ (D,0) — (2, p,) des applications pointées holo-
morphes relativement a (Jp,)nen et dont 'image est toujours contenue dans K. Alors, il
existe fo : (D,0) — (2, po) une application pointée holomorphe relativement a Jo (even-
tuellement constante) telle que, aprés extraction d’une sous-suite, f, tende vers fy locale-
ment uniformément C*° dans D lorsque n tend vers I’infini.

Un énoncé plus général de ce lemme, ainsi que sa démonstration, se trouve dans [47].
On va d’abord employer ce lemme pour obtenir le résultat suivant sur les représentations
conformes des surfaces difféomorphes a des disques dans R™ :

Lemme 2.6.2

Soit QO C R? un ouvert dans R? et soit D C Q un disque centré sur 0 tel que son adhérence
soit contenue dans Q. Soit (gn)nen des métriques sur ) telles que (gn)nen tende vers
go localement uniformément C*° lorsque n tend vers 'infini. Pour chaque n, soit J, la
structure presque complexe associée a g, et a Iorientation canonique sur R2.

Pour chaque n, soit f, : (D,0) — (D, 0, J,,) la représentation conforme. Alors, il existe des
rotations (Ry)nen de D telles que f,, o R, tende vers fy localement uniformément C*° sur
D lorsque n tend vers infini.

Ensuite, ce résultat nous permet d’obtenir une version du lemme de Schwarz pour de telles
variétés :

Corollaire 2.6.3

Avec les mémes hypothéses que dans le lemme précédent, soit (¢n)neny : D — D une
suite d’applications telle que, pour tout n, ’application ¢,, soit holomorphe relativement
a la structure complexe J, sur D. Alors, il existe ¢g : D — C holomorphe relativement
a la structure complexe Jy sur D telle que, aprés extraction d’une sous-suite, @, tende
localement C'*° vers g lorsque n tend vers I'infini.

Démonstration : Pour chaque n, posons «, = ¢, o f, o R,. Pour tout n, I’application «,,
est une application holomorphe envoyant D dans D. Le lemme de Schwarz classique nous
permet de voir alors qu’il existe ag : D — C holomorphe (éventuellement constante) telle
que, apres extraction d’une sous-suite, o, tende localement C°° vers ag lorsque n tend
vers 'infini. Par le lemme 2.2.1, la suite de fonctions (f, o R,)~! converge localement
C vers f, ! lorsque n tend vers I'infini. Comme ¢,, = ay o (fn 0 R,) ™Y, le résultat en
découle. [J

Un raisonnement analogue va nous permettre d’obtenir également une version du lemme
de Schwarz pour des boules suffisamment petites dans des surfaces :

Lemme 2.6.4

Soit 3, = (Sn, gn, Wn, Pn) des surfaces orientées pointées telles que ¥, tende vers ¥ lorsque
n tend vers 'infini. Soit J,, la structure complexe sur S,, engendrée par la métrique g,, et
Porientation w,. Soit R > 0 tel que le rayon d’injectivité de ¥y soit strictement plus grand
que R. Pour chaque n soit B,, la boule de rayon R dans ¥.,, autour de p,.
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Soit fn : (Bn,pn) — (D,0) des applications holomorphes pointées. Alors, il existe fq :
(Bo,po) — (D,0) une application holomorphe pointée (éventuellement constante) telle
que, aprés extraction d’une sous-suite, f, tende vers fy localement uniformément C°
lorsque n tend vers l'infini.

2.6.2 La démonstration des lemmes.

On reprend d’abord deux lemmes qui sont démontrés par Labourie dans [32]. Pour f : D —
S, une fonction définie sur le disque de Poincaré a valeurs dans une surface quelconque, on
définit f(0D) comme étant ’ensemble des points d’adhérence des suites (f(zy,))nen lorsque
z,, tend vers le bord du disque. D’abord, on obtient la proposition suivante :

Lemme 2.6.5

Avec les hypothéses du lemme 2.6.4, on suppose de plus qu’il existe ¢ > 0 tel que pour
tout n on ait :

dn (fn(OD), fn(0)) > €
Alors fy n’est pas constante.
Ensuite on a :
Lemme 2.6.6

Avec les hypothéses du lemme 2.6.4, Iensemble fy(OD) est contenu dans la limite de
Hausdorff des f,(0D).

Maintenant, on démontre le lemme 2.6.2 :

Démonstration du lemme 2.6.2 : On sait que (D, J,,), étant contenu dans un disque plus
grand, est hyperbolique pour tout n, et donc f,, existe pour tout n. Il existe un compact
K C Q tel que D soit toujours contenu dans K. Donc, par le lemme 2.6.1, il existe
une sous-suite (fx, )nen €t fo : (D,0) — (D,0,.Jy) une application holomorphe pointée
(eventuellement constante) telles que f tende vers fy localement uniformément C'* sur
D lorsque n tend vers l'infini.

On voit ensuite qu’il existe € > 0 tel que pour tout n :

dn(fn(aD)’fn(O)) Z €

Il en découle par le lemme 2.6.5 que fo n’est pas constante.
Maintenant, pour tout p € D il existe k¥ € N et des difféomorphismes ¢ : C — C et
¥ : R? — C tels que 1 o fo o ¢ soit définie dans Bo(0) et que ¢(0) = p et :

k

B5(0) 2 C
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Pour tout n définissons «,, par :
on =1o fr, 0

Soit || - ||o 1a norme Euclidienne sur C et soit i : S* — C le plongement canonique du cercle
de rayon 1 dans C. On voit que ||ag(z)]lo = 1 pour tout z dans S'. Comme o, — g
lorsque n tend vers l'infini, pour tout n grand :

| (2) — ao(2)]] < 1 vz e St

Il en découle que pour tout n grand, le lacet a,, o4 est homotope & ag o ¢ dans C\ {0}.
Comme chaque a,, est un diffémorphisme sur son image, on voit alors que k est égal a 1.
La fonction fy est donc partout un difféomorphisme local.

Par le lemme 2.2.2 la fonction f; est injective.

En appliquant le lemme 2.6.6, on voit que fy(0D) est contenu dans la limite de Hausdorff
des fi, (0D). Mais, comme chaque f, est un difféomorphisme, chacun des d,(0D) est
contenu dans 0D. Il en découle que fo(0D) C 9D. Ceci nous permet de déduire la
bijectivité de la fonction fy. En effet, en voit que fo(D) est un sous-ensemble fermé de D.
En méme temps, comme fj est une application holomorphe non-constante, et donc ouverte,
fo(D) doit étre un sous-ensemble ouvert de D. Comme cet ensemble est manifestement non
vide, et comme D est connexe, il en découle que f(0D) = D et que fy est donc surjective.

On voit alors que fo est une représentation conforme de (D, 0, Jy). Soit (R, )necn une suite
de rotations de D telle que :

D(fuoRn)(0)xId  Vn

On va supposer de plus que D f,(0) o< Id. Par 'unicité de la représentation conforme, on
voit que chaque sous-suite de (f, o Ry )nen possede une sous-sous-suite qui converge vers
fo- Il en découle que f, o R,, converge elle méme vers fy lorsque n tend vers 'infini. [J

Corollaire 2.6.7

Soit R > 0 et soit ¥, = (Sp, gn, wn, Pn) une suite de variétés pointées telle que ¥,, — ¥
lorsque n tend vers 'infini. Soit R > 0 tel que le rayon d’injectivité de ¥y autour de py soit
strictement supérieur a R. Soit f,, : (D,0) — (Br(pn),pn) des représentations conformes.
Alors, il existe des rotations (Ry)nen de D telles que f,, o R, tende vers fy localement
uniformément C'*° lorsque n tend vers l’infini.

Démonstration : Soit € > 0 tel que le rayon d’injectivité de g soit supérieur a R + 2e.
On peut supposer qu’il existe ¢, : ¥y — X telle que pour tout n la restriction de ¢, a
Bpy2:(po) soit un difféomorphisme et que ¢% g, tende vers go lorsque n tend vers 'infini.

Pour tout n, soit A,, € End(T},Sy) tel que :

Ay 03n,9n(0) = go(0)
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On peut supposer que A,, tend vers Id lorsque n tend vers ’'infini. Pour tout n suffisamment
grand, on définit Exp,, : An(Br+¢(0)) — So I'application exponentielle de T}, So sur So
par rapport a la métrique ¢} g,. Comme ¢y g, tend vers go localement uniformément C'*
sur Bryae(po), on voit que Exp,, o A, tend vers Exp, localement uniformément C'*° sur
Bpr+¢(0) dans T, Sp lorsque n tend vers I'infini.

Si 'on note Ef]xvpn Papplication exponentielle de (S, g,) autour de p,, on obtient le dia-
gramme commutatif suivant :

Exr
Brie(0) CTp, S ————22—+ Bpryi(pn) € Sn
AL oTy, 0 ¥n

xp,, 0Anp
Brie(0) C TpoSo — 22222+ Im(Bpre(po)) C So

Notons g, = (Exp,, © A,)*¢%gn et go = Expggo. On voit que g, tend vers go localement
uniformément C*° sur Bpr.(0) lorsque n tend vers l'infini. En particulier, pour n suff-
isamment grand, la métrique g, est non-degénérée dans un voisinage de la boule fermée
Bgr(0). De plus, par le lemme 2.2.3, pour n suffisamment grand, le rayon d’injectivité de
Y., est supérieur a R.

Pour tout n, soit f, la représentation conforme de (Br(0),0,d,). On voit que, pour n
suffisamment grand, la restriction de ¢, o Exp,, o A, sur Bg(0) est bien définie et est un
difféomorphisme sur son image. On obtient alors le diagramme commutatif suivant :

D I BR(pn) g Sn

In Pn

xp,, 0An
BR(0) C Ty So ——2=°%n . Tm(Br(po)) C So
Autrement dit :

(pno(EXpnoAn)ofn:fn Vn
Dans le cas ou n = 0, on obtient :
Expg o fo = fo

Le lemme précédent nous permet de voir qu'il existe des rotations (Ry)nen de D telles
que :

fno R ~ — fo lorsque n — oo
= (Exp,o0A,)o fnoR, — Expyo fo lorsque n — oo
= <Pn|1_3112+6(p0) ° fn — fo lorsque n — oo

et le résultat en découle. O
Corollaire 2.6.8

Avec les mémes hypothéses que dans le corollaire précédent, il existe des rotations (Ry,)nen
de D telles que (f, o R,)~! tend vers fy 1 Jocalement uniformément C* lorsque n tend
vers l'infini.
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Démonstration : Ceci découle directement du résultat précédent et du lemme 2.2.1. [
On obtient maintenant comme corollaire le lemme 2.6.4 :

Démonstration du lemme 2.6.4 : Par le lemme 2.2.3, pour n suffisament grand, on peut
supposer que R est strictement supérieur au rayon d’injectivité de X,, autour de p,,. Pour
tout n € N soit a,, : (D,0) — (Bp,pn) la représentation conforme. Notons g, = fi, o ay,.
On voit que chaque g, est une application holomorphe pointée envoyant (D,0) sur lui
méme. Il en découle par le lemme de Schwarz classique qu’il existe go : (ID,0) — (DD, 0)
une application holomorphe pointée (éventuellement constante) et une sous-suite (g, Jnen
telles que g, tende vers g¢ localement uniformément C'*° lorsque n tend vers 'infini.

Par le corollaire précédent, on peut supposer que ' tend vers ag ! localement uni-
formément C*° lorsque n tend vers 'infini. Or, pour tout n on a :

-1
fn:gnoan

et le résultat en découle. O
o
2.7 Un lemme de compacité.

2.7.1 La problématique.

Soit D le disque de Poincaré et soit (@n)nen, 9o : D — C des applications localement
conformes telles que ¢,, — ¢g localement uniformément (et donc localement C* pour tout
k) lorsque n tend vers I'infini.

On va supposer que, pour tout n > 0, il existe une solution j, (qui est unique par le
théoréeme 2.5.2) du probléeme de Plateau (D, ¢, ).

Soit j, le relevé de Gauss de j,. D’apres le lemme 2.4.1, pour tout n, la métrique 7*g*
est k-quasiconforme. Pour tout n, soit ay, : (D, 0, gguc) — (D, 0,7*¢g”) une représentation
conforme. L’application «, est, en fait, une application k-quasiconforme lisse du disque
de Poincaré sur lui-méme. Ensuite, par le lemme 2.4.2, il existe ag : (D,0) — (D, 0) une
application quasiconforme telle que, apres extraction d’une sous-suite, «, tende vers ag
localement uniformément lorsque n tend vers l'infini.

Pour tout n, posons i, = jn © an. Silon note 7 : UHR — 9, H3 & C I’application de
Gauss-Minkowski, on obtient le diagramme commutatif suivant :

D in UH3
Qp w
]D) Pn aoo H-?)

C’est-a-dire que (D, 7, ) est la solution du probléeme de Plateau (D, ¢, o, ). Notons S, =D
et ¥, = (Sn,in)-
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2.7.2 Le résultat de compacité.

On va montrer le lemme de compacité suivant :
Lemme 2.7.1
Soit z € D. Alors, I'ensemble {i,,(z)|n € N} est relativement compact dans H>.

Pour démontrer ceci, on va supposer le contraire et raisonner par ’absurde. On va tout
d’abord avoir besoin du résultat suivant :

Lemme 2.7.2

Soit (pn)nen € HB telle que p, tende vers p € Do H3. Soit zq € H3 un point quelconque et
so0it (Ayn)nen une suite d’automorphismes de H®. Pour chaque n, notons aussi A, I’action
de A,, sur O,.H® et supposons que :

An Pn =X Vn
Anp =p vn

Alors, il existe une sous-suite (Ag, Jnen telle que Ay, tend localement uniformément vers
une application constante dans le complémentaire de p dans 0., H?

Remarque : 1l est clair que chaque A,, est unique a une rotation autour de xq pres.

Démonstration : D’abord, on identifie H? et 0, H? avec le demi-espace positif dans R3 et
le plan horizontal plus l'infini respectivement :

H =~ {(z1,22,73) € R¥|z3 > 0}
O ~ R?U{oo}

On va de plus supposer que p = oo et que 2o = (0,0, 1). Pour chaque n notons :
Pn = Xp = (1, T2, T3)

Comme p, — p lorsque n tend vers l'infini, on voit que ||x,|| tend vers linfini lorsque n
tend vers 'infini. Notons A, = ||x,|| et définissons d’abord M,, par :
X

Myx = —
X )\n

On va noter également M,, Iaction de M,, sur 0,,H>. Ensuite, soit © un automorphisme
de H? qui envoie I’hemisphere de rayon 1 centré sur 'origine sur un demi-plan vertical et
qui préserve le point (0,0,1). On sait qu’il existe une rotation ¥,, autour de ’axe (0, o)
telle que (© - ¥,, - A,)x,, soit un point directement au-dessous de (0,0,1). Pour tout n,
soit uy, €]0,00[ tel que :

(@ Wy, - An)xn = (07 ,un)

Pour tout n définissons A,, par :

An(zA) = (2, 0)

fin
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Alors A,, envoie (© -V, - A,)x, en (0,0,1). Notons :
Npx=(0-9,)71A,(0-1,)

De la méme facon, on va noter également N,, I'action de N,, sur d,,H>. Maintenant, D,
le disque de rayon 1 autour de 0 dans le plan (c’est-a-dire 0,,H®), est préservée par ¥,,.
Ensuite, 'application ©® I'envoie sur un demi-plan qui est préservé par I'action de A,,. Il
en découle que la composée N,, envoie le disque, D, sur lui méme.

Soit R > 0 et soit N € N tel que pour n > N :
An > R

On voit que, pour n > N, l'ensemble M, (Bgr(0)) est contenu dans D et donc N, o
M,,(Bgr(0)) est contenu dans D. Comme, pour tout n, 'application N, o M, est une
isométrie, on voit que 'action de N,, o M,, sur O H® = C est conforme. Par le lemme de
Schwarz classique, on peut supposer alors que la restriction de N,, o M, sur Br(0) converge
localement uniformément C°° vers une application holomorphe a valeurs dans . Comme
R > 0 est arbitraire, on voit alors qu’on peut supposer que N,, o M,, converge localement
uniformément C'*° sur C vers une application holomorphe & valeurs dans D, qui, par le
principe de Liouville, doit étre constante.

On sait que, pour chaque n, il existe une rotation R, autour de zq telle que :
An = R,oN,oM,

Comme SO(3) est compact, on peut supposer qu’il existe une rotation Ry telle que R,
tende vers Ry lorsque n tend vers I'infini. Il en découle que la restriction de A,, & C converge
localement uniformément C*° vers une fonction constante, et le résultat en découle. []

Ensuite, le résultat suivant nous permet de mieux contréler 'emplacement de i, (z) pour
tout n :

Lemme 2.7.3

Soit z € D. Alors, il existe un voisinage 2 de g o ap(z) dans H? U H3 tel que, pour
tout n :

inoan(z) ¢ Q

Démonstration : Soient U C D et V,, C 0, H? = C des ouverts relativements compacts tels
que z € U, que 'application ¢g : U — V, soit un difféomorphisme et que V, soit un disque
autour de ¢g(z) dans C.

Soit V; un autre disque autour de ¢g(z) dans C strictement contenu dans V.. Puisque
©n — @o localement uniformément lorsque n tend vers l'infini, par le lemme 2.2.4, pour n
suffisamment grand :

Vo € on(U)
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Puisque ¢,, — g localement C? lorsque n tend vers l'infini, en restreignant au besoin U, le
lemme 2.2.3 nous permet de supposer que, pour tout n suffisamment grand, la restriction
de ¢, a U est un difféomorphisme sur son image. On voit alors que, pour n suffisamment
grand, il existe un ouvert U,, dans U tel que ¢,, envoie U,, difféomorphiquement sur V.

Comme a,, — g lorsque n — oo, pour n suffisamment grand, a,(z) € U. Ensuite, comme
©n © Qy — o © ap lorsque n — oo, pour n suffisamment grand ¢, o a,(z) € V;, et donc,
par Uinjectivité, a,,(z) € Uy,.

Pour tout n grand, le probleme de Plateau (Uy,, ¢,,) est équivalent (a reparamétrisation
prés) au probleme (Vi,i), ot i : V — C est Pimmersion canonique. La solution du
probleme de Plateau (V}, 7) est une hypersurface équidistante & une sous-variété totalement
géodésique complete dans I'espace hyperbolique. On voit alors qu’elle est la frontiere d’un
ouvert  dans H? U0, H? qui contient (¢g o ap)(2). Soit H une hémispheére centrée sur
(po © ap)(2z) contenue dans 2 et soit ' I'intérieur de H. On sait que pour tout p € ' et
q € 0508, 'unique géodésique reliant p & g doit rester & I'intérieur de H et, en particulier,
elle n’intersecte pas 0f).

Pour tout n grand, soit v, la géodésique dans H® partant de (7, o ay)(z). Le théoréme
2.5.2 nous dit que la frontiere de €2 est un graphe au-dessus de U,, dans le bout de ¥,,. Il en
découle que 1, traverse cette frontiere. Or, pour n suffisamment grand (p,o0ay,)(2) € 0
et donc (jn, o o, )(2) doit étre alors a Dextérieur de H.

On voit alors que (j, © a,)(z) ¢ Q' pour tout n assez grand, et le résultat en découle. OJ
On est maintenant en mesure de démontrer le lemme 2.7.1 :
Démonstration du lemme 2.7.1 : On va supposer le contraire et raisonner par I'absurde.

Notons ¢ = (¢g o ap)(2). Par la compacité, on peut supposer qu’il existe p € ., H> tel que
in(2z) — p lorsque n tend vers l'infini et par le lemme précédent, on sait que p # q.

Soit maintenant xy € H> un point quelconque. Ensuite, soit (A, ),cn une suite d’isométries
de H3 telle que :

Anin(pn) =20 Vn

A,p =p Vn

Ensuite, pour tout m, notons aussi A4, l’application engendrée par A, sur UH® et sur
O H? 22 C.

Notons k,, = A, o iy, et définissons X/, par :

E;L = (Shn, kn)
%! est I'unique solution du probléme de Plateau (Sy, Ay 0 ©p 0 ). Soit 3 = (S, ky) le
relevé de Gauss de X/,. Pour tout n, posons p, = z.

Comme {kn(py)|n € N} est relativement compact dans H2, le théoréme 2.5.3 nous permet
de supposer qu’il existe 34 = (So, ko, po) une surface immergée pointée dans UH? telle que
(X1, pn) tende vers (X, po) lorsque n tend vers infini.
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Soit p strictement inférieur au rayon d’injectivité de (Sp, l%; g”) autour de py. Le lemme 2.2.3
nous dit que, pour n suffisamment grand, p est strictement intérieur au rayon d’injectivité
de (Sp, k%g”) autour de p,. Pour tout n, soit u, : B,(p,) — D Papplication tautologique.
En particulier :

ﬂ'n(pn) =2z

On a le diagramme commutatif suivant :

(D, 0) Lo (SnsPn)
Qn ﬁ)ofcn
(D,0) —2n%en . 5 H3

Par le lemme 2.6.4, on peut supposer qu'il existe pg : B,(po) — D holomorphe (éventu-
ellement constante) telle que p,, tende vers pg lorsque n tend vers Uinfini.

Par le lemme 2.7.2 la suite A,, tend localement uniformément dans le complémentaire de p
dans O, H? vers une application constante. Donc A,, o ¢, tend localement uniformément
vers une application constante dans le complémentaire de ¢ ' ({p}) dans D. On voit ensuite
que A, o ¢, o a, tend localement uniformément vers une application constante dans le
complémentaire de (g o ap) " ({p}) dans D. Notons :

Q=D\ (g0 ) ({p})

Comme (¢, 0, )(z) = ¢ pour tout n, on voit que (pgoap)(z) = ¢ et, en particulier, z € Q.
Mais, comme p,(p,) = 2z pour tout n, on voit qu’il existe € > 0 tel que p,(Be(pn)) C Q
pour tout n. On voit alors que A,, o ¢, 0 ay, © i, tend uniformément vers une application
constante sur Be(pg). Or, pour tout n :

Ay 0 pp o0 iy = Wo]%"
En prenant les limites, on voit que 7 o ];J() est constante sur B.(0), ce qui est absurde, car
celle-ci est une application localement homéomorphe, et le résultat en découle. [1.

2.7.3 La précompacité.

Avant d’entamer la, démonstration du résultat de compacité, on va montrer le résultat
suivant concernant les rayons d’injectivité des relevés de Gauss de k-surfaces dans H® :

Lemme 2.7.4

11 existe py €]0,00][ tel que, pour tout S el =LULy le rayon d’injectivité de 3 soit
strictement supérieur a py.
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Démonstration : Supposons le contraire et raisonnons par ’absurde. Soit (f]n, Pn)nen € L
et (€n)nen €]0,00] telles €, | 0 lorsque n tend vers infini et que, pour tout n, le rayon
d’injectivité de 3, en p, soit inférieur & €,. Pour tout n, posons ¥, = (S,,i,). En
composant tout 2, avec une isométrie de H2, on peut supposer qu’il existe un compact
K CUHB tel que :

in(pn) € K Vn

Par le théoréme 253, il existe (207170) € Z = 'CUEOO tel que, aprés extraction d’une
sous-suite : A )
(X0, pn) — (X0, po) lorsque n — oo

Soit p strictement inférieur au rayon d’injectivité de $o en po. Par le lemme 2.2.3, pour n
suffisament grand, le rayon d’injectivité de ¥, en p,, est supérieur a p, et donc :

€n>p>0

ce qui est absurde, et le résultat en découle. [
On montre maintenant la précompacité de la famille de fonctions {i,|n € N} sur D :

Lemme 2.7.5

Il existe iy : D — UH?® une immersion telle que, aprés extraction d’une sous-suite, 7,, tende
vers 3y sur D localement C* pour tout k lorsque n tend vers linfini. De plus, 9" définit
une métrique compléte sur D.

Démonstration : Soit z € D. Pour tout n posons p,, = z. Pour tout n, soit ﬁ)n = (Sp, i) le
relevé de Gauss de X,, et munissons S,, de la métrique i g”. Par le lemme 2.7.1, 'ensemble
{i(pn)|n € N} est précompact dans UH?. Le théoréme 2.5.3 nous permet de supposer alors
qu’il existe ¥o = (So,1p, po) une surface immergée pointée dans UH? telle que (X, pn)
tende vers (f]o, po) lorsque n tend vers l'infini.

Soit pp comme dans le lemme précédent. Pour tout n, soit py, : By, (pn) — D l'application

tautologique. En particulier, pour tout n :

pin(Pn) = 2z

De plus, pour tout n, application u, est injective et donc conforme.

Par le lemme 2.6.4, il existe po : By, (po) — D holomorphe (éventuellement constante) telle
que, apres extraction d’une sous-suite, j,, tende vers uo localement C* pour tout k lorsque
n tend vers I'infini. Notons U = po(B,,(po))-

Or, comme dans la démonstration du lemme précédent :

= A
PoOoQpO Uy = M 01

et, en particulier, pg est localement conforme (c’est-a-dire que c’est partout un homéo-
morphisme local). Par le lemme 2.2.2; I'application po est injective et donc conforme.
Puisque py,(pn) = z pour tout n, on sait que po(po) = z et donc U est un voisinage de z.
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Par le lemme 2.2.1 la suite d’applications p,! converge localement C* pour tout k vers
Ho ! Jorsque n tend vers U'infini. Par conséquent :

- ~ -1 _ -1
Iy =1 O 1, — 1O U

localement C* pour tout k dans U lorsque n tend vers l'infini. Puisque z € D arbitraire,
en prennant au besoin encore une sous-suite, on montre qu’il existe 3o : D — UH3 une
immersion telle que i, — 2y localement C* pour tout k sur D.

La boule de rayon po/2 autour de z dans U relativement & la métrique (i o pg *)*g" est
complete. Puisque la réstriction de iy & U coincide avec ij o pg ! 1a boule de rayon py /2
autour de z dans D relativement a la métrique 259" est complete. Puisque z € D est
arbitraire, la métrique i3g” est complete sur D, et le résultat en découle. [

En fait, puisque la surface immergée 3o est complete, on obtient le résultat suivant :
Corollaire 2.7.6

Il existe ig : D — H? telle que iy soit le relevé de Gauss de iy. De plus, iy est la solution
de probleme de Plateau g o ay.

Démonstration : Puisque $o est complete, elle est dans £ = LU L. Ensuite, puisque
elle est hyperbolique, et tout les éléments de L., sont paraboliques, elle est le relevé de
Gauss d’une k-surface Yo = (So, i), et le premier résultat en découle. Ensuite, si 'on note
7 UH? — doH? lapplication de Gauss-Minkowski, alors, pour tout n :

Qpnoanzﬁoin

En prenant des limites, on obtient :

Yooy = T o

Et le résultat en découle. [
Ensuite, on pose jo = ip 0 g ! et ’on obtient le résultat suivant :
Corollaire 2.7.7

L’application jo est la solution de probléme de Plateau @y et la suite (jp)nen converge vers
jo localement C* pour tout k lorsque n tend vers I'infini.

Démonstration : On sait que «,, tend vers ag localement C° lorsque n tend vers l'infini.
Si I'on note 7 : UH? — 9. H? lapplication de Gauss-Minkowski, alors pour tout n (y
compris n = 0) :

©On O Qy = oy

Pour tout n, 'application ¢, est partout localement inversible, et donc, par abus de
14

notation, on obtient :
Qn = ;1o W oi,



JO - L 10DLCIHIC A€ Irlat€au 11yperoolque

En particulier, o est lisse, et (a,)nen tend vers ag localement C* pour tout k lorsque n
tend vers linfini. Le lemme 2.2.1 nous informe alors que a;;! converge vers g - localement
C* pour tout k lorsque n tend vers I'infini. Or, pour tout n :

. . -1
Jn = tn 00y

et il en découle que j, tend vers jo localement C* pour tout k lorsque n tend vers I'infini.
Enfin, si I’on note jj le relevé de Gauss de jg, alors :

A -1

Jo=17¢©° O{O

En particulier, la métrique jjg” est complete, et :
Wojo=Moigoay’ =gy

et on voit alors que jj est la solution du probleme de Plateau ¢ et le résultat en découle. U

(o4
2.8 Les résultats principaux.

2.8.1 L’existence et la continuité.

Tout d’abord, on obtient le théoreme d’existence :
Théoréme 2.1.1

Soit ¢ : D — C localement holomorphe. Alors, pour tout k €]0,1] il existe une unique
solution iy : D — H® du probléme de Plateau (D, ).

Démonstration : Soit (t,)nen €]0, 1] telle que t,, T 1 lorsque n tend vers 'infini et posons :

()On(z) = QO(th)

0 =@
Par le théoreme 2.5.1 et le théoreme 2.5.2, pour tout n # 0 il existe une unique solution
Jn du probleme de Plateau (D, ¢, ). Ensuite, par le lemme 2.7.5 et le corollaire 2.7.7 il
existe un solution jy du probléeme de Plateau (D, ¢, ). Enfin, d’apres le théoréme 2.5.2,
cette solution est unique. [

Ensuite, on obtient le théoreme de continuité :
Théoréeme 2.1.2

Soit k €]0,1[ et soit (¢p)nen, o : D — C localement holomorphes. Ensuite, soit
(in)nen, 0 : D — H® telles que, pour tout k, I’application i soit I'unique solution du
probléme de Plateau (D, @,,).

Supposons que (¢n)nen tend vers @q localement uniformément (et donc localement Cck
pour tout k) lorsque n tend vers Dinfini. Alors (i,)nen tend vers iy localement C* pour
tout k lorsque n tend vers I’infini.

Démonstration : Ceci découle directement du corollaire 2.7.7 et 'unicité des solutions du
probléeme de Plateau. [
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2.8.2 Un homéomorphisme.

Notons Conf(D, C) I’espace des applications localement conformes de D dans C muni de
la topologie de la convergence localement uniforme. Ensuite, on note My (D) espace
d’immersions i : D — H? telles que :

(i) la surface immergée 3 = (D, ) soit une k-surface,

(i) si Pon note 7 : UH? — 9,oH3 = C Dapplication de Gauss-Minkowski, alors :
7 oi e Conf(D,C)

¢’est-d-dire que la fonction 7 o est localement holomorphe sur D.

Cette seconde condition n’est pas aussi contraignante qu’elle en a ’air. En effet, soit ¥ =
(S, 7) une k-surface non-degénérée telle que S soit simplement connexe et soit 3= (S, 1) son
relevé de Gauss. La métrique g” sur UM engendre une métrique 2*g* sur S. On dit alors
que la surface immergée est de type hyperbolique si et seulement si la variété riemannienne
(S,i*g") est conformément équivalente & . On obtient alors le résultat suivant :

Lemme 2.8.1

Soit 33 = (S,4) une k-surface et soit 3= (S,17) son relevé de Gauss. Supposons que S est
simplement connexe et que Y. est de type hyperbolique. Alors, il existe un difféomorphisme
a:D — S tel que :

W oioa e Conf(D,C)

Démonstration : Soit p : D — S la représentation conforme de (S,7*g"”). Par le lemme
2.4.1, application ¢ o p est k-quasiconforme. Il existe alors une application quasiconforme
o : D — D telle que I'application ¢’ = ¢ o p o o’ soit conforme. En particulier, ¢’ est
lisse et, puisque ¢ est partout un homéomorphisme local, on obtient, avec un léger abus

de notation :

1

poa'=¢ oy

Il en découle que 'application p o o’ est lisse. On pose alors o = po o’ et le résultat en
découle. [J

On voit alors que toute k-surface simplement connexe hyperbolique a une paramétrisation
dans My (D).

Ensuite, on remarque que s’il existe 4,7’ € Mg(D) et o : D — D telles que :
i =ioq

Alors a est conforme, et donc :
a € PSL(2,R)

Donc Mg (D)/PSL(2,R) s’identifie avec 'espace des k-surfaces hyperboliques simplement
connexes dans H3.
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On munit My (D) de la topologie de convergence localement C* pour tout k. Ensuite, on
définit la fonction :
P : Conf(D, C) — My (D)

comme étant celle que associe a chaque ¢ € Conf(D, C) 'unique solution ¢ au probléme de
Plateau (D, ¢). Les résultats de ce chapitre sont résumés dans le lemme suivant :

Lemme 2.8.2
La fonction P est un homéomorphisme.

Démonstration : Par le théoréme 2.1.1, la fonction P est bien définie, et, par 'unicité des
solutions du probleme de Plateau, elle est injective. Soit i € My(D) et soit 7 son relevé de
Gauss. Notons 7 l'application de Gauss-Minkowski. Par la définition de M (D) :

¢ = 7 oi € Conf(D,C)
Il en découle que 7 est 'unique solution de probleme de Plateau (D, ¢) et la surjectivité de

P en découle.

Ensuite, le théoreme 2.1.2 nous dit que P est continue. Par le le lemme 2.1.3 son inverse
est aussi continue. Le résultat en découle. [J

On a ainsi décrit la structure de ’espace des modules de k-surfaces non-degénérées de type
hyperbolique dans H3.



k-surfaces a points

3.1 Présentation.

ANS la suite des idées du chapitre précédent, on va étudier des espaces de modules

provenant des surfaces de Riemann compactes & points marqués. Il est trivial de
montrer qu’il n’existe pas de k-surface compacte dans H3. En effet, une telle surface serait
tangente intérieurement a une sphére en au moins un point, ce qui est absurde par le
principe de maximum géométrique (voir [34]). On va travailler alors avec des surfaces
non-compactes ayant des propriétés asymptotiques qu’on va préciser ci-dessous.

Le résultat clé de ce chapitre est le théoréme suivant :
Théoréme 3.1.1

Soit S une surface et soit ¢ : S — C un difféomorphisme local. Soit i : S — UH® une
immersion telle que (S, 1) soit I'unique solution du probléme de Plateau (S, ¢).

Soit K C S un compact et soit ) une composante connexe de S \ K. Soit ¢ un point
de la frontiére de ¢($2) qui n’est pas dans 'image de QN K. Soit (pn)nen € S telle que
©(pn) — q lorsque n tend vers 'infini. Alors i(py,) tend vers q lorsque n tend vers 'infini.

101
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Ce résultat nous permet d’étudier le comportement des k-surfaces prés des singularités
isolées. D’abord, pour I' € H? une géodésique dans H3, on définit Nr I'ensemble des
vecteurs normaux 3 I' dans UH?® par :

Nr = {n, e UR*|p €T, n, L T,T'}

Nr est biholomorphe & R x S, ot S! est le cercle de rayon 1 dans C. Si72: R x S* — Nr
est une représentation conforme, on voit que 7 est unique a translations horizontales et
verticales prés. En particulier, si pg € Np, il existe une unique biholomorphie ¢ : (R x
S1,0) — (Nr, po). Ensuite, pour n > 1, définissons 7, : R x S — R x S! par :

Tn(t, €9) = (nt, ™)
Pour tout n, 'application 7, est localement conforme. Maintenant, pour tout k£, on note
i, = 107, et Pon définit la surface immergée T, C UH® par :
T = (R x St i)
On propose la définition suivante :
Définition 3.1.2
On appelle Ty un tube d’ordre n autour de I'.

Maintenant, on définit les surfaces asymptotiquement tubulaires d’ordre fini. Heuristique-
ment, si le point py est une singularité de la surface immergée X, et si A € N, alors X est
asymptotiquement tubulaire d’ordre A en pg si et seulement si, dans un voisinage de pg,
le relevé de Gauss 3 de la surface ¥ coincide avec un graphe au-dessus d’un demi-tube
d’ordre A, qui tend vers zéro lorsqu’on s’approche de py. Formellement, on a :

Définition 3.1.3

Soit S une surface et soit P C S un sous-ensemble discret de S. Soit i : S\ P — H? une
immersion telle que la surface immergée Y. = (S \ P, i) soit une k-surface. Soit i le relevé

de Gauss de i. Posons 3. = (S \ P, ).
Soit A € N. Pour py € P, on dit que Y est asymptotiquement tubulaire d’ordre A\ en p,
s’il existe :

e un voisinage Q de pg dans S tel que PNQ = {po},

e un tube T\ = (R x 81, 7)) d’ordre n dans UH?,

e 0 € I'(J0,00[x S, T NN,) une section lisse de T NNr au dessus de ]0,00[xS* ou
NNr est le fibré normal & Ny dans TUH?, et

e un difféomorphisme « :]0,00[xS* — Q\ {po},
tels que :

e ioa=Expoo ot Exp: TUH? — UH? est I’application exponentielle de UH?, et

(o]

. lorsque t tend vers I'infini.

e o(t,e") tende vers zéro dans la topologie

On dit ensuite que Y. est asymptotiquement tubulaire d’ordre fini en py € P si et seulement
s’il existe A € N tel que Y. soit asymptotiquement tubulaire d’ordre A en pgy, et I'on dit que
Y. est asymptotiquement tubulaire d’ordre fini si et seulement si elle est asymptotiquement
tubulaire d’ordre fini en py pour tout py € P.
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On obtient alors le résultat suivant :
Théoréme 3.1.4

Soit S une surface de Riemann et soit P C S un sous-ensemble discret tel que S \ P soit
de type hyperbolique. Soit ¢ : S — C localement conforme dans S \ P. Soit i 'unique
solution du probléme de Plateau (S \ P, ). Soit py € P et supposons que ¢ a un point
critique d’ordre k en py. Alors ¥ = (S'\ P, ) est asymptotiquement tubulaire d’ordre k en
Po-

Il faut noter que les points critiques d’ordre 1 sont admis, bien que ce ne soient pas
vraiment des points critiques au sens strict du terme. On obtient ensuite une réciproque
de ce résultat :

Théoreme 3.1.5

Soit S une surface et soit P C S un sous-ensemble discret. Soit i : S\ P — H? une
immersion telle que ¥ = (S\ P, 1) soit une k-surface. Soit i le relevé de Gauss de i. Notons
o=Toiou W : UH — 0 ,H3 = C est application de Gauss-Minkowski. Enfin, notons
‘H la structure holomorphe sur S \ P engendrée par ¢.

Soit py € P et supposons que Y. est asymptotiquement tubulaire d’ordre A en pg. Alors,
il existe un unique structure holomorphe H sur (S'\ P)U{po} et une unique application
@ : (S\P)U{po} — C telles que H et ¢ prolongent respectivement H et . De plus, ¢ a
un point critique d’ordre A en py.

Ces deux résultats nous permettent alors d’étudier des espaces de modules de k-surfaces
asymptotiquement tubulaires d’ordre fini en termes de revétements ramifiés de surfaces de
Riemann dans C.

<&
3.2 Le comportement a Pinfini.

3.2.1 Le résultat clé.
Avant tout, on va montrer le théoréme suivant :
Théoréme 3.1.1

Soit S une surface et soit ¢ : S — C un difféomorphisme local. Soit i : S — UH® une
immersion telle que (S, 1) soit I'unique solution du probléme de Plateau (S, ¢).

Soit K C S un compact et soit () une composante connexe de S \ K. Soit ¢ un point
de la frontiére de ¢(2) qui n’est pas dans image de QN K. Soit (pn)nen € S telle que
©(pn) — q lorsque n tend vers 'infini. Alors i(p,) tend vers q lorsque n tend vers I'infini.

Démonstration : On va supposer le contraire et raisonner par 'absurde. Notons i le relevé
de Gauss de i. On identifie H® avec Cx]0,00[ et puis on identifie doH® avec C. En
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appliquant au besoin une isométrie de H3, on identifie ¢ avec l'infini. Pour tout n, notons
Gn = ¢(pn)- Ensuite, soit (2, Ay )nen une suite telle que, pour tout n :

i(pn) = (20, An)

Comme i(p,) ne tend pas vers U'infini, on peut supposer qu’il existe R > 0 tel que, pour
tout n :
|2ns Anl| < R Vn

Définissons maintenant (A, ),en, une suite d’isométries de H® par :
1
An(z,A) = — (2 — zn, A) Vn
An

On voit en particulier que :
An(zn, An) = (1,0) Vn

On va noter également A,, automorphisme de o H® = C engendré par A,. Pour tout
n:

14n(@)ll > 5 (laall — B)

En particulier, comme ¢, tend vers I'infini lorsque n tend vers l'infini, la suite de points
Ap(gn) tend également vers I'infini lorsque n tend vers linfini. Pour tout n, définissons
in:S — UH? par :

in=A,01

Ensuite, pour tout n notons i, le relevé de Gauss de i,. Puisque i,(p,) = (0,1), par
le théoréme 2.5.3, il existe (Sp,%,po) une surface immergée dans UH® (éventuellement
un tube) telle que (S, i,, pn)nen tende vers cette surface lorsque n tend vers Uinfini. En
particulier, si I'on note 7 : UH? — d.,UH3 ’application de Gauss-Minkowski, alors :

(%> © 20)(1)0) = len—)oo(%) © in)(pn)
= Limy, 00 (An © QO) (pn)
= Lim,, 0 45 (Qn)
=00

Pour € €]0, 00[, pour p € S un point quelconque, et pour g une métrique sur S, on note
B.(p; 9) la boule de rayon € dans S autour de p relativement a la métrique g. Munissons S
d’abord de la métrique 7*g”. Comme la surface (S, i*g") est compleéte, pour tout € €]0, oof,
il existe N € N tel que, pour n > N :

Be(pn;i*g”) C Q
En effet, sinon, puisque les boules sont connexes, on peut supposer que, pour tout n :

Be(pn;1*g")NK # 0
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et il en découle que la suite (pn)nen est contenue dans la boule de rayon e autour du
compact K, qui est elle-méme compacte. On peut supposer alors qu'il existe ph € Q tel
que p, — pg lorsque n tend vers l'infini. Par continuité, ¢ = ¢(p}) et donc il est, ou bien
dans I'image de €2, ou bien dans I'image de I'intersection de 'adhérence de €2 avec K, ce
qui contredit les hypotheses sur q.

Maintenant, pour tout n, définissons la métrique g,, sur S par :
gn = ling” =T Ang”

Pour tout n, comme A,, est une isométrie, la métrique g,, coincide avec g. Pour tout n,
notons :

Bn = Be(pna gn)

Pour tout n, on peut supposer que B, C 2 et donc, en particulier, que co ¢ ¢(By).
Puisque A,, préserve oo, on obtient :

00 ¢ (An 0 9)(Bn) = (T ©in)(Bn)

Ensuite, en choisissant € suffisamment petit, on peut supposer que la restriction de 7 o g
a By = Bc(po, go) est un homéomorphisme sur son image. Donc, par le lemme 2.2.3, on
peut supposer également que, pour tout n, ’application (W 0 1y) est un homéomorphisme
sur son image. Le lemme 2.2.4 nous permet de voir alors que I'infini n’est pas dans I'image
de By sous laction de 7 o, ce qui aboutit & la contradiction recherchée et le résultat en

découle. O

Remarque : En fait, il n’est pas strictement nécessaire de montrer que la restriction de
T oi, & By est un homéomorphisme pour tout n suffisamment grand. On emploie ce
résultat ici afin de pouvoir utiliser le lemme 2.2.4 tel qu’il a été énoncé. Sinon, une autre
variante du méme lemme aurait suffit.

(o
3.3 La géométrie du probleme (p*,z+ 2).

3.3.1 Résumé des propriétés géométriques de la solution.

Dans la section suivante, on va montrer le théoreme 3.1.4. D’abord, il faut étudier le
probléeme (D, z — z), qui va servir comme modele pour le cas général.

Identifions H3 avec Cx]0, 00| et doH? avec C. Ensuite, notons :
D*={z€ (|0 < |z| <1}

et définissons ¢ : D* — C par :
p(2) = 2
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Comme D* est hyperbolique, le théoréme 2.1.1 nous montre qu’il existe une unique solution
du probleme de Plateau (D*, ). Soit i : D* — H® cette solution et soit 7 son relevé de
Gauss. La surface immergée (D*, ) va servir comme modele pour le cas général, et on va
donc étudier dans cette section ses propriétés géométriques.

D’abord, pour avoir une meilleure idée de la forme de 3, on va montrer le résultat suivant :
Lemme 3.3.1

Il existe f : D* —]0,00] qui ne dépend que de r = |z| telle que X soit le graphe de f
au-dessus de D*. De plus :
f(r) — 0 lorsque r — 0,1

On va démontrer ce résultat dans la section 3.3.2. Ensuite, notons A la métrique sur H?
et notons g = ¢*h. Par 'unicité des solutions du probleme de Plateau, la métrique g est
invariante relativement aux rotations et aux réflexions de D*. Dans la section 3.3.3, on
montrera le résultat suivant concernant g :

Lemme 3.3.2

La variété (D, g) est compléte. De plus :

9(0g,09) — 0 lorsque 1 — 0

Bp(re®®) = [t — reO],_
Remarque : Pour r €]0, 1] définissons la courbe ¢, :]0, 27— D* par :
cr(0) = re®

Ensuite, notons Long(c,, g) la longueur de ¢, relativement & g. Par la symétrie de g, on

obtient : on
LOIlg(CT.,g) = fo V 9(89389)d9
=27 V g(aea 89)

Il en découle que g(dg,0g) — 0 lorsque 7 — 0 si et seulement si Long(c,,g) — 0 lorsque
r — 0.

Ensuite, on pose T = i(S) I'image de 7 dans H®. Soit T I'adhérence de T dans H® U 0H3.
On va montrer le résultat suivant :

Lemme 3.3.3

Soit K un compact dans H®. Soit (p,)neny € H® telle que p, — (0,0) € O ,H> lorsque
n — o0o. Soit (Ap)nen une suite d’isométries de H® telle que, pour tout n :

Anpn € K



£-5Uriaces a polists - 1U{

Notons Ty, = A, T. Alors, il existe Ty C H? U0 H? qui est soit I’adhérence dans H? U 0H3
d’une géodésique dans H®, soit un point de OH, tel que, aprés extraction d’une sous-suite,
T,, tende vers Ty au sens de Hausdorff lorsque n tend vers 'infini.

Ensuite, notons F(),oo Iadhérence de la géodésique dans H® reliant 0 a I'infini et pour tout
n, définissons I',, par :

Fn = AnFO,oo
Alors, I';, converge aussi vers Ty au sens de Hausdorff lorsque n tend vers I'infini.

Remarque : Pour X un espace métrisable compact, on rappelle que la topologie de con-
vergence de Hausdorff ne dépend pas de la métrique choisie sur X.

3.3.2 Un graphe au-dessus de D*.

Par la symétrie (relativement aux réflexions et aux rotations) et par 'unicité des solutions
au probleme de Plateau, il existe des fonctions 7; :]0, 1[— R et i3 :]0, 1[—]0, oo telles que :

i(re®) = (i (r)e’, iz(r))
Le théoreme 3.1.1 nous permet d’obtenir le résultat suivant :

Lemme 3.3.4

Soit S une surface et soit ¢ : S — C un difféomorphisme local. Soit i : S — UH® une
immersion telle que (S, 1) soit I'unique solution du probléme de Plateau (S, ¢).

Soit q dans la frontiére de ¢(S) et soit (pn)nen € S telle que ¢(p,) — q lorsque n tend
vers l'infini. Alors i(py,) tend vers q lorsque n tend vers 'infini.

Démonstration : On prend K = () dans le théoréme 3.1.1. [J
On déduit maintenant certaines propriétés de i, et de iy :

Lemme 3.3.5
i1(r) = 0 lorsque r — 0
i1(r) =» 1  lorsque r — 1
ia(r) = 0 lorsque r — 0,1

Démonstration : En effet, par le résultat précédent, i(z) — (0,0) lorsque z — 0 et, pour
tout 0 € [0, 27], i(z) converge vers (¢?, 0) lorsque z tend vers e?. Le résultat en découle. [J
Ensuite, on montre le résultat suivant :

Lemme 3.3.6

La fonction i1 est strictement croissante.
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Démonstration : Puisque ¢ est lisse, la fonction #; ’est aussi. Ensuite, on rappelle que
I'intersection d’une surface strictement convexe avec une géodésique est une réunion de
points isolés. De plus, dans I'identification canonique de H® avec Cx]0, oo[, les droites
verticales sont des géodésiques. Donc, puisque ¥ est une surface de révolution strictement
convexe, les points critiques de #; sont soit des maxima locaux stricts, soit des minima
locaux stricts. En particulier, ils sont isolés. On note 7 : UHP — 04 ]HI3 l’apphcatlon de
Gauss-Minkowski. On identifie o, H? avec C et pour ¢ €]0, 1[, on voit que 7 oi(t) € R C C.
En utilisant de nouveau la convexité stricte de X (voir la figure 3.3.1), on montre que, si
t €]0,1[ est un maximum local de i, alors :

W oi(t) > iy(t)

é e

W oi(t) i1(t) t

Figure 3.3.1

De méme, si t €]0, 1] est un minimum local de i, alors :

o i(t) < (1)
Puisque 7 0#(t) =t €]0, 1] et comme i1 (t) — 0 et i1 (¢) — 1 lorsque ¢ tend respectivement
vers 0 et vers 1, la fonction 4; prend ses valeurs dans U'intervalle [0, 1]. En effet, sinon, par
compacité il existe to €]0, 1] tel que, ou bien i1(tg) < 0 et #y est un minimum de 41, ou
bien i1 (tgp) > 1 et ¢y est un maximum de 4;. Dans le premier cas, on aurait :

tO = (W 9 i)(t()) < ’il(to) <0

ce qui est absurde. Donc ce cas-ci n’est pas possible. Or, pour les mémes raisons, le
deuxieéme cas n’est pas possible non plus, et ’on obtient ainsi une contradiction.

Ensuite, supposons que ¢y €]0, 1] est un maximum local strict de i;. Puisque i1 (tg) < 1,

et puisque 71 (t) — 1 lorsque r — 1, il existe un minimum local t; de i; dans |tg, 1] tel que
’il(tl) < ’il(to). Mais :

t1 = H) o i(tl) < ’il(tl)

< il(to) < W o
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ce qui est absurde. Donc, il n’existe pas de maximum local strict de i; dans ]0,1[. Pour
les mémes raisons, il n’existe pas de minimum local strict de i; dans |0, 1[ et donc i; n’a
pas de point critique dans ]0, 1] et le résultat en découle. OJ

On obtient ainsi le lemme 3.3.1 :

Démonstration du lemme 3.3.1 : Par le lemme précédent, ’application #; est strictement
croissante et donc inversible. Définissons « : D* — D* par :

are?®) = iTt(r)et
Ensuite, définissons f : D* —]0, oo par :

F(re®) = ia (i (r))
L’application a est un homéomorphisme de D* et :

(ioa)(re?®) =iy (r)e) .
= (i1 (iy ' (r)e®, ia(iy ' (1))
= (re¥, f(re'?))

La surface X est alors le graphe de f au-dessus de D*. Ensuite, par définition, f ne dépend
que de 7, et, par le lemme 3.3.5 :

f(r) — 0 lorsque r — 0,1
et le résultat en découle. O

3.3.3 Les propriétés de i*g.

Maintenant, pour tout 6 € [0, 27|, définissons Dy par :

B
2

et soit ig telle que la surface immergée Y9 = (Dy, ig) soit I'unique solution du probléme de
Plateau (Dg, z — z). On sait que Xy est une surface & distance constante de ’hémispheére
de rayon R/2 centrée sur e*®/2.Soit Qg l'ouvert qui est l'extérieur de cette surface et
posons :

R eiG
2

z —

DQZ{ZE(C‘

Q= U
6€[0,27]

Alors, on a le résultat suivant :
Lemme 3.3.7

La surface ¥ est contenue dans “€y.



11U - K-5Urlaces a poliLs

Démonstration : Soit 6 € [0, 27| et, pour ¢ €]0, 1[ définissons D, g par :

< tR
2
Ensuite, soit i ¢ telle que la surface immergée ¥, g = (D g, 9:,9) soit la solution du probleme

de Plateau (D;g,z — z) a courbure gaussienne constante égale & (1 —¢) +tk > k. La
famille (3¢,6):e)0,1[ est un feuilletage de Q.

ReiG
2

Dt,gz{ZEC\‘w—

Comme 0, % = 0D*, il existe € €]0, 1] tel que, pour ¢ < € :
Et,& N =10
ol l'on prend I’adhérence dans H3 U 0,,H3. Maintenant, posons :
to=Sup {t|S;oNEg =0 Vs €]0,t[}

Supposons que ty < 1. Par la compacité de X et de itmg, et comme le feuilletage est
continu, on a :

i:‘,0,9 nxy # 0
Ensuite : R
Ooo Xty .0 =0D 9 CC
Do X =D CC

= 8002%,9(18002 =0

= Etmg nx # 0

Soit pg € X4, 6 N X R et notons Ext(3,, ¢) 'extérieur de 3, ¢. Alors :

EXt(Eto’g) =
= YN EXt(EtO,g)

Uo<t<to 2t,6

0

Il en découle que X est tangent intérieurement a X ¢ en po, ce qui est absurde par le
principe géométrique de maximum (voir [34]), car la courbure gaussienne de X, o est

strictement supérieure a celle de 3. On obtient alors la contradiction recherchée et donc
to=1,dou :

3 C Yy
Puisque 6 € [0, 27] est arbitraire, le résultat en découle. [J
On obtient alors le résultat suivant sur les comportements de 7 et de f :
Corollaire 3.3.8
Il existe B €0, 00| tel que :

LimSup 20 < B

ro0 da(r)
En particulier :

r
LimSup — < B
r—0 P f(r)
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Démonstration : Puisque f(r) = (i 047 ')(r) et comme 41(0) = 0 ces deux résultats sont
équivalents. Maintenant, soit f’ : Dy —]0, 0o telle que ¥ soit le graphe de f’ au-dessus
de Dgy. Par le résultat précédent :

f=f
Mais il existe B €]0, oo] tel que :

.
LimSup —— < B
oot f1(r)

et le résultat en découle. O

Soit T' C H? la géodésique reliant 0 & I'infini. On sait qu’il existe § :]0, oo[—]0, oo| croissante
telle que : _
d((re, 1), T) = 6(r/)

Le résultat précédent nous dit alors qu’il existe B’ €]0, oo tel que :

LimSup §(i(z)) < B

z—0

Le résultat suivant nous permet de raffiner cette estimée :
Lemme 3.3.9
Limd(i(z)) =0

2—0
Démonstration : Soit (pp)nen € D* telle que p, — 0 et que :

6(i(pn)) — LimSup 6(i(z))

z2—0

Soit (2n, An)nen € H3 telle que, pour tout n :

(2n; An) = i(Pn)

Définissons A,, : H3 — H? par :

A2, 2) = )\i(z, A)

n

En particulier :
(An © i)(pn) = An(zna )\n)
= (f\_za 1)

Puisque LimSup,, .. |2n/An| < B, il existe K C H® compact tel que, pour tout n :
(Ap0i)(pn) € K

Pour tout n, notons i,, = A,, o et soit i,, le relevé de Gauss de i,,. Par le théoréme 2.5.3, il
existe une surface immergée pointée (Xo,po) = (So, %0, po) éventuellement tubulaire, telle

A

que (X5, pn) tende vers (Xo,pg) lorsque n — oo.
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Maintenant, posons :

T =limsupd(i(z))
z—0
Soit n €]0, co[. 1l existe € €]0, 00| tel que, pour 0 < |z| <€ :
d(i(2)) < T+

Ensuite, pour g une métrique sur D* et pour p € D* et R €]0, oo[ posons :

Br(p,g9) = {q € D*|dy(p, q) < R}

ou d, est la métrique (c’est-a-dire la fonction distance) engendrée sur D* par g. Pour tout
n, puisque A,, est une isométrie, on a :

A 2 ~k UV

an =149
= BR(pnai:Lgy) = BR(pnai*gy)

Ensuite, pour R fixé, puisque (D*,7*¢g”) est complete, si 'on pose :
D ={zeD*||z] <€}
alors il existe N € N tel que, pour tout n > N :
Br(pn,1*g9") C D¢
Donc, pour n > N

Br(pn,59") C Dt
= Sup{d(in(q))|q € Br(Pn,i9")} < T+1

Donc, en prenant la limite, on obtient :
Sup {0(i0(q))g € Br(po,i59”)} < T+

Puisque 7, R €]0, oo| sont arbitraires, on obtient :

Sup {4(40(q))|g € So} <7

En méme temps, par définition, on sait que :
d(in(pn)) — B lorsque n — oo

et donc :
d(io(po)) = 7

Supposons que 3, n’est pas un tube. Alors, c’est le relevé de Gauss d’une k-surface
Yo = (S,i0). La surface ¥y est tangente intérieurement en py a la surface §—1(B). Or,
la courbure gaussienne de celle-ci est supérieure a 1 (voir [34]) et donc, par le principe
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géométrique du maximum (voir [34]) on obtient une contradiction. II en découle que g
est un tube autour d’une géodésique A. Mais, pour tout p € A :

5(p) <7
et donc A reste & distance bornée de I'. Il en découle qu’elles coincident, et donc :
d(p)=0 Vpe A
et, en particulier :
_l = (5(i0(p0)) =0
et le résultat en découle. []

En particulier, on obtient :

Corollaire 3.3.10

. i1(7‘)_ . r
LU NS Skl )

=0

On démontre maintenant le lemme 3.3.2 :

Démonstration du lemme 3.3.2 : Par le théoréme 3.1.1, 'immersion ¢ est propre, et donc
la métrique g = i*h est complete. Ensuite, pour r €]0, 1] posons :

cr :]0, 2m[— D*; 0 > e

Alors : ) ‘ .
(ioc)(0) = (i1(r)e”, iz(r))
= Long(ioc¢,) = 2%2283
= lim,_,oLong,(ioc.) =0

Mais, pour tout r :
Longy, (i o ¢,) = Long,(cy)

et le résultat en découle. O

3.3.4 La convergence de Hausdorft.

Avant d’entamer la démonstration du lemme 3.3.3, on rappelle le lemme suivant concernant
la convergence au sens de Hausdorff :

Lemme 3.3.11

Soit (X, d) un espace métrique compact. Soit (Y, )nen, Yo C X des sous-ensembles tels que
Y., tende vers Yy au sens de Hausdorff lorsque n tend vers I'infini. Ensuite, soit (o, )nen, o
des homéomorphismes de X tels que «,, tend vers oy dans la topologie compact-ouverte
(c’est-a-dire la topologie de convergence uniforme) lorsque n tend vers I'infini. Alors o, (Yy)
tend vers ay(Yy) au sens de Hausdorff lorsque n tend vers l'infini.



11 - K-5Ul'ldaCes a POLILS
Une preuve de ce lemme se trouve dans 'annexe A. On est maintenant en mesure de
démontrer le lemme 3.3.3 :

Démonstration du lemme 3.3.3 : Soit (pp)nen € H® telle que p, — 0 lorsque n — oo.
Ensuite, pour tout n notons :

DPn = (wn; )\n)

Définissons ensuite M,, : H3 — H? par :

M, (z,\) = —(z,A)

1
An
Pour R €]0, oo| définissons Br C H? U 0, H? par :

Bp = {(z,)\) € C x [0, 00[| [2]> + A2 > R2} U {oo}
Ensuite, pour r €]0, oo[ définissons C,, C H? U o H> par :

C, = {(z, A) € C x [0,00]| |2]? < 7"2)\2} U{oo}

Ensuite, on définit le champignon Chg, C H? Ud,H? par :
Chgr, = B, UC,
Les champignons Chpg, convergent vers f()’oo au sens de Hausdorff lorsque R — oo et

r — 0.

Maintenant, supposons qu'il existe B €]0, o] tel que, pour tout n :

Wr,

<B
An

Alors, il existe un compact L C H? tel que, pour tout n :
M,p, € L

Par le corollaire 3.3.10, en prenant au besoin une sous-suite, on peut supposer qu’il existe
(Rp)nen, (Tn)nen €]0, 00[ telles que R, /A, — oo et r,, — 0 lorsque n tend vers l'infini et
que, pour tout n :

T C Chp

et donc : B
M, T C Chg,/»

nsTn

Il en découle que M,, T converge vers FO,oo au sens de Hausdorff lorsque n tend vers ’'infini.
Ensuite, pour tout n, posons B, = A, M, *. Pour tout n :

B, (M,p,) € K
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Mais, comme L et K sont compacts, la famille d’isométries de H® qui envoient un point
de L dans un point de K est compacte. Donc, en prenant au besoin encore une sous-suite,
on peut supposer qu’il existe By tel que B,, tende vers By lorsque n tend vers l'infini. Il
en découle par le lemme 3.3.11 que A,T = B,M,T et AnfO,oo = BnFO,oo tendent vers
Aol au sens de Hausdorff lorsque n tend vers 'infini.

Maintenant, on suppose qu’il n’existe pas de tel B. Donc, en prenant au besoin une
sous-suite, on peut supposer que p, = |w,/A,| — oo lorsque n tend vers linfini. Par
le corollaire 3.3.10, en prenant au besoin une sous-suite, on peut supposer qu’il existe
(Rp)neN, (Tn)nen; (Kn)nen €]0, 00| telles que Ry, /A, — 00, K,, — 00 et r, — oc lorsque n
tend vers l'infini, que R,,/\, > K, p, pour tout n, et que, pour tout n :

T  CChg,p,
= M,T gChRn/A

nsTn

Pour tout n, on définit maintenant N,, par :

Np(z,A) = (z — —, )
An
Alors, pour n suffisamment grand :
NnChRm/Anyrn g Bpn/2

Et donc, pour n suffisamment grand :
NnMnTna NnMnFO,oo - Bpn/2

Puisque B,,, /> tend vers {oo} au sens de Hausdorfff lorsque n tend vers I'infini, on voit
que N, M,,T,, et NnMnfo,OO convergent, eux aussi, vers {oo} au sens de Hausdorff lorsque
n tend vers l'infini. Finalement, en posant B, = A,(N,M,)!, et en suivant le méme
raisonnement qu’avant, on voit que, en prenant au besoin une sous-suite, il existe py €
0o H? tel que A,,T,, et Anfo,oo tendent vers {pg} au sens de Hausdorff lorsque n tend vers
Iinfini, et le résultat en découle. [

O
3.4 Des revétements ramifiés.

3.4.1 L’emplacement de i(p) prés des points de ramification.

Dans cette section, on démontre le théoreme 3.1.4. On se donne S une surface de Riemann
et P C S un sous-ensemble discret. Maintenant, soit ¢ : § — C une application holo-
morphe localement conforme sur S\ P. Ensuite, soit i : S\ P — H3 telle que la surface
immergée ¥ = (S \ P, i) soit 'unique solution du probleme de Plateau (S\ P, ¢). Soit i le
relevé de Gauss de i et posons 3 = (S\ P,7). Soit pp € P un point de ramification de S.
Enfin, notons I'g o la géodésique dans H? reliant 0 & V'infini.
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D’abord, on rappelle le résultat suivant, qui décrit les revétements ramifiés pres des points
de ramification :

Lemme 3.4.1

Supposons que ¢(py) = 0. Alors, il existe une carte (f,Q2,D) de S autour de py, A €]0, 0]

et k € N tels que :
Q

D 2> Az"

Maintenant, en utilisant le théoreme 3.1.1, on obtient le résultat suivant :
Lemme 3.4.2

Soit pg € P et soit (pn)nen € S\ P une suite telle que p,, tende vers pgy lorsque n tend vers
Pinfini. Alors i(p,,) tend vers ¢(pg) dans H2 U0, H® lorsque n tend vers Iinfini.

Démonstration : Par le lemme 3.4.1, en composant au besoin avec une isométrie de H®, on
peut supposer qu’il existe (f, U, 2D), une carte de S autour de p et k£ € N tels que :

U

A

D 2z C

On pose alors K = f~1({|z| = 1}) et @ = f71({0 < |2] < 1}) et le résultat en découle par
le théoreme 3.1.1. UJ

3.4.2 Les tubes autour des géodésiques.

D’abord, on va controler la géométrie de X pres de py. On suppose maintenant que
©(po) = 0. Soit (pn)nen € S\ P telle que p,, tende vers py lorsque n tend vers I'infini. Soit
(Wn, An)nen € H telle que, pour tout n :

i(Pn) = (Wn, An)

Définissons (A, )nen € Isom(H?) telle que, pour tout n :

|~

Ap(w,A) = —(w, A)

>

n

Maintenant, pour tout n définissons %,, par :

in = Ant
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et soit 7, le relevé de Gauss de i,. Posons ¥,, = (S'\ P, i,) et S, = (S\P,in).
Dans cette section, on va montrer le résultat suivant :

Lemme 3.4.3

A

Apreés extraction d’une sous-suite, in,(p,) tend vers (0,1) et (X,,pn) tend vers un tube
autour de I'g o, lorsque n tend vers I'infini.

Par le lemme 3.4.1, en appliquant au besoin une isométrie de H?, on peut trouver un carte
(z,U,D) de S autour de pg et k € N tels que :

U

Pour tout k définissons ¢ : D* — C par :

Ensuite, définissons ji : D* — C telle que la surface immergée X, = (D*, jk) soit 'unique
solution du probléme de Plateau (D*, o). Notons Tz = ji(D*) I'image de jx dans H>. Si
I'on note T = 7y, on sait que T, = T pour tout k. Enfin, soit T 1’adhérence de T dans
H3 U O, H3. Par le théoréme 2.5.2, la surface immergée Y5, est un graphe au-dessus de
U\ {po} dans le bout de X.

Maintenant, on rappelle le résultat technique suivant sur la convergence de Hausdorff :
Lemme 3.4.4

Soit (X, d) un espace métrique compact. Ensuite soit (A, )nen, Ao C X et (Bp)nen, Bo C
X des compacts tel que A, et B,, tendent respectivement vers Ag et By au sens de Hausdorff
lorsque n tend vers 'infini. Supposons ensuite que, pour tout n :

A,NB, #0

Alors :
AgN By # 0

On démontre ce résultat dans 'annexe A. On montre maintenant le lemme 3.4.3 :

Démonstration du lemme 3.4.3 : Pour tout n, définissons M,, € Isom(H3) par :

M, (w, ) = (w _ %A)
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En particulier, M, (i,(pn)) = (0,1) pour tout n. Ensuite, posons j, = My, o iy, et soit j,
le relevé de Gauss de j,. Notons ¥/, = (S \ P,jn) et 3/ = (S\ P, jn). Par le théoreme
2.5.3, en prenant au besoin une sous-suite, on peut supposer qu’il existe 26 = (S0, J0),
éventuellement tubulaire, et pg € Sy tels que (f];wpn) tende vers (ig, Do) au sens des
surfaces immergées lorsque n tend vers U'infini.

Maintenant, pour tout n, notons :
T, = M,A,T

Par le lemme 3.3.3, en prenant au besoin encore une sous-suite, on peut supposer qu’il
existe Ty C H? UO,H? qui est soit 'adhérence dans H® U0, H? d’une géodésique dans
H?3, soit un point dans 0., H3, tel que T,, — T au sens de Hausdorff lorsque n tend vers
I'infini. En méme temps, on sait que Mnfom tend vers T au sens de Hausdorff lorsque
n tend vers l'infini.

Maintenant, soit go € Sp et soit R €]0,00[ tel que g9 € Br(po). Ensuite, soit (¢n)nen tel
que, pour tout n :
an € BR(pn) C (S\Paj:;gy)

et que ¢, tende vers go lorsque n tend vers 'infini. Comme la surface (S \ P, j%g¥) est
complete, pour n suffisamment grand :

BR(pn) - U \ {pO}

Et donc, en particulier, ¢, € U \ {po} pour n suffisamment grand. Ensuite, notons Exp :
TH3 — H3 Papplication exponentielle, et pour tout n définissons X,, par :

Xn = EXp(jn(Qn)[Oa OOD - H U 800H3

Alors, la suite d’ensembles (X,,)nen converge au sens de Hausdorff vers Exp(jo(qo)[0, o0])
lorsque n tend vers Uinfini. Or, puisque Yx, est un graphe au-dessus de U \ {po}, pour tout
n,ona :

X, NT, #0

et le lemme 3.4.4 précédent nous permet de dire que :

Exp(J0(g0)[0, 00]) N T # 0

Maintenant, supposons que 2() n’est pas un tube. Alors, il existe une immersion jg :
So — H? telle que jo soit le relevé de Gauss de jo. La surface immergée X)) = (S, jo)
est partout localement strictement convexe. Soit V un ouvert dans Sy tel que la surface
(V, jo) soit une sous-variété plongée dans H® qui borde un convexe. Ensuite, définissons
E:V x[0,00[=H3 et E : V — O,H? par :

E(p,t) = Exp(tjo(p))
Ex(p) = Exp(+o0jo(p))
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Notons W = (U x [0,00[). On sait que £ est un difféomorphisme de V' x [0, oo[ sur W.
Ensuite, on note m; : V X [0,00[— V la projection sur la premiére coordonnée, et 1'on
définit 7 : W — V par :

r=mo& !

En particulier, lapplication 7 est lisse. Ensuite, on sait que, si 'on note Wy, = Ex(F),
alors £, est un homéomorphisme de V sur W,.

Maintenant, supposons que To_est un point ¢y de OH?. Alors, pour tout ¢ € V,
Pintersection Exp(jo(q)[0,00]) NTy est non-vide, et donc :

Eo(q) = {to}

ce qui est absurde, car £y est un homéomorphisme. Il en découle que T, doit étre
ladhérence dans H® U0y H® d’une géodésique dans H2. Soit v : R — H3 une para-
métrisation de cette géodésique. Soit (I,)nen des intervalleles disjoints dans R tels que :

TR®OW = U ()

Pour chaque n, ’application 7 o 7y est lisse sur I,,, et il en découle que :

Bl U (o) (1)) = 0

ou p est la mesure sur V' engendrée par la métrique j75¢”. En méme temps, si 'on note
v(£o0) le bord & l'infini de I'image de +y, alors, puisque € est un homéomorphisme,
I'ensemble £!(y(4+00)) est un ensemble de points isolés et est donc, lui aussi, de mesure
zéro. Il en découle que, pour presque tout g € V :

Exp(jo(4)[0, 00]) N'To = 0

Ce qui est absurde. Il en découle que 536 ne peut pas étre le relevé de Gauss d’une k-surface,
et donc c’est un tube autour d’une géodésique dans H3. Notons I' cette géodésique. Un
raisonnement analogue nous permet de conclure que Ty =1T.

Maintenant, pour tout n, on sait que M, I'¢ o est 'unique géodésique reliant —wy, /A, a
I'infini. Donc, comme MnfO,oo tend vers Ty = I au sens de Hausdorff lorsque n tend vers
I'infini, et comme T passe par (0,1), on en déduit que T est I'unique géodésique verticale
passant par (0,1) et donc :

=Ty

Ensuite, on en déduit que —w, /A, tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, et le premier
résultat en découle. Maintenant, les applications M,, tendent vers 'identité lorsque n tend
vers linfini, et il en découle que les immersions 7,, = M, ! o j,, convergent vers jp lorsque
n tend vers linfini. C’est-a-dire que (%, p,) tend vers (Xf,po), qui est un tube autour
de 'y o0, au sens des sous-variétés immergées lorsque n tend vers 'infini et le deuxieme
résultat en découle. [
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3.4.3 Les tubes d’ordre fini autour des géodésiques.

Le résultat précédent nous informe que iy, (p,) = Ap(wp, Ay) converge vers (0, 1) lorsque n
tend vers I'infini, et donc, en particulier :

|7 0 i(py)| — 1 lorsque n — 0o
Pour tout n, soit n,, 0, € R tels que :
o i(pn) = (1 + ﬂn)ew"

On définit maintenant la suite (B, )nen d’isométries de H? telle que, pour tout n :
—(e7¥2,))

Et 'on voit que, pour tout n :
— e dBa —
B, o (A, 09)(pn) = Bpo W oi(p,) =1

De plus, B,, o A, 0i,(py) tend vers (0, 1) lorsque n tend vers l'infini et B,, o A,, préserve
I'0,00- Afin de simplifier le raisonnement par la suite, on remplace provisoirement tout A,
par B, o A,.

Maintenant, pour tout n, on note ¢, = A, o . Ensuite, pour tout n, soit r, €]0,1] et

0, € R tels que :
z2(pp) = rpetfn

1

Pour tout n, notons D,, la boule de rayon r, " autour de 0 dans C et définissons la carte

(2zn, U, Dy,) autour de py dans S par :

Pour tout n, comme z, difféere de z par une rotation composée avec une dilatation et
comme ¢, differe de ¢ également par une rotation composée avec une dilatation, et comme
©n(pn) = 1, dans U on obtient :

k
Pn = 2y
On est maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant :

Lemme 3.4.5

A

Apres extraction d’une sous-suite, ¥,, tend vers un tube d’ordre k autour de I'y o lorsque
n tend vers 'infini.
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Démonstration : Notons Ny o le fibré unitaire normal a I'g . Si’on note o I’application
de Gauss-Minkowski, on sait que celle-ci engendre un difféomorphisme entre Ny o et C*.
Soit My oo 1 C — Np,oo l'inverse de cette application et définissons la métrique tubulaire
90,00 sur C* par :
90,00 = 7I'3,009 v

En particulier, la métrique go o, est invariante sous laction des isométries de H? qui
préserve I'p . Ensuite, notons m; la projection orthogonale sur Ny o, définie dans un
voisinage tubulaire autour de cette surface-ci dans UHS.

Puisque la suite ZAln converge vers un tube autour de I'gp o, pour tout R et pour tout
p€eN:
der r(T1 ©@p,in) — 0 lorsque n — 0o

ou dgr r dénote la distance entre deux applications dans la norme C? dans une boule de

rayon R autour de p, dans (S,i;¢"). En composant avec W, on obtient :

dov r(W 01 0iip, W 01iy,) — 0 lorsque n — oo
et donc, en composant avec Ty o, on obtient :
der (T 1 0, To,00 © ) — 0 lorsque n — oo

En composant le premier et le dernier résultat qu’on vient d’obtenir, et en appliquant
I'inégalité triangulaire, on obtient :

der R(in, To,00 © o) — 0 lorsque n — oo
En particulier, on obtient :
~k UV *
ling” — @1 g0.00llcr,r — 0 lorsque n — oo

Définissons ¢q : C* — C* par :

po(z) = 2
et notons 7: C* — UHP la solution du probléeme de Plateau (C*, ), c’est-a-dire I'immer-
sion holomorphe de C* dans UH? qui est un tube qui tourne & fois autour de I'y o et qui
satisfait :

o j(z) =2

On a :

i(2) = mo,00(2")
Pour tout n, notons w, = 2z, . Soit Ry > 0. Notons Bg, (1) la boule de rayon R; autour
de 1 dans (C*, j*g¥). Pour n suffisamment grand, Bg, (1) est contenu dans D,, et donc la
restriction de w,, & Bg, (1) est un difféomorphisme sur son image. Pour g une métrique sur

S, pour R €]0, 00| et pour p un point dans S, notons B%(p; g) la boule de rayon R dans S
autour de p relativement a la métrique g. Pour tout n :

B3, (Pn; ¥}90,00) = 25 - (Br, (1))
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Puisque @} g” converge vers ¢ go « lorsque n tend vers I'infini, il existe Ry €]0, 00| tel que,

pour n suffisamment grand :
S Lk S Lk U
Bg, (Pn; ¥n90,00) € Br, (Pn;ing"”)
et donc :
wa(Br, (1)) C B, (pni 19")

Donc, en prenant toujours compte du fait que 2,
vers I’'infini, on obtient :

g" converge vers ¢y go oo lorsque n tend

der R(n © Wn, T0,00 © P © wy) — 0 lorsque n — oo

Or :
j:ﬂ'O,ooOQOnown
et il en découle que :
der r(in 0wy, j) — 0 lorsque n — oo

On vient de montrer que Y, converge vers la sous-variété immergée (C*, j, 1) au sens des
sous-variétés immergées lorsque n tend vers 'infini, et le résultat en découle. [

On obtient comme corollaire le résultat suivant :
Théoréme 3.1.4

Soit S une surface de Riemann et soit P C S un sous-ensemble discret tel que S \ P soit
de type hyperbolique. Soit ¢ : S — C localement conforme dans S \ P. Soit i 'unique
solution du probléme de Plateau (S \ P, ). Soit pg € P et supposons que ¢ a un point
critique d’ordre k en py. Alors ¥ = (S\ P, i) est asymptotiquement tubulaire d’ordre k en
Po-

Démonstration : Notons Ny o le fibré unitaire normal & I'y o, et notons 7 la projection
orthogonale sur Ny o, définie dans un voisinage tubulaire de Ny, dans UH?. Notons
NNj o le fibré normal & Ny o, dans TUM. Soit € €]0, oo tel que la restriction de Exp a
B(0) € NNy, soit un difféomorphisme sur son image. Posons :

Q = Exp(B.(0))

L’ensemble € est invariant sous l'action des isométries de H? qui préserve I'g o. Main-
tenant, notons F le feuilletage de Np o, en cercles provenant de sa structure de fibré en
cercles.

Pour (pp,)nen € S\ P telle que p,, — pp, on note d’abord, pour tout n :

7’( n) = (wn7)\n)

Ensuite, on définit A,, € Isom(H?) par :

An(z, ) = 3(5 )

n
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Puis, on pose i, = A, o7 et 'on a noté i,, le relevé de Gauss de 4,,. Par le lemme 3.4.5,
toute sous-suite de X,, = (S \ P, s, pn) contient une sous-sous-suite qui converge vers un
tube autour de I'g o lorsque n tend vers l'infini. En particulier, pour n assez grand :

7271 (BR(pn)) C Q

= (BR( n)) C Q

De plus, pour n assez grand (7 oiy,)*F définit un feuilletage en cercles d’un voisinage de
Pn €t donc (7, o%)*F définit, elle aussi, le méme feuilletage en cercles d’un voisinage de
Pn- De plus, si 'on note €2,, ce voisinage, la restriction de 7, o7 a {2,, est un revétement a
k nappes sur son image.

Puisque (pn)nen est arbitraire, il existe un voisinage connexe U de py dans S tel que :

WU\ {po}) € Q

et, pour tout p € U \ {po} il existe un voisinage V de p dans U \ {po} tel que (w o i)*F
définit un feuilletage en cercles de V. Par connexité, (r o ¢)*F définit un feuilletage en
cercles de U \ {po}-

Il existe alors v : R — H® une paramétrisation de T'g o telle que :

(m102)(U) =7~ (7(]0, 0[))

Notons 7 : Ny oo — I'g,00 la projection canonique. De plus (7 o %) est un revétement a k
nappes sur son image.

Enfin, si Pon note € : B.(0) — Q la restriction de Exp a B.(0) et si ’on pose :
c=E1oi

alors o est une section de (7, 02)* NNy o et (U, i) est le graphe de o au-dessus de U.
Le résultat précédent nous permet de déduire en plus les propriétés asymptotiques de o et
le résultat en découle. [J

<

3.5 Les surfaces asymptotiquement tubulaires d’ordre
fini.

3.5.1 Quelques résultats sur les anneaux.

Finalement, dans cette section, on va montrer le théoreme 3.1.5. On se donne S une surface
et P un ensemble discret dans S. Soit maintenant i : S\ P — H3 une immersion telle que
la surface immergée ¥ = (S \ P, ¢) soit une k-surface. Soit py € P et supposons que ¥ est
asymptotiquement tubulaire d’ordre fini en pg. Notons 7 le relevé de Gauss de ¢ et notons
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T UH? — 9. H? lapplication de Gauss-Minkowski. Ensuite, notons Y= 7 o7. Comme
¢ est un homéomorphisme local, il engendre une structure complexe sur S\ P. On va
montrer qu’on peut prolonger cette structure uniquement en une structure complexe sur
(S\ P)U{po}. Avant d’entamer ’étude de ce probleéme, il nous faut quelques résultats
techniques sur les modules des anneaux.

On appelle anneau une surface de Riemann A dont le groupe fondamental est isomorphe
a Z. 1l est classique qu’un anneau est biholomorphe, soit a C*, soit a ID*, soit a :

Ar ={z|]1 < |z| < R}

pour R €]1,00[. Soit I la famille des courbes librement homotopes au générateur de my(A).
Pour g une métrique riemannienne conforme sur A, on note :

Ly(I) = Inf Long,(7)

ot Long () est la longueur de la courbe « par rapport & g. On définit Mod(A), le module
de A par :

Mod(A4) = N SI(J.B 1 Ly(T)
ireg =
g conforme

ol Airey(A) est aire de A relativement a g. Par construction Mod(A) ne dépend que de
la classe de biholomorphie de A. On a :

Lemme 3.5.1
Pour tout R €]0,00] :

MOd(AR) - A / ﬁ?m

Mod(S'x]0, R) =,/%

Démonstration : Soit g une métrique conforme sur Ap d’aire 1. Soit A : Ar —]0, oo[ telle
que :

g = )\gEuc

oll gguc est la métrique Euclidienne sur Ag. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

on obtient :
Aire,(AR) —fl " Ardrdf

2
> fﬁ( T rA2dg)dr
> f1R 21 Ly(T)?dr

— Log(R) (F)2

27

Comme Aires(Agr) = 1, on voit alors que :
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On voit qu’on obtient 1’égalité si et seulement si A = Kr~2 pour un facteur de normalisation
K qui ne dépend que de R, et le premier résultat en découle. Le deuxieme résultat découle
d’un raisonnement identique. [

Ensuite, le lemme suivant nous permet de comparer les modules de deux anneaux dont
I'un est contenu dans 'autre :

Lemme 3.5.2
Soit A, et Ay deux anneaux. Soit i : A1 — Ay un plongement tel que :
ixm1 (A1) = m1(A2)
Alors :
MOd(AQ) < MOd(Al)

Démonstration : Par la démonstration du lemme précédent, on voit qu’il existe une
métrique conforme g sur A, telle que :

Aireg(A2) =1
[,g(rz) = MOd(Ag)

ou I'y est un générateur de m1(Az). Soit I'y le générateur de 71 (A1) qui est envoyé sur I'y
par i,. L’ensemble 4,I'; est strictement contenu dans I'y, d’ou :

Lg(/"*rl) > Lg(r2)

Ensuite, notons :
1

h= Airesg(A7)
Comme Aireg(Aq1) < Airey(A2) = 1, on voit que h > i*g et donc :
[,h(Fl) 2 Li*g(l‘l) 2 ,Cg(]:‘z) = MOd(Ag)

Comme Airep (A1) = 1, le résultat en découle. O

.k

i*g

En particulier, on obtient :
Corollaire 3.5.3
Mod(A) = 0 si et seulement si A est biholomorphe soit 4 D*, soit a C*.

Démonstration : Soit R €]0, co[. Puisque :
1
—<|zl<1; CD* CC*
{F<l<ifepc
le résultat précédent nous permet de voir que :

2
Log(R)

Mod(C*) < Mod(D*) <

En laissant R tendre vers 'infini, on voit alors que :
Mod(C*) = Mod(D*) =0

La réciproque découle ensuite de la classification des anneaux. [
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3.5.2 Les surfaces tubulaires d’ordre fini aux point critiques.

Maintenant, on définit les surfaces tubulaires d’ordre fini :
Définition 3.5.4

Soit S une surface et soit P C S un sous-ensemble discret. Soit i: S\ P — H? telle que la
surface immergée ¥ = (S\ P, 7) soit une k-surface. Pour py € P, on dit que ¥ est tubulaire
d’ordre k en pg si et seulement si, pour tout (pn)nen € S \ P telle que p, — po, il existe
(kn)nen € N telle que k,, 1 0o et (Ay,)nen une suite d’isométries de H3 et (T, po) un tube
d’ordre k pointé tels que :

A

(Xn;Pn) = (Tk; o)
lorsque n tend vers infini, ou ¥, = (S, i,) et i, est le relevé de Gauss de i, = Ay, 0.

On voit qu’une surface asymptotiquement tubulaire d’ordre fini en pg est un cas particulier
d’une surface tubulaire d’ordre fini en py. On obtient ensuite le résultat suivant sur ces
surfaces :

Lemme 3.5.5

Soit S une surface et soit P C S un sous-ensemble discret. Soit i : S\ P — H? une immer-
sion telle que ¥ = (S\ P, i) soit une k-surface non-dégénérée. Soit ' : UH® — O, H?
Papplication de Gauss-Minkowski et soit % le relevé de Gauss de i. Notons ¢ = 7 o .

Soit py € P et supposons que . est tubulaire d’ordre k en pg. Alors, pour tout voisinage
U homéomorphe a un disque suffisamment proche de py dans S, 'ensemble U \ {po} muni
de la structure conforme engendrée par ¢ est biholomorphe a D*.

Démonstration : Soit U un voisinage de pg dans S homéomorphe a un disque. Ensuite,
s0it (pn)nen € U \ {po} une suite qui tend vers pg lorsque n tend vers I'infini. Puisque ¥
est tubulaire d’ordre k en pg, on peut supposer qu’il existe une suite (R, )nen €]0, 00| telle
que R,, T oo lorsque n — oo et pour chaque n un tube d’ordre k et de longueur 2R,, et un
voisinage A,, de p,, dans 3, tel que A,, soit un graphe au-dessus de ce tube et que p,, soit
I'image de 1'origine dans ce graphe. Notons ce tube T,, = (] — Ry, R,[xS%,4,). Ensuite,
notons NT,, le fibré normal en T;, et soit \,, € ['(T,,, NT,,) telle que A,, soit le graphe de
An au-dessus de T,, et que p, soit 'image de (0, 1) dans ce graphe.

Maintenant, comme (.S, 7*g") est compléte, on peut supposer que :
d(pn,0U) — oo lorsque n — 0o
On peut supposer alors que, pour tout n :
An CU\A{po}
De plus, on peut supposer qu’il existe (Ay)nen €]0, 0] tel que A,, — 0 lorsque n — oo et

que, pour tout n :
[Anlloo < An
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Finalement, on voit que pour tout n, la frontiere 0A,, de A,, comprend deux lacets simples
dont 'un est contenu dans 'intérieur de ’autre. Pour v un lacet simple quelconque dans
U, on note Int(y) lintérieur de v dans U et 'on note Ext(y) son extérieur. Maintenant,
on va noter A et JA;, les deux composantes connexes de dA,, de telle sorte que :

0A; C Int(9A7)

On va montrer que, pour n suffisamment grand, le point py est contenu dans Int(9A;, ), ce
qui fait que ’ensemble A,, est un sous-anneau non-trivial de U\ {po} au sens o i, 71 (4,,) =
m1(U\{po}), oni: A, — U\{po} est le plongement canonique. On va supposer le contraire,
et raisonner par ’'absurde. Comme py ¢ Ay, il ne se trouve pas dans Int(9A;") non plus. Il
en découle que, pour tout n, 'ensemble Int(DA;") est relativement compact dans U \ {po}.

Soit A la métrique canonique sur H? et notons d la fonction distance sur H® qui s’en déduit.
Ensuite, notons h = i*h la métrique engendrée sur S \ P par ¢ et par h et notons d la
fonction de distance sur S \ P qu’elle engendre. Par compacité, pour tout n, il existe
dn € Int(8A;) maximisant la distance d 3 dA;.

Soit v :] — Ry, R, [— H? Parc géodésique autour duquel tourne T,,. On peut orienter v de
telle sorte que :
d(y(=Rn),i(p)) <An Vpe€OdAy
d(v(Rn),i(p)) <A, VpedAS
et donc :
d(i(04;),i(0A})) > 2R, — 2A,,

Comme i : (S, h) — H? est contractant, on a :
d(0A7,0AF) > 2R, — 2A,
Pour n suffisamment grand 2A,, < R,, et donc :
d(0A;,0AF) > R,

Pour tout n, notons Bg, (¢n) la boule de rayon R,, autour de g, dans (S, h). On voit alors

que, pour tout n :
Bg, (g¢n) C Int(9A;))

En remplagant R,, éventuellement par R,,/2, on peut supposer que J(@A:{, 0U) tend vers
I'infini lorsque n tend vers 'infini. Donc, comme ¢, se trouve a 'intérieur de A;F, on voit
également que d(g,,0U) tend vers 'infini lorsque n tend vers I'infini et donc ¢, tend vers

po lorsque n tend vers l'infini (parce que tout autre point de U se trouve a une distance
finie de OU).

Ensuite, soit K €]0, R,[ et soit <y :]0, 1[— S un lacet simple de longueur K < R,, ayant g,
comme point de base. On voit que <y est contenu dans Bg_(g,) qui est contenu a son tour
dans Int(0A;}). On en déduit que :

Int(y) C Int(9A;)
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Ensuite, pour ¢ € Int(y) un point quelconque, il existe un point ¢’ € v tel que :

d(q,04%) =d(q,q") +d(q',04;)
= d(q,q") =d(q,04;) —d(q¢',04;,)
= d(q,q') < d(gq, 04})—
d(gn,0AY) — d(q', qn)
d(gn, 0AT) — d(qn, 0AT) + K

I /A

K

Il en découle que :
Int(’)/n) C BK(QH)

et donc, en particulier, y est contractible dans Bk (q,). Il s’ensuit que, pour tout K, il
existe N € N tel que, pour n > N, tout lacet simple v partant de ¢, et de longueur K
est contractible dans une boule de rayon K autour de ¢,. C’est-a-dire que Bg(g,) est
uniformément simplement connexe pour n suffisamment grand.

Or, puisque (S \ P, %) est tubulaire d’ordre k en pg, on sait qu'il existe (I, )neN, (Pn)neN €
10, 00[ et (Yn)nen : I — S\ P telles que I, | 0 et p,, 1 oo lorsque n — oo, et que tout v, soit
un lacet simple de longueur /,, partant de ¢,, qui ne soit pas contractible dans une boule de
rayon p, autour de g,. On obtient alors la contradiction recherchée et il en découle que,
pour tout n suffisamment grand, py € Int(0A,,).

Maintenant, en appliquant le lemme 3.5.2, on obtient, pour tout n suffisamment grand :
Mod(U \ {po} < Mod(A4,)

Mais il existe (Kp)nen €]1,00] telle que K,, | 1 lorsque n tend vers l'infini et telle que
I'application qui envoie T, en A,, soit K,-quasiconforme. En particulier, pour tout n :

Mod(A,) < K,Mod(Tn)
Donc, le lemme 3.5.1 nous informe que, pour tout n suffisamment grand :

27

Mod(U\ {po}) < Kny/ 5

Puisque R,, 1 oo lorsque n tend vers l'infini, on obtient :

Mod(U \ {po}) = 0

Le corollaire 3.5.3 nous permet de conclure alors que U \ {pp} est biholomorphe soit & C*,
soit a D*. Il en découle que, si V est un voisinage de {py} homéomorphe au disque et
strictement contenu dans U, alors V' \ {po} est biholomorphe & D*.

Enfin, on vient de montrer que V' \ {po}, muni de la structure conforme engendrée par
i*g", est biholomorphe & D*. Or, si 'on note 7’ : UH? — 9, H3 'application de Gauss-
Minkowski, on sait que ¢ = 7 o7 est k-quasiconforme. Il en découle que V\{po}, muni de
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la structure conforme héritée de ¢, est k-quasiconforme a D*, et il est donc biholomorphe
aD*. O

On obtient comme corollaire le résultat suivant :
Lemme 3.5.6

Soit S une surface, et soit P C S un ensemble discret. Soiti: S\ P — H® une immersion
telle que ¥ = (S \ P, 1) soit une k-surface. Soit i le relevé de Gauss de i.

Maintenant soit pg € P et supposons que Y. est tubulaire d’ordre k en py, alors la surface
S" = (S\P)U{po} posséde une unique structure de surface de Riemann qui prolonge celle
de S\ P engendrée par i*g".

Démonstration : Soit U un voisinage de py dans S tel que U \ {po} soit biholomorphe a
D* et soit a: U \ {po} — D* une biholomorphie. Soit maintenant {2 un voisinage de zéro
dans D et soit v un lacet simple dans €2 tel que :

0 € Int(y)

Notons ¥ = a~! 0. La courbe ¥ est un lacet simple dans U \ {po}. Il en découle que le
complémentaire de ¥ dans U comprend deux composantes connexes U; et Us. Supposons
que pg € U;. Comme « est un homéomorphisme, on voit qu’il envoie U; \ {po} soit
sur Int(y) \ {0}, soit sur Ext(y) ND. Pourtant, le lemme précédent nous informe que
Mod(U; \ {po}) = 0 et cet ensemble n’est donc pas biholomorphe & Ext(vy) ND. On voit
alors que :

a(U1\ {po}) = Int(v) \ {0}
Il en découle que «(p) tend vers zéro lorsque p tend vers py et on peut alors prolonger «

en une application continue de U dans D en posant :

a(po) =0

Comme « est bijective, par le principe d’invariance du domaine, on voit que c’est un
homéomorphisme. On obtient ainsi une carte holomorphe (a, U, D) de (S \ P)U{po} qui
prolonge la structure conforme de S\ P et I'existence en découle. L’unicité découle ensuite
du principe d’élimination de singularités de Cauchy. [J

Enfin, on a le résultat suivant sur ¢ :
Lemme 3.5.7

Soit S une surface, et soit P C S un ensemble discret. Soit i: S\ P — H? une immersion
telle que ¥ = (S \ P, 1) soit une k-surface non-dégénérée. Soit i le relevé de Gauss de i.

Maintenant soit po € P et supposons que ¥ est asymptotiquement tubulaire d’ordre fini
en py, alors il existe gy € C tel que ¢(p) — qo lorsque p tend vers py.
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Démonstration : Soit I'g o, 'unique géodésique reliant 0 & 'infini et supposons que ¥ est
asymptotiquement tubulaire autour de I'g o en pg. Soit (pn)nen € S\ P telle que p, — po
lorsque n tend vers 'infini. Ensuite, pour tout n, notons :

i(Pn) = (Wn,y An)

Pour tout n, on définit A, € Isom(H?) par :

Lw,\)

Ap(w,\) = 3

Maintenant, pour tout n, notons i,, = A,, o7 et soit 2,, le relevé de Gauss de 7,,. Puisque
¥ est asymptotiquement tubulaire autour de I'y o en py, la suite (in, Pn) = (S\P,in,0n)
converge vers un tube autour de I'g o, lorsque n tend vers I'infini. En particulier, ¢y, (p,) —
(0,1) et donc |7 0y (py)| — 1 lorsque n tend vers l'infini. Mais, pour tout n :

1

@(pn) = W oi(pn) = Ayt 0 W 0y (pn)

Et donc ¢(p,) tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini, et le résultat en découle. O
On obtient maintenant le résultat suivant :
Théoréme 3.1.5

Soit S une surface et soit P C S un sous-ensemble discret. Soit i : S\ P — H? une
immersion telle que Y. = (S\ P, 1) soit une k-surface. Soit 7 le relevé de Gauss de i. Notons
p=Toiot W : UH? — 0. H3 = C est application de Gauss-Minkowski. Enfin, notons
‘H la structure holomorphe sur S\ P engendrée par ¢.

Soit py € P et supposons que Y. est asymptotiquement tubulaire d’ordre A en pg. Alors,
11 existe une unique structure holomorphe H sur (S '\ P) U{po} et une unique application

@ : (S\P)U{po} — C telles que H et ¢ prolongent respectivement H et . De plus, ¢ a
un point critique d’ordre A en pyg.

Démonstration : Par le lemme 3.5.6, la surface (S \ P)U{po} possede une unique struc-
ture holomorphe qui prolonge celle de S\ P. Ensuite, par le lemme 3.5.7 et le principe
d’enlevement de singularités de Cauchy, ¢ se prolonge uniquement en une fonction holo-
morphe sur (S \ P)U{po}. Soit I 'ordre de la singularité de ¢ en py. Par le théoreme
3.1.4, on sait que [ = k et le résultat en découle. [



Homomorphismes des groupes
fondamentaux

4.1 Présentation.

OIT M une variété compacte de dimension 3 a courbure strictement négative. Soit X

une surface de Riemann compacte de type hyperbolique (c¢’est-a-dire, de genre supérieur
ou égale a 2). Soit Qp € X et Py € M des points de base. Dans ce chapitre, on va étudier
des homomorphismes 0 : 71 (X, Qo) — m (M, ).

Soit M le revétement universel de M. M est une variété d’Hadamard. Ensuite, soit PheM
un relevé du point Py. Le groupe 71 (M, Py) agit canoniquement sur (M Udso M, ]50). On
dit alors qu’on sous-groupe I' C 71 (M, Py) est non-élémentaire si et seulement s’il n’a
pas de point fixe dans M U8, M, et on dit qu'il est élémentaire dans le cas contraire. On
remarque que, dans notre cas, puisque M est compacte et a courbure strictement inférieure
a —1, les seuls sous-groupes élémentaires de 71 (M, Py) sont ceux qui sont isomorphes, soit
a Z, soit a {0}. De plus, comme M ne contient pas de tore totalement géodésiquement
immergé (étant a courbure sectionnelle strictement négative), ce sont précisément les sous-
groupes commutatifs de m (M, Py) qui sont élémentaires. Donc, dire qu’un sous-groupe
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I' € (M, Py) est non-élémentaire équivaut a dire qu’il est différent, et de Z, et de {0},
ou qu’il est non-commutatif. De méme, pour I' un groupe quelconque et pour 6 : I' —
m1(M, Py) un homomorphisme, on dit que 6 est non-élémentaire si et seulement si son
image ’est.

Le groupe 71 (M, Py) agit fidelement sur M et sur doo M. On peut le considérer donc comme
un sous-groupe de Homeo™ (8o M), le groupe d’homéomorphismes de doo M qui préservent
Iorientation. Notons S2 le spheére de rayon 1 dans R3. Le théoréme 4.5.1 de Friberg nous
informe qu’il existe une rétraction de Homeo™ (S 2) sur SO(3,R) qui laisse SO(3, R) fixe.
Il en découle que le groupe fondamental de Homeo™ (S?) (et donc de Homeo™ (05 M)) est
isomorphe a Z,. Autrement dit, il existe une suite exacte courte :

0— Zo 5 Homeo ' (e M) = Homeo™ (8o M) — 0

Pour I' un groupe quelconque, et pour ¢ : I' — Homeo"’(@ooM), on dit qu'un relevé
de ¢ dans Homeo (0sM) est un homomorphisme @ : I' — Homeo (0o M) tel que le
diagramme suivant commute :

Homeo ' (0o M)

On a la définition suivante :
Définition 4.1.1

Soit 3 le revétement universel de Y. Un probleme de Plateau équivariant par 6 est la
donnée d’une fonction ¢ : ¥ — 0o M tel que, pour tout v € w1 (%, Qo), on ait :

poy=0(y)oyp

Si I'on suppose provisoirement que M soit a courbure sectionnelle constante —1, on obtient
M = H3. La frontiere & I'infini o H® porte canoniquement la structure de la sphere de
Riemann C. De plus, puisque P'action du groupe d’isométries de H3 sur 0,,JH® coincident
avec celle de PSL(2, C) sur C, on peut travailler avec PSL(2, C) au lieu de Homeo™ (8,0 M).
Le résultat [16] de Gallo, Kapovich et Marden se traduit dans notre cadre par le résultat
suivant :

Théoréme 4.1.2 [Gallo, Kapovich, Marden, 2000]

Supposons que M est a courbure sectionnelle constante —1 et que 6 est non-élémentaire.
Alors il existe un probléme de Plateau ¢ équivariant par 6 si et seulement si f se reléve en
un homomorphisme 6 de (3, Qo) dans PSL(2,C).
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Puisque X est de type hyperbolique, son revétement universel est le disque de Poincaré
D. Le théoreme 2.1.1 nous donne 'existence des solutions dans du probleme de Plateau a
courbure Gaussienne constante dans ce cas-ci, et I’on obtient alors :

Corollaire 4.1.3

Si M est a courbure sectionnelle constante —1 et si 6 est non-élémentaire, alors, pour tout
k €]0,1[, il existe une immersion i : ¥ — M telle que la surface immergée (X,1) soit &
courbure Gaussienne constante k si et seulement si 6 se releve en un homomorphisme 6 de

71(2, Qo) dans PSL(2,C).

Dans ce chapitre, on obtient le résultat suivant, analogue au résultat de Gallo, Kapovich
et Marden :

Théoréme 4.1.4

Supposons que M est & courbure sectionnelle inférieur ou égale 4 —1. Supposons que 6
est non-élémentaire et qu’il se reléve en un homomorphisme 6 de 71(3, Qo) dans le groupe

Homeo (8001\;[ ). Alors, il existe un probléme de Plateau ¢ équivariant par 6.

En utilisant le méme raisonnement que dans la démonstration du théoreme 7.3.1 de ’article
[34], on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.5

Supposons que M est a courbure sectionnelle inférieur ou égale & —1. Supposons que 6
est non-élémentaire et qu’il se reléve en un homomorphisme 6 de 71(3, Qo) dans le groupe

Homeo (8o M). Alors, il existe une immersion i : ¥ — M telle que la surface immergée
(X, 19) soit localement strictement convexe.

Lo
4.2 Les isométries d’une variété d’Hadamard.

4.2.1 Des modeles de M et de 0., M.

Il est bien connu qu’une variété d’Hadamard M est canoniquement difféomorphe (par
Paction de 'application exponentielle) a I’espace tangent d’un point quelconque. Le lemme
suivant nous donne un résultat analogue pour les géodésiques :

Lemme 4.2.1

Soit M une variété d’Hadamard et soit v une géodésique dans M. Soit N., le fibré normal
a . Clest-a-dire :
N,={X eT,yM|te R X, L O(t)}

Alors, la restriction de 'application exponentielle a N, est un difféomorphisme entre N,
et M.
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Remarque : Plus généralement, on pourrait remplacer v par une sous-variété totalement
géodésique complete quelconque dans ’énoncé du lemme précédent.

Ensuite, on sait également que 0, M, le bord a linfini de M, est canoniquement
homéomorphe (par I’application de Gauss-Minkowski) a la sphére de rayon un dans chaque
fibre de TM. Sila courbure sectionnelle de M est inférieure 8 —e < 0, on obtient un résultat
analogue pour les géodésiques :

Lemme 4.2.2

Soit M une variété d’Hadamard & courbure sectionnelle strictement inférieure 4 —e < 0.
Soit v une géodésique dans M et soit ¥, le fibré en sphéres normales a vy contenu dans
N,. C’est-a-dire :

Yy ={X e N,|l|IX][ = 1}

Alors, la restriction de I’application de Gauss-Minkowski est un homéomorphisme entre
Yy et OooM \ 0s0, 0l Oy = {7¥(—00),v(0)}

4.2.2 Une classification des isométries de M.

Soit M une variété d’'Hadamard de dimension 3 & courbure inférieure & —e < 0 et soit
a: M — M une isométrie de M. On sait que « se prolonge en un homéomorphisme de
M UOy,M. Le théoreme de Brouwer nous informe alors que a a au moins un point fixe
dans M. On peut classifier alors les isométries de M selon leurs points fixes, de la méme
fagon qu’on le fait pour Isom(H?) = Aut(C).

En effet, si @ a un point fixe, p, dans M, alors l'application T'a(p) est une rotation et
a est dite elliptique. Ensuite, si a n’a pas de point fixe dans M, et seulement un point
fixe dans 0, M, D'application est dite parabolique. Finalement, si o n’a pas de point fixe
dans M et précisément deux points fixes, p; et ps dans 0., M, elle est dite hyperbolique.
Comme M est une variété de visibilité (sa courbure sectionnelle étant inférieure & —e < 0),
on voit qu’il existe une géodésique (orientée) ~y telle que y(—o0) = p1 et que y(+00) = pa.
Ensuite, « envoie -y en une géodésique (orientée) qui y est parallele. Or, comme la courbure
sectionnelle de M est inférieure & —e < 0, on sait que deux géodésiques dans M qui sont
paralleles coincident. On voit alors que « envoie v en elleeméme. Comme « est une
isométrie (préservant I'orientation de ), il existe Ty € R tel que, pour tout ¢t € R :

(aoy)(t) =~(t+ To)
Finalement, le résultat suivant nous montre que toute isométrie de M doit étre d’un de
ces trois types :
Lemme 4.2.3

Soit M une variété d’Hadamard de dimension 3 et a courbure inférieure a —e < 0, et soit
« une isométrie de M différente de 'identité. Alors o a au plus deux points fixes distincts
sur Oso M.
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Démonstration : Supposons le contraire et raisonnons par I’absurde. Soit p1, ps2, p3 € Oco M
des points fixes de a. Soit v la géodésique dans M telle que v(—oc) = p; et que y(+o0) =
py. Ensuite, soit 77 : Yy = 0oM \ 0oy lapplication de Gauss-Minkowski. Par le lemme
4.2.2, on sait qu’il existe une unique X € ¥, tel que W(X) = p3. Comme «a est une
isométrie, elle commute avec 7. De plus, comme elle fixe p; et py, on voit qu’elle envoie
), sur lui-méme. Donc, par I'unicité :

Ta(X) =X

On voit alors que m(X) est un point fixe de o dans M. Comme Ta(7(X)) est une rotation
en dimension 3, et comme elle préserve et 0;y et X, on voit qu’elle est I'identité, et le
résultat en découle. [

4.2.3 La dynamique des isométries de M.

Maintenant, pour « une isométrie de M, on définit ||a|| (qu’'on va appeler la taille de )
par :

= Inf
lofl = Inf d(z, a(z)
On peut également considérer D, : M — R, la fonction de déplacement de «, définie par :
Dq(z) = d(z, a(z))

Maintenant, on peut noter le résultat trivial suivant :
Lemme 4.2.4

Si « est elliptique ayant pg € M comme point fixe, alors D, atteint son minimum sur M
en pg et :

le[ =0

Ensuite, on obtient le résultat analogue pour les applications hyperboliques :

Lemme 4.2.5

Soit a hyperbolique et soit v une géodésique dans M et Ty € R tels que pour toutt € R :
(ao)(t) =~(t+ To)

Alors, D, atteint son minimum sur M en tout point de v et :

lell = [To
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Démonstration : Par définition, pour tout p € y :
D (p) = |To|

Maintenant, soit m : M — ~ la projection orthogonale sur . Cette projection est contrac-
tante, c’est-a-dire que, pour tout p,qg € M :

d(m(p), 7(q)) < d(p, q)

Ensuite, puisque « est une isométrie de M qui préserve v, elle commute avec 7 :
QoM =ToqQ

Donc, pour tout p e M :
d(p,a(p)) >d
=d

Le résultat en découle. O

Dans la suite, on va travailler avec les actions des groupes fondamentaux de variétés com-
pactes a courbure sectionnelle strictement négative sur leurs revétements universels. Dans
de tels sous-groupes I' C Isom (M), tous les éléments qui sont différents de I’identité sont
hyperboliques, et donc une application « € T' est hyperbolique si et seulement si ||a|| > 0.

4.2.4 La dynamique nord-sud.

Maintenant, on peut décrire ce qu’on appelle la dynamique Nord-Sud des applications
hyperboliques de M

Lemme 4.2.6 La Dynamique Nord-Sud.

Soit p*, ps dans 0o M et soit U*, U, des voisinages dans M U ., M respectivement de p*
et de p,. Alors, il existe K > 0 tel que, pour tout o : M — M hyperbolique ayant
p* et p, comme points fixes respectivement attractif et répulsif, tel que ||«|| > K, alors
a((U.)°) C U*.

Démonstration : Soit ~ la géodésique dans M telle que :
Y(=00) = p, ¥(+00) = p*

Par le lemme 4.2.1, on sait que Exp engendre un difféomorphisme entre N, et M. Pour
to € R, le transport parallele le long de v nous fournit une isométrie canonique de fibrés
vectoriels 7 : R X N, 4) = N,. Définissons & : R x Ny,) = R® Ny, telle que :

R ® ny(to) Exposi M

R ® N7(t0) Expos M
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Comme o commute avec le transport paralléle, on voit qu’il existe une rotation R de N,
et To € R tels que :
a(t,v) = (t + To, Rv)

Ensuite, on voit qu’il existe Ty, T* € R tels que :

(Expod)({(t, )|t > T"}) CU”
(Expod)({(t,0)lt <T}) < U

Si l'on prend alors K > T* — T, le résultat en découle. [J

On obtient également une réciproque a ce résultat qui nous permet de savoir si une appli-
cation donnée est hyperbolique. Avant d’énoncer le lemme, on rappelle que, pour v une
courbe de Jordan orientée contenue dans une sphere Y5, on définit 'intérieur de v, qu'on
note Int(y), comme étant la composante connexe de ¥ \ 7y se situant a sa gauche. Ensuite,
on définit 'extérieur de v comme étant 'autre composante connexe de X5 \ 7y et on la note
Ext(7y). On obtient maintenant le résultat suivant :

Lemme 4.2.7

Soit C* et C, des courbes de Jordan disjointes dans 0,,M et supposons que chacune de
ces courbes soit contenue dans I’extérieur de I'autre. Soit o : M — M une isométrie telle
que a(Ext(Cy)) = Int(C*). Alors, o est hyperbolique. De plus, si p* et p, sont des points
fixes de a respectivement attractif et répulsif, alors :

p* € Int(C™), px € Int(C)

Démonstration : Comme Int(C*) C Ext(C), on voit que a envoie Ext(Cy) sur lui méme.
Le théoreme de Brouwer nous dit alors qu’il existe un point fixe, ¢ de a dans Ext(C\).
Comme «(q) = ¢, on voit que ¢ € Int(C*). En appliquant le méme raisonnement sur
a~1, on voit qu’il existe un autre point fixe ¢’ de o dans Int(C,). On voit alors que «
a deux points fixes sur d,,M. Il en découle que « est soit 'identité, soit elliptique, soit

hyperbolique.
Comme a(C,) = C* et C, N C* = (), on voit que « est différente de I'identité. Maintenant,
soit 7 la géodésique reliant ¢’ & ¢ :

Y(=00) = ¢, v(+00) = ¢

Le lemme 4.2.2 nous dit que 'application de Gauss-Minkowski, o engendre un homéo-
morphisme entre ¥, et 0ocM \ Oscy. Ensuite, pour ¢y € R, le transport parallele nous
permet de construire une isométrie canonique 7 : R X ¥4,y — X,. Soit & l'isométrie de
R x ¥, (t,) définie par :

oi
R& E’Y(to) M \ Oy

o
R& 2A/(to) = M \ Oy
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Ensuite, définissons é*, C. CR x Yy(to) telles que :

(W od)(C) =C*
(7 0d)(C,) =C,

On voit que &(Cy) = C*. Sin: Y4 — R est la projection canonique, comme C* et C, ne
s’intersectent pas, on voit que :

Inf(7(C,)) < Inf(x(C*))
Sup(w(Cy)) < Sup(w(C*))

Or, comme o commute avec le transport parallele, on voit qu’il existe une rotation, R, et
To € R, tels que, pour tout (¢,v) € X :

a(t,v) = (t + To, Rv)

En particulier, on voit que :
moa=Ty+

Il en découle que Ty > 0, d’ou le résultat. [
De plus, on peut estimer la norme d’une application hyperbolique, o :
Lemme 4.2.8

Soit D* et D, des disques fermés orientés disjoints dans M U 0., M telles que C* = 0D*
et que C, = 0D, soient des courbes de Jordan tracées dans O,oc M. Soit oo : M — M une
isométrie telle que a(Ext(D,)) = Int(D*). Alors, o est hyperbolique et :

ledl = d(Dx, D7)

Démonstration : Par le lemme précédent, « est hyperbolique. De plus, si p* et p, sont les
points fixes de « respectivement attractif et répulsif, alors p* € Int(C*) et p, € Int(Cy).
Soit v la géodésique reliant p, a p* :

v(—00) = pu, y(+00) = p*
Alors, on sait qu’il existe Ty € R tel que pour tout t € R
(ao)(t) =~(t+ To)

Ensuite, p. = v(—00) et P* = y(400) sont des points intérieurs respectivement de Int(C,)
et de Int(C*). Il existe alors ¢y € R tel que :

’}/(to) €D,
Or, le point (o «)(tp) se trouve dans D*, et donc :

ledl = 1IToll

= d(y(to), (0 7)(t0))
> d(D,, D¥)

et le résultat en découle. [
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4.2.5 Des twists de Dehn.

Soit M une variété compacte sans bord a courbure sectionnelle inférieure ou égale & —1
et soit M son revétement universel. On veut étudier I'effet de certains twists de Dehn de
M sur la représentation 6 de 71(3, pg). Le premier, c’est Veffet itéré n fois d’un twist de
Dehn sur v autour d’un lacet n qu’il intersecte une fois :

Lemme 4.2.9

Soitaw: M — M hyperbolique et soit p* et p. les points fixes de « respectivement attractif
et répulsif. Soit B une isométrie de M telle que B(p*) # p«. Alors, pour tout K > 0, il
existe N € N tel que pour n > N l'isométrie fa™ soit hyperbolique et :

18| = K

De la méme fagon, si B(p.) # p*, alors, pour tout K > 0, il existe N € N tel que pour
n < —N, lisométrie fa™ soit hyperbolique et de taille supérieure a K.

Démonstration : Posons ¢ = S(p*). Soit D C MU0, M un disque orienté plongé tel
que 0D soit une courbe de Jordan tracée dans 0., M et que Int(D) soit un voisinage de
ps dans M UO0M. Soit ensuite V C M UOJ.,M un voisinage de g et supposons que
d(V,Int(D)) > K.
On voit que 37 1(V) est un voisinage de p* dans M U0, M et le lemme 4.2.6 nous montre
qu’il existe N € N tel que pour n > N :
a™(Ext(D)) C B~ YV)

= (Boam)(Ext(D)) CV
Par le lemme 4.2.8, 'application (8 o a™) est hyperbolique et || o a™|| > K. Le premier
résultat en découle. Ensuite, supposons que :

B(p«) # p*
Alors 871(p*) # p«. Donc, il existe N € N tel que pour n > N, l'application 37 'a™ est
hyperbolique et :
187 e > K
Par conjugaison, on voit ensuite que o3~ est hyperbolique et puis, par inversion, on voit
que fa~" l'est. De plus :
1Ba = [la"B7Y = 187 "Bl =187 " > K
et le deuxieme résultat en découle. [

Ensuite, on voit qu’on peut également préciser ’emplacement des points fixes de foa™, a
savoir :

Corollaire 4.2.10

Avec les mémes hypothéses que dans la premiére partie du lemme précédent, le point fixe
attractif de 8 o a™ tend vers B(p*) et le point fixe répulsif de 8 o a™ tend vers p, lorsque
n tend vers +o00.

De méme, avec les mémes hypothéses que dans la deuxiéme moitié de ce lemme, le point
fixe attractif de foa™ tend vers B(p.) et le point fixe répulsif de foa™ tend vers p* lorsque
n tend vers —oo.
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Démonstration : Pour n suffisamment grand, soient g,* et ¢,, les points fixes de o a”

respectivement attractif et répulsif. Dans la démonstration du lemme précédent, on voit
que ¢,* € 0V et que g,, € OxoInt(D). Comme ces deux ouverts peuvent étre choisis
arbitrairement proches respectivement de 3(p*) et de py, le premier résultat en découle.
Le deuxieme résultat découle ensuite d’un raisonnement analogue. [J

Le prochain twist de Dehn qui nous intéresse, c’est 1'effet iteré n fois d’un twist de Dehn
sur une courbe composée 57y, autour d’un lacet n qui intersecte chacune des courbes v,
et 72 une fois, mais dans des sens contraires :

Lemme 4.2.11

Soit v : M — M hyperbolique. Soit p* et p. les points fixes de 7y respectivement attractif
et répulsif. Ensuite, soit o et 3 des isométries de M telles que :

a(p®) # p*, B(p«) # P«

Soit K > 0. Alors, il existe N > 0 tel que pour tout n > N :
(i) Papplication v~ ™a~y™8 est hyperbolique,

(i) [yl > K,

(iii) elle n’a pas de point fixe en commun, ni avec «, ni avec 3.

On obtient un résultat analogue dans le cas ou :

a(ps«) # p«, B(p*) # P

Démonstration : Soit D C M U 0, M un disque orienté plongé telle que 0D soit une courbe
de Jordan tracée dans 0., M et que Int(D) soit un voisinage de 3~ !(p,). Ensuite, soit U
et V des voisinages dans M U 0o, M respectivement de a(p*) et de p,. On peut supposer
que p* ¢ U et que :

d(Int(D),V) > K

On voit que B(Int(D)) est un voisinage de p,. Donc, par l'effet de la dynamique nord-sud,
il existe N1 > 0 tel que pour n > Ny :

(v*B(Int(D)))°  Ca (V)
= (ay"p(Imt(D)))® CU

Ensuite, comme p* ¢ U, en appliquant de nouveau l'effet de la dynamique nord-sud, on
voit qu’il existe Ny > 0 tel que pour n > Nj :

(=
On voit alors que, pour n > Max(Ny, Na) :

(v "ay"B)(Int(D))¢ C V
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Le lemme 4.2.8 nous permet de conclure alors que 'application v~"ay™ 3 est hyperbolique
et que :
[y "Bl > K

Maintenant, on suit le raisonnement de Gallo, Kapovich et Marden pour montrer le résultat
sur les points fixes. Notons ¢ et ¢, les points fixes respectivement attractif et répulsif de
¥ "ay™B. Comme dans le lemme précédent, on peut montrer que g, tend vers p, et g,
tend vers B~ 1(p,) lorsque n tend vers 'infini. Comme ni p, ni 3~ !(p,) n’est un point fixe
de 3, on voit que, pour n suffisamment grand, v~ "ay" n’a pas de point fixe en commun
avec 3.

Supposons maintenant qu’il existe (kn)nen telle que k, T 0o et que y~*»ay*» 3 a un point

fixe en commun avec « pour tout n. Comme « a au plus 2 points fixes (elle est différente
de l'identité), en prenant au besoin une sous-suite, on peut supposer qu’il existe pg un
point fixe de a et de y~*»av*» 8 pour tout n. En particulier, pour tout n :

po € {dns: a0}

Donc, en prenant les limites lorsque n tend vers l'infini, on obtient :

Do € {p*7 5_1(]7*)}

Supposons que py = px. Alors, comme pg est un point fixe de o :

vy Eray*nB(p) = p.

ce qui est absurde. Il en découle que py = B71(p,), mais, pour tout n :

(Y *ray®B) (B~ (pe)) =B (px)
= (v a)(p) =B ()
et donc, en particulier, pour n # m :

(Yra)(ps) = (7" ™) (ps)

= a(p.) = (v "k a)(p.)

En laissant k,, — k, tendre vers l'infini, on voit alors que a(p,) doit étre un point fixe de
v. Si a(ps«) = p«, alors on voit que :

(Vo) (p) =B 1(p4)

= /8(17*) = D«
ce qui n’est pas possible. On voit alors que a(p,) = p*, et il en découle que :
B~ (p.) =p*

Mais pg = 87 1(p«) = p* est un point fixe de «, et donc a(p*) = p*, ce qui n’est pas possible
et le résultat en découle. [J
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4.3 La géométrie dans une variété a courbure pincée.

4.3.1 Les triangles de comparaison.

Pour démontrer le prochain lemme technique de Gallo, Kapovich et Marden, qui concerne
la construction de groupes de Schottky, il faut mieux comprendre la structure géométrique
d’une variété d’Hadamard a courbure pincée. Dans cette section, on va étudier certaines
fonctions provenant des triangles géodésiques dans des variétés d’Hadamard. Pour tout A >
0, notons M) la variété d’Hadamard de dimension 2 a courbure sectionnelle constante égale
a —A. M), va servir d’espace de comparaison pour les objets dans une variété d’Hadamard
quelconque.

Maintenant, soit AABC un triangle dans M, (par triangle, on entend le sous-ensemble de
M) comprenant les sommets A, B et C' et les arcs géodésiques les reliant. Il hérite de My
une structure d’espace métrique). Ensuite, notons «, 3, v respectivement les tailles des
angles aux sommets A, B et C, et notons a,b et ¢ respectivement les longueurs des arétes
BC, AC et AB. En étudiant, par exemple, le modele du disque de Poincaré de M_; = H?
et en le dilatant au besoin, on peut voir que la longueur c est uniquement déterminée par
le triplet (a,b,7). En gardant a et b constants, on obtient ainsi une fonction ¢y : v — ¢
(voir la figure 4.3.1).

Figure 4.3.1

On peut obtenir le résultat suivant concernant les propriétés de ¢y :
Lemme 4.3.1
On obtient les propriétés suivantes de ¢y :
(i) ¢x est continue,
(ii)) éx(0) = |b—a| et éx(m) = a + b,

(iii) et ¢y est strictement croissante (et donc injective).
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En particulier, par la continuité, pour tout c tel que :

b—al<c<b+a
c’est-a-dire, pour tout c satisfaisant a 'inégalité triangulaire, il existe un triangle AABC

dans M, ayant a, b et ¢ comme longueurs d’arétes.

Ensuite, on voit maintenant que I'angle 3 est uniquement déterminé par le triplet (a, b,7).
En gardant a et b constants, on obtient ainsi une fonction 8y : v — (. De la méme fagon
qu’auparavant, on obtient le résultat suivant concernant les propriétés de 5y :

Lemme 4.3.2

On obtient les propriétés suivantes de ﬂ~)\ :
(i) By est continue,

(i) sib> a, alors Bx(0) = 7 et Bx(m) = 0,

(iii) Sib > 0, alors Ia fonction By est strictement décroissante (et donc injective) sur [0, ]
et,

(iv) la fonction By est strictement décroissante (et donc injective) sur I'intervalle [r /2, 7).

Le lecteur intéressé trouvera une étude plus détaillée de ces fonctions dans ’annexe B.

4.3.2 Les théorémes de Topogonov et ’homéomorphisme canonique.

Maintenant, soit K > k > 0 et soit M une variété d’Hadamard a courbure pincée entre — K
et —k. Soit Pe M, P, € M_y et P_g € M_g. Ensuite, soient I_; : TpM — Tp_, M_},
et I_g : TpM — Tp_,M_k des isométries. Si l'on note g_g, g et g_x les métriques
respectivement sur M_z, M et M_g, d’apres le théoreme de Rauch :

I* yExp*g_ i > Exp*g > I} Exp*g_y

Ce théoreme donne les deux théorémes de Topogonov. D’abord, on a :
Théoréme 4.3.3 [Topogonov I]

Soit AABC un triangle dans M et soit AA'B'C’ le triangle de comparaison dans M_y, tel
que A'B" = AB, A'C' = AC et que A’B'C' = ABC. Alors :

BC > B'C'

De la méme facon, si AA" B"C" est le triangle de comparaison dans M_ g tel que A" B" =
AB, A"C" = AC et que A”B"C" = ABC, alors :

BC < B”C”
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On obtient ensuite comme corollaire a ce résultat le deuxieme théoreme de Topogonov :
Théoréme 4.3.4 [Topogonov II]

Soit AABC un triangle dans M et soit AA’B'C" le triangle de comparaison dans M_j, tel
que A’B" = AB, A'C' = AC et B'C' = BC. Alors :

BAC < BA'C'", ACB<AC'B', CBA<CBA

De la méme fagon, si AA" B"C" est le triangle de comparaison dans M_ i tel que A" B" =
AB, A"C" = AC et que B"C" = BC, alors :

BAC > B"A"C",  ACB 3> A"C'"B",  CBA>C"B"A"

Si AABC est un triangle dans M et si AA’B’'C’ est le triangle de comparaison dans M)
tel que A'B’ = AB, A’/C' = AC et que B'C' = BC, on définit @y, I’homéomorphisme
canonique entre AA'B'C" et AABC, en posant :

er(A) =4,  oA(B)=B, @) =c

et en ’étendant ensuite en une fonction sur AA’B’C’ par I'interpolation linéaire le long
des arétes. On a le résultat suivant :

Théoréme 4.3.5

Soit AABC un triangle dans M et soit AA’B'C’ le triangle de comparaison dans M _j
tel que A'B’ = AB, A'C' = AC et que B'C' = BC. Soit ensuite ¢_j : AA'B'C' —
AABC I’homéomorphisme canonique, alors ¢_j, est contractant. C’est-a-dire que, pour
tout P,Q € AA'B'C’ :

d(p—x(P), p—k(Q)) < d(P,Q)

De la méme facon, si AA" B"C" est le triangle de comparaison dans M_g tel que A" B" =
AB, A"C" = AC et que B"C" = BC et si p_g : AA"B"C" — AABC est ’homéo-
morphisme canonique, alors cette application est dilatante. (C’est-a-dire que, pour tout
P.Qe AAB'C :

d(p—(P), p—k(Q)) = d(P, Q)

4.3.3 Des triangles dégénérés ayant un point a I’infini.

Maintenant, on veut considérer des triangles dégénérés dans une variété a courbure pincée
ayant un point a l'infini. Pour A > 0, soit AABC un triangle dans M) tel que 'angle entre
BC' et BA soit égale a m/2 et que A soit dans oo M) (voir la figure 4.3.2).
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Figure 4.3.2

On voit que, dans ces circonstances, I’angle v est uniquement déterminée par la longueur
a = BC'. On obtient ainsi, pour chaque A, une fonction I'y : a — 7. Ensuite, en étudiant
ce triangle, par exemple, dans le modele du disque de Poincaré de H?, et en placant C sur
Porigine, on voit que I') est strictement décroissante, I'y(0) = 7/2 et '\ (¢) tend vers zéro
lorsque t tend vers l'infini.

Ensuite, soit K > k > 0 et soit M une variété a courbure sectionnelle pincée entre —K et

—k. Soit ABC un triangle dans M telle que 'angle ABC soit égale & m/2 et que A soit,
un point dans J,c M. On a le résultat suivant :

Lemme 4.3.6

Pour tout D € BA, L’angle BCD est inférieur oii égal a T'x(a), oll a est la longueur de la
droite BC.

Démonstration : Construisons le triangle de comparaison AD'B'C’ dans M_j tel que
D'B' = DB, B'C’' = BC = a et que D'B'C' = DBC = 7/2. Soit b et b/ les longueurs
respectivement de CD et de C'D’ (voir la figure 4.3.3). Par le principe de comparaison,
on sait que b’ < b. Soit maintenant D" tel que D" B’ = D'B’ et que D"C’' = b.

DII

Dans M Dans M_
C C’

Figure 4.3.3
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Par le lemme 4.3.1, on voit que ’angle D'B'C" est supérieur ou égal a 'angle D'B'C' et
donc, par le lemme 4.3.2, ’angle B’C’ D" est inférieur a ’angle B’C"D’. Or, par le principe
de comparaison, on voit que :

BCD < B'C'D" < B'C'D'
Comme B'C'D' < I'x(a) le résultat en découle. OJ
Corollaire 4.3.7

Avec la méme notation que dans le lemme précédent, I’angle BCOA est inférieur ot égal a
Fk (0,) .
Démonstration : Ce résultat découle en laissant D tendre vers A dans le lemme précédent. [

Ensuite, on peut également minorer 1'angle BCA.
Lemme 4.3.8

Pour tout D € BA tel que BD > BC, L’angle BCD est supérieur ot égal 4 'k (a), ot a
est la longueur de la droite BC.

Démonstration : Construisons le triangle de comparaison AD’'B’C’ dans Mg tel que
D'B' = DB, B'C' = BC = a et que D'B'C' = DBC = /2. Soit b et b’ les longueurs
respectivement de C'D et de C'D’ (voir la figure 4.3.4). Par le principe de comparaison,
on sait que b’ > b. Soit maintenant D" tel que DB’ = D'B’ et que D"C’ = b.

B D B | D’
[T [
a b a bl D//
b
C Dans M C’ Dans M_g
Figure 4.3.4

Par le lemme 4.3.1, on voit que 'angle D'"BIC" est inférieur oil égal a angle D'B'C
et donc, par le lemme 4.3.2, 'angle B’C'D" est supérieur a ’angle B’C’D’. Or, par le
principe de comparaison, on voit que :

BCD > B'C'D" > B'C'D!
et le résultat en découle. O

Corollaire 4.3.9

Avec la méme notation que dans le lemme précédent, I’angle BCA est supérieur ou égal a
'k (AB).
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Démonstration : Ce résultat découle en laissant D tendre vers l'infini dans le lemme
précédent. [J

4.3.4 Des triangles dégénérés ayant deux points a l’infini.

Maintenant, on veut étudier les triangles dégénérés ayant deux points a 'infini. Soit A > 0
et soit AABC un triangle dans M) tel que B et C soient dans 0, M),. Notons BC
la géodésique reliant B & C. On voit que d(A, BC) est uniquement définie par P’angle

a = BAC et I'on obtient ainsi une fonction Dy : o — d(A, BC) (voir la figure 4.3.5).

B

C

Figure 4.3.5

On étudiant le modele du disque de Poincaré de H? et en le dilatant au besoin, on voit que
D), est continue et strictement décroissante. De plus, on voit que Dy (a) tend vers l'infini
lorsque « tend vers zéro et qu’elle tend vers zéro lorsque a tend vers w. En fait, on voit
que pour tout ¢ > 0, et pour tout « € [0, 7] :

Dy(2TA(t)) =t
2F,\(D)\(O!)) =«

Ensuite, soit M une variété d’Hadamard a courbure sectionnelle pincée entre —K et —k
et soit AABC' un triangle dans M telle que B et C' soient des points dans 0., M. On a le
résultat suivant :

Lemme 4.3.10
La distance d(A, BC) satisfait a :

Dk () < d(A, BC) < Dg(a)

Ot « est ’angle BAC.

Démonstration : Soit 1 la géodésique reliant B a C' :

n-c0) =B, n(+o0)=C
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B B, D Cy

A
Figure 4.3.6
Ensuite, soit D le point dans 7 minimisant la distance a A. Supposons que 7 soit normalisée

de telle sorte que n(0) = D. Pour tout |t| > AD, posons By = n(—t) et Cy = n(t) (voir la
figure 4.3.6).

Par le lemme 4.3.6, et I'inégalité triangulaire, on voit que :

B,AD,C,AD < TI'y(AD)
= B{AC; <2Fk(AD)

Comme Dy, décroit, on obtient :
Dy(B,ACy) > Dyy(2Tk(AD)) = AD

et le premier résultat en découle. Pour la minoration de AD, on ne peut pas utiliser

Pinégalité triangulaire, et il faut raisonner différemment. On voit que B,AC; — BAC
lorsque t tend vers l'infini. Soit AB,A’C] le triangle de comparaison dans M_k tel que

BiA' = B A, C{A" = CiA et que Bﬁ’\Cé = BTA\Ct. Par le principe de comparaison :
B;C; > B;C,

On définit alors By’ tel que B}C, = B,C; et que By A" = BjA" = B;A (voir la figure
4.3.7) :

"
Bt

A/

Figure 4.3.7
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Par monotonicité : - - o

B'/t/Alcé < BéAIC£ = BtACt
Soit maintenant (t,)nen telle que ¢, 1 oo lorsque n tend vers l'infini. Comme A'B;’ et
A'Cy  tendent vers I'infini lorsque n tend vers I'infini, par la compacité de M U do M, on
peut supposer qu’il existe B”, C' € 0o M tels que By et C} tendent respectivement vers
B" et C’ lorsque n tend vers 'infini. Maintenant :

B'AC' = Lim, ., BY A'C},
= LimSup,, , BZL/A’\C{n
< LimSup,, , o Bmtn
= BAC
Comme Dk est décroissant, on voit alors que :
d(A',B"C") = Dx(B"A'C") > Dy (BAC)

Or, par le théoréme 4.3.5, 'homéomorphisme canonique entre AA'B}'Cy et AAB,C} est
dilatant, et donc :
d(A, B,Cy) > d(A', BC))
D’ou :
d(A',B"C") < Limlnf, . d(A’, Bf C; )
< leIIlfn_ﬂ)o d(A, Btn Ctn)
=d(A,BQC)

et le deuxieme résultat en découle. [
4.3.5 Une derniére majoration.
Maintenant, soit v une droite (géodésique) dans My = R? et notons :
AT =7(-00), AT = 7y(+00)
Soit P € «, et pour p > 0 et ¢ €]0, 7], posons :
Ao(p; ) = d(R, )

Ou R est un point choisi tel que d(R, P) = p et que 'angle RPA* soit égal & ¢ (voir la
figure 4.3.8).

+
P v A

Figure 4.3.8
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On voit que, pour ¢ fixe :

Ao(p,p) — 0  lorsque p — 0
Ao(p,p) — o0 lorsque p — +oo

On voit en plus que Ay est croissante en p. En méme temps, pour p fixe, on voit que Ay
est croissante en ¢ et que :

Bo(p,m/2) =p

A0()0 ’ 0) =0
Maintenant, pour M une variété d’Hadamard, on a le lemme suivant :

Lemme 4.3.11

Soit «y une géodésique dans M et soit P € . Ensuite pour p > 0 et pour ¢ €]0, /2] soit
R tel que d(P, R) = p et que ’angle entre PR et 7y soit égal a . Alors :

d(R7 ’Y) P A0('R7 (P)

Démonstration : Soit Q € v le point minimisant de la distance a R. On voit que fQ\R =
7/2. Soit maintenant AP'Q’R’ le triangle de comparaison dans My = R? tel que R'Q’ =
RQ, R'P' = RP et P'Q" = PQ (voir la figure 4.3.9).

R

P v Q

Figure 4.3.9

Par le principe de Topogonov II (voir le théoréme 4.3.4), on voit que :
R'P'Q' > RPQ

En méme temps, on obtient :
m

RTQ/TD/)R/Q\P:§

Donc, si 'on note v’ la droite (géodésique) obtenue en étendant P’'Q)’ dans les deux sens,
le point Q' n’est pas forcément minimisant de la distance & R’ sur . On voit alors que :

RQ=RQ >d[R,y)=Ao(R'P,RPQ)
Puisque Ag est croissant en ¢, on obtient :
Ao(R'P',RP'Q') > Ao(R'P',RPQ) = Ao(RP,RPQ)

et le résultat en découle. [
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4.3.6 Le controle des géodésiques.

Maintenant, soit M une variété d’Hadamard a courbure pincée entre —K et —k et soit
P € 0socM un point du bord a l'infini de M et soit U un voisinage de p dans M U0y, M.
On a le résultat suivant :

Lemme 4.3.12

11 existe un voisinage €2 de p dans 0, M tel que pour toute géodésique ~y telle que
v(=00),7(+00) € 2

la géodésique vy toute entiere est contenue dans U.

Démonstration : Soit ¢ € M. Pour 6 €]0,7] et pour p > 0, on peut définir le voisinage
Qg , de p par :
Qg ,={r € MUOdM|pgr < 0,qr > p}

ol pgr est I'angle entre les arcs géodésiques pq et rq en g et gr est la distance de ¢ & r. Par
définition de la topologie de M U0, M, on voit que, pour 0, suffisamment petit, et pour
po suffisamment grand :
QGO,PO cU

Comme T'(t) tend vers zéro lorsque ¢ tend vers Uinfini, on peut trouver p; > pg tel que
T'k(p1) < 0p/3. Ensuite, puisque Dk () tend vers l'infini lorsque 6 tend vers zéro, il existe
61 < 6p/3 tel que Dk (261) > pi;. Maintenant, soit r, 7’ des points dans 0. M tels que
ﬁq\r,ﬁ]?’ < 01 et notons rr' la géodésique reliant r & r’. L’inégalité triangulaire nous
montre que rqr’ < 20, et, par le lemme 4.3.10, on obtient :

d(q,m") > Dk (rqr') > Dk (261) > p1 > po

Maintenant, soit 7o € rr’ le point minimisant de la distance & ¢. On voit que la géodésique
gro fait un angle droit avec la géodésique rr’. Le lemme 4.3.6 nous permet de voir alors
que pour tout s € rrg et pour tout s’ € ror’ :

S/QT'\(), qu?o < Fk(d(QaTTI)) < Fk(pl) < 90/3

ol 5qry est langle entre les géodésiques sq et gqro en g et s'qrg se définit d’une facon
analogue. En particulier, en prenant les limites, on voit que :

rqro < %
— 290
= pqro < 3

ol la deuxieme majoration découle de la définition de r et de l'inégalité triangulaire. En
appliquant de nouveau l'inégalité triangulaire, on obtient :

gq\p73/l\qp<00

On voit alors que tout point de la géodésique rr’ est contenu dans Qg, ,, et le résultat en
découle. U

Remarque : On aurait également pu employer le résultat plus fort d’Anderson [2] qui dit
que pour tout p € OM et pour tout voisinage U de p dans M U0, M, il existe un
voisinage convexe V de p dans M U0, M qui est contenu dans U.
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4.3.7 Les groupes de Schottky.

D’abord, on définit les groupes de Schottky :
Définition 4.3.13

Soit Cy, Cr, C; et C;' quatre courbes de Jordan disjointes tracées dans la sphére S
orientées de telle sorte que chacune de ces courbes se situe dans les extérieurs de toutes
les autres courbes. Notons Home0+(52) le groupe d’homéomorphismes de ss préservant
Dorientation de S2. On appelle groupe de Schottky un sous-groupe a deux générateurs
I' = {a,b) de Homeo™ (Sy) tel que :

a(Ext(Cy)) =Int(C;),  b(Ext(Cy)) = Int(Cy")

On peut maintenant montrer les résultats techniques de Gallo, Kapovich et Marden con-
cernant les groupes de Schottky :

Lemme 4.3.14

Soit K > 1 et soit M une variété d’Hadamard a courbure pincée entre —K et —1. Ensuite,
soit o une isométrie hyperbolique de M ayant p* et p, comme points fixes respectivement
attractif et répulsif. Soit py différent de p* et de p,. Alors, pour tout B > 0 il existe un
voisinage  de py dans O, M tel que si q*,q. € € et si B est une isométrie hyperbolique
de M ayant q* et g, comme points fixes telle que :

18]l > B

Alors, le sous-groupe («a, ) de Isom(M) engendré par « et [ est un groupe de Schottky.

Démonstration : Notons également a la géodésique reliant p, a p* :
a(=00) =ps;,  a(+o00) =p*

Ensuite, soit A une horofonction de py. Comme la courbure sectionnelle de M est inférieure
a —1, on voit que (hoa)(t) tend vers 'infini lorsque |¢| tend vers U'infini. On peut supposer
alors que 0 minimise (ko o). Posons ag = «(0). On voit que les angles pocrops et poctop™
sont des angles droits. Maintenant posons Ng = Ny gy et soit ¢ : Rx Ng — N, I'isométrie
de fibrés vectoriels engendrée par le transport parallele. Définissons ensuite l'isométrie
de R x Ny telle que :

R x Ny L > N, Exp - M
a Ta a
R x Ny L ~ N, Exp . wm

Ensuite, comme o commute avec le transport parallele, il existe Ty € R et Ry une rotation
de Ny telle que pour tout (¢,v) € R x Ny :

&(t, ’U) = (t + T(), R()?))
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T80

Figure 4.3.10

On voit que Ty > 0. Définissons maintenant UT,U~ C R x Ny par :

U+
ﬁ_

{(t,0)t > 2o
{(

t,)t < —Lo

Ensuite, on définit DT = dU* et D~ = U~ et on les oriente de telle sorte que :

Cette construction est illustrée dans la figure 4.3.10. Maintenant, on note U T = (Expo
i)(UT) et U~ = (Expoi)(U™) et I'on définit DT et D~ de la méme fagon. On voit que :

&(Ext(D7)) = Int(DY)

et donc :
a(Ext(D7)) = Int(DT)

Pour tout 6 €]0, 7] et pour tout p > 0, définissons Qg , par :
Qp,, = {r € MU M|Fagps < 0,d(r,a0) > p}

oll Fagpy est angle entre les géodésiques rag et poop en ag. On voit bien que Qp., est un
voisinage de py pour tout 6 et pour tout p. Soit 0y tel que :

Qp, ,NUE =1

Ensuite, soit 0y < 01. Pour tout r € {2y, , et pour tout s € 0o U*, le lemme 4.3.11 nous
montre que :

d(r, aps) = Ag(p, 01 — b6p)
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S

S0

G

>0, — 0

Figure 4.3.11

ol aps est la géodésique (compléte) passant par ag et par s (voir la figure 4.3.11). Soit
sp € aps le point minimisant de la distance a r. Le lemme 4.3.6 nous permet de voir alors
que pour tout s’ € aps :

s'rso < T1(d(r, aps)) < T1(Ao(p, 01 — o))

—_——
ou s'rsg est Pangle entre les géodésiques s'r et sor en ro. En particulier, par I'inégalité
triangulaire, en prenant des limites, on obtient :

srap < 21 (Ao(p, 01 — 6p))

Comme, pour 0 fixe, Ay tend vers U'infini lorsque p tend vers l'infini, et comme I'; (¢) tend
vers zéro lorsque ¢ tend vers 'infini, on voit qu’on peut choisir p tel que :

9T (Ao (p, 01 — o)) < g —T'x(B/2)

Maintenant, le lemme 4.3.12 nous permet de trouver {2 un voisinage de py tel que toute
géodésique vy ayant ses extrémités dans 2 soit contenue dans €2y, ,. Supposons maintenant
que 7y est normalisée de telle sorte que 0 minimise la distance a ap. Posons My = N, )Y
et soit j : R x My — N, l'isométrie engendrée par le transport parallele. Maintenant,
définissons comme avant VE € R x My par :

7t = {tol> 8)
V- ={tv)t<-3}

et puis définissons E* € R x My par E¥ = 9V*, et orientons les de telle sorte que :
VE = Int(EY)
On voit que si 4 est une isométrie hyperbolique préservant la géodésique + telle que ||| >

K, alors
¥(Ext(E™)) C Int(E™)
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[

B/2
; /2

: Yo
<m/2-T1(B/2)

(&7)]

Figure 4.3.12

Comme, pour tout s € V* :

s7(0)ap < g —Tx(B/2)

on voit que (voir la figure 4.3.12) :
D* C Ext(ET)NExt(E™)

On voit alors que le sous-groupe de Isom(M) engendré par « et par ¥ est un groupe de
Schottky, et le résultat en découle. [J

Ensuite, comme dans D'article de Gallo, Kapovich et Marden, on obtient le corollaire
suivant :

Corollaire 4.3.15

Soit K > 1 et soit M une variété d’Hadamard a courbure pincée entre —K et —1. Soit T’
un sous-groupe de Isom(M) ne comprenant que des éléments hyperboliques (et I'identité).
Soit v € T et soit p* et p, les points fixes de <y respectivement attractif et répulsif. Soit
ensuite o, B € T'. Si a(p*) # p* et si B(p.) # ps« alors il existe N > 0 tel que pour n > N
le sous-groupe de Isom(M) engendré par y~™ay™ et par (8 est un groupe de Schottky.

De la méme fagon, si a(ps) # p« et si B(p*) # p*, alors il existe N > 0 tel que pourn < —N
le sous-groupe de Isom(M) engendré par y~™ay™ et par § est un groupe de Schottky.

Démonstration : Dans le premier cas, comme « ne fixe pas p*, on voit que les points fixes
de v "ay™ tendent vers p, lorsque n tend vers l'infini. Par hypothese, p, n’est pas un
point fixe de 8. De plus, « est différente de I'identité et est donc hyperbolique. Ensuite,
on voit que :

ey = [lal| >0
et le lemme précédent nous permet de conclure. La deuxieme partie découle d’un raison-
nement identique. [
Finalement, on peut démontrer ce dernier résultat technique :

Lemme 4.3.16

Soit M une variété d’Hadamard & courbure inférieure & —1. Soit p}, p1«, P35, P2« des points
de 0., M tous distincts. Il existe B > 0 tel que, si a1 et as sont des isométries hyperboliques
de M telle que pj} et pi« soient des points fixes de oy, pour chaque k et si ||a1]], ||az2| > B,
alors le sous-groupe de Isom(M) engendré par a; et ay est un groupe de Schottky.
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Démonstration : Pour chaque &, soit U}, Uy des voisinages dans M U 0o, M respectivement
de p;, et de pg. et supposons que U, Ui, Us et Ua, sont tous disjoints. Ensuite, soit ay,
la géodésique reliant py, a p;. Donc, pour chaque &k

ag(—00) = P, g (+00) = pi

Posons Ni = Ny, (0)ak et soit ix : R X Ny — N, l'isométrie engendrée par le transport
paralléle. Soit 7 : R X N — R la projection sur la premiére composante. Pour T' > 0,
définissons QF (T) C R x Ny, par :

Q0 (T)
4 (T)

={{t,v)|t > T/2}
={{t, )|t <-T/2}
Définissons ensuite Q,jf (T) = (Exp o ix)(Qk). On voit que, pour T suffisamment grand :

et on voit alors que si &7 et as sont des applications hyperboliques préservant respective-
ment a; et as et telles que :
asl], [zl > T

Alors, le sous-groupe de Isom(M) engendré par a; et as est un groupe de Schottky, et le
résultat en découle. [

<

4.4 Des variétés compactes a courbure sectionelle nég-
ative.

4.4.1 L’hyperbolicité des éléments de ny(M).

Dans [16], Gallo, Kapovich et Marden obtiennent une décomposition de ¥ en pantalons telle
que la f-image du groupe fondamental de chaque pantalon soit un groupe de Schottky. Pour
faire cela, ils utilisent des propriétés des applications de Mobius. Comme nous utilisons,
a la place des applications de Mobius, des isométries d’'une variété d’Hadamard, M, il
faut refaire la construction pour vérifier qu’elle marche toujours dans notre cadre. En
fait, comme on ne travaille qu’avec les applications hyperboliques (plus 'identité), on
verra qu’on n’aura pas a s’inquiéter de la plupart des obstacles qu’ont rencontrés Gallo,
Kapovich et Marden dans leur travail.

Dans un premier temps, on veut comprendre le groupe fondamental d’une variété compacte
pointée & courbure sectionnelle inférieure ol égale & —1. Soit (M, Pp) une telle variété
pointée, et soit (M, Py) son revétement universel. D’abord, on rappelle le résultat suivant :

Lemme 4.4.1

Soit v € m1 (M, Py) différent de l'identité. Alors, il existe une unique géodésique fermée v
dans M librement homotope a .
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Remarque : On voit que deux courbes v,v" € m (M, Py) sont librement homotopes si et
seulement si elles sont conjuguées dans 71 (M, Py). On obtient alors une bijection [y] — ¥
entre les classes de conjugaison dans 71 (M, Py) et les géodésiques fermées dans M.

On obtient ensuite des informations sur Uaction des éléments de w1 (M, Py) sur M :

Lemme 4.4.2

Soit v € w1 (M, Py) différent de I’identité. Notons également -y action de vy sur (M, Py).
Alors, v est hyperbolique et :

||7|l = Long()

ott Long(y) est la longueur de 'unique géodésique fermée dans M librement homotope &
.

On voit alors que tout élément de 71 (M, Py) \ {Id} a une action hyperbolique sur (M, P,).
De plus, comme M est compacte, son rayon d’injectivité est minoré par p, disons, et donc
la norme de tout élément hyperbolique de 71 (M, Py) est également minorée par p. Dans
ce qui suit alors, lorsqu’on va montrer qu’un élément de I' est hyperbolique, il nous suffira
de montrer que cet élément est différent de I’identité, ce qui simplifie les démonstrations
de nos lemmes. Ensuite, si 'on a deux points a,b € Oso M alors 7 ne peut pas envoyer a
sur b et b sur a. En effet, notons 7 la géodésique dans M allant de a & b. On voit que si 0%
échange a et b, alors elle préserve 7 en reversant son orientation. Il en découle que v a un
point fixe a U'intérieur de n et donc a l'intérieur de M, ce qui n’est pas possible pour un
élément hyperbolique. Finalement, on a le résultat suivant sur les points fixes des actions
d’éléments de 71 (M, Py) sur M :

Lemme 4.4.3

Soit v,~" € m1(M, Py) \ {Id} et notons également -y et ' les actions de ces éléments sur
(M, Py). Supposons qu’ils ont un point fixe en commun. Alors, il existe m,n € Z tels
que :

="

En particulier, y et 7' ont les deux points fixes en commun.

4.4.2 Une base de m (%, R).

Soit [(a1, b1), ..., (@n, by)] un n-tuple de paires de lacets simples fermés dans o correspondant
aux poignées de X (voir la figure 4.4.13).

Figure 4.4.13
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On voit que :
(1) Pour tout i les courbes a; et b; sont des lacets simples.
2) Pour ¢ # j les paires (a4, b;) et (a;,b;) sont disjointes.
3293

(3) Pour tout 3, la courbe a; coupe la courbe b; en un seul point. On va supposer que ce
point commun de a; et de b; est le point de base de ces deux courbes, et qu’on note ;.

Chaque lacet fermé dans ¥ définit une classe de conjugaison dans 71(3, Pp). En effet, soit
a un lacet fermé dans X et soit () le point de base de a. Soit & une courbe reliant Py a @

et posons :

Ay = z laz

Soit ensuite y une autre courbe reliant Py & Q. On voit que (y~'z) € m1 (32, Py) et que :
ay = (y 'w)az(y~tz) 7!

On remarque d’ailleurs que tout élément de la classe de conjugaison de a, peut étre con-
struit de cette maniere. Par abus de notation, on va noter également a la classe définie
par a.

Pour chaque i, on définit la courbe ¢; reliant Py a @Q; telle que :

(1) Pour tout i, la courbe ¢; ne s’intersecte pas (elle est injective).

(2) Pour tout ¢ # j les courbes ¢; et ¢; sont disjoints (sauf en Py).

(3) Pour tout ¢, j la courbe ¢; et la paire (a;, b;) sont disjoints (sauf en @Q; lorsque i = j).
(4) Pour tout i, les courbes (a;)., et (b;)e;, sont homotopes a des lacets simples.

On voit que {(a;)c,, (bi)c; } est une base de m1 (X, Fp). Par la suite on va devoir choisir ces
courbes différemment selon les besoins des lemmes différents, c’est-a-dire qu’on ne va pas
utiliser les mémes courbes ¢; pour chaque lemme. Ceci ne pose pas de probléeme, car on
ne s’intéresse qu’aux classes de conjugaison dans 71 (%, Pp).

Ensuite, on voit que chaque paire (a,b) de lacets fermés dans ¥ ayant le méme point de
base engendre une classe de conjugaison de paires dans 71 (X%, Pp). En effet, pour y définie
comme avant, on pose :

(a,b)y = (ay, by)
Comme avant, on voit que tout élément de la classe de conjugaison de (a,b), peut étre
construit de cette fagon. On note [a, b] la classe définie par (a,b).

Maintenant, on voit que la #-image de la classe [a,b] définit une classe de conjugaison
dans 71 (M, Qo) qu’on va noter f[a,b]. Ce dernier engendre une classe de conjugaison de
sous-groupes de w1 (M, Qo) qu’on notera (f[a, b]).

En composant 6 avec des homéomorphismes de ¥ judicieusement choisis (des twists de
Dehn), on va montrer qu’on peut supposer certaines propriétés de 0[a;, b;] et de (0]a;, b;]).
D’abord, on a le résultat suivant :

Lemme 4.4.4

Il existe un homéomorphisme ¥ de ¥ tel que (0W,[a1, b1]) soit non-élémentaire.
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Démonstration : Comme I' est non-élémentaire, en composant avec un homéomorphisme
de ¥ qui permute les générateurs de m(X), on peut supposer que la classe 6(aq) est
hyperbolique. Posons a = (a1)¢, et b = (b1)., et ensuite posons a = 6(a) et §=6(b). Il'y
a deux cas a étudier :

(1) B n’a pas de point fixe en commun avec . Dans ce cas, on prend ¥ = Id et l'on
obtient le résultat recherché.

(2) B a deux points fixes en commun avec « (en particulier, 5 peut étre 'identité). Comme
I’ est non-élémentaire, il existe z € {(a;)¢,, (bi)e; |2 < i < n} tel que & = 6(z) n’a pas de
point fixe en commun avec a. On peut supposer que ax est un lacet simple.

a

Le twist n’a pas d’effet ici.

Figure 4.4.14

Soit T le twist de Dehn autour de ax tel que :
Tia = a, T.b = bazx
Ce twist de Dehn est illustré dans la figure 4.4.14. Or :
Fixe(fa€) = Fixe(a) < Fixe(§) = Fixe(a)

et lon voit alors que Fixe(Saf) NFixe(a) = (. On pose alors ¥ = T et l'on obtient
I’homéomorphisme recherché. [

4.4.3 La deuxieme étape.

Comme dans [16], on va utiliser la premiére poignée comme pivot pour établir des propriétés
des autres poignées. On va ensuite couper X le long des ces poignées pour obtenir une
surface de genre 1 et & 2(n—1) trous. Dans cette section, on va montrer le résultat suivant :

Lemme 4.4.5

Soit 0 : 71 (2, Py) — w1 (M, Qo) non-élémentaire tel que la classe de conjugaison de groupe
(flay, b1]) soit non-élémentaire. Soit i différent de 1. Alors, il existe un homéomorphisme
U tel que :

(1) (0¥, [a1,b1]) est non-élémentaire.
(2) 0V.a; et OV,b; sont hyperboliques.

(3) Pour tout j différent de ¢ et de 1 I’application ¥, laisse invariants a; et b;.
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En utilisant le principe de récurrence, on obtient alors le résultat suivant :
Corollaire 4.4.6

Avec les mémes hypothéses qu’auparavant, il existe un homéomorphisme ¥ tel que :
(1) (0¥,|a1,b1]) est non-élémentaire.

(2) Pour tout i différent de 1, les classes 0V .a; et OV,b; sont hyperboliques.

Comme avant, posons a = (a1)., et b = (b1)., et puis définissons :

Ensuite, pour ¢ différent de 1, définissons :

z = (ai)e; y = (bi)e,

Finalement, posons £ = 0(z) et n = A(y). On changeant au besoin 'orientation de y, on
peut supposer que la courbe yb est homotope a un lacet simple.

Zone de twist. Zone de twist.
!

/LN L /’/‘////////A
: | :QO b : I l Qi Y
e g
N N X
[ I A I

Le twist n’a pas d’effet ici. Le twist n’a pas d’effet ici.

Au vois. de Qg Au vois. de Q;
Figure 4.4.15

Posons dy = yb. Soit T le twist de Dehn autour de dy tel que, pour tout n :

(I¢")sa = dia, (I§)«b=10
(T§)sx =diz, (I3)sy =y

De plus, pour tout j différent de ¢ et de j, comme dy reste loin de (aj,b;), on voit que
(To)« laisse cette paire invariante. Ce twist de Dehn est illustré dans la figure 4.4.15.
Ensuite, soit T, le twist de Dehn autour de a tel que, pour tout £ :

(Ty)+
(T3
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Zone de twist.

i
Vo

AN

Figure 4.4.16

Comme avant, pour tout j différent de 1 et de i, comme a reste loin de (aj,b;), (T,)«
laisse cette paire invariante. Ce twist est illustré dans la figure 4.4.16. On définit alors
Ugn:X— X par :

Ui = TETYT, "

et 'on voit alors que :

(\Ijk:,n)*a = dZa, (\I/k’n)*bak = ba*
(\Ijk:,n)*x = dz.’lﬁ', (\I}k,n)*y =y

Ot di = yba®. En voit en plus que Uy, p, laisse la paire (aj,b;) invariante pour tout j
différent de ¢ et de 1. Il suffit de montrer alors qu’il existe k et n tels que ¥y ,, ait les
propriétés qu’on recherche. On obtient le résultat suivant :

Lemme 4.4.7

1l existe k et n tels que :

(1) Ba* hyperbolique.

(2) 8x = nBa* hyperbolique.

(3) 6%« hyperbolique et n’a pas de point fixe en commun avec Sa®.
(4) 03¢ hyperbolique.

Démonstration :

(1) En effet, comme (a, 8) non élémentaire, on voit que pour tout k, I'’élément Sa* est
différent de I'identité, car, sinon, 3 et a auraient les mémes points fixes, ce qui est absurde.
En particulier, il en découle que Sa* hyperbolique pour tout k.

(2) Supposons qu’il existe k # k' tels que dy et O ne soient pas hyperboliques. Alors,
dans ce cas, on voit que :

ak—k’ _ (’rlﬁakl)—l(nﬁak) — 5k_llék =1d

et, en particulier, on voit que a = Id, ce qui est absurde. Donc il existe au plus un &k pour
lequel 0 = 1d, et donc il existe K tel que pour |k| > K, lapplication dj soit hyperbolique.
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(3) Supposons qu'il existe n # n' et un point P tels que :

1

§ta(P) = 6% o(P) = Ba*(P) = P
Alors, d’abord, on voit que :

T (P) = (pa)(op @) H(P) =P
= 5k(P) =P

et donc :
a(P) = ;" (6} 0)(P) = P

et finalement, on voit que
B(P) = (Ba*)a*(P) = P

et donc « et S ont P comme point fixe commun, ce qui est absurde. Il en découle qu’il
existe au plus un n pour lequel d;a a un point fixe en commun avec Ba¥. On voit alors
qu'il existe N1(k), qui dépend de k, tel que pour tout |n| > Ni(k), Papplication 0} o n’ait
pas de point fixe en commun avec Sa®. En particulier, pour tout tel n, Papplication opa
est différent de l'identité et est donc hyperbolique.

(4) comme dans (2), supposons qu’il existe n # n’ tels que :
rE=00¢=1d

Alors, on voit que :
O " = (RO &) =1d

ce qui est absurde. Il en découle qu’il existe au plus un n pour lequel 07§ n’est pas
hyperbolique, et donc il existe Ny(k) > Ni(k) tel que pour |n| > Ny(k), 'application §7€
soit hyperbolique. []

Démonstration du lemme 4.4.5 : On prend k et n comme dans le lemme précédent. Si g
est hyperbolique, on prend ¥ = Uy ., et 'on obtient le résultat recherché. Sinon, n = Id,
et ’on peut trouver un twist de Dehn T autour de x tel que Ty = zy et qui laisse toutes
les autres courbes invariantes. On voit que :

O(Wy )T = 0T, €7 = 67

ce qui est hyperbolique. On pose alors ¥ = Uy, , oT et I'on obtient de nouveau le résultat
recherché. [

4.4.4 La troisiéme étape.

Suivant [16], on va ensuite couper la surface 3 le long des courbes a; pour i différent de
1. On obtient alors une surface de genre 1 et & 2(n — 1) composantes de bord. C’est-a-
dire qu’il existe une surface ¥y, o de genre 1 et & 2(n — 1) composantes de bord, et une
application continue ® : Yo, o — 3 telles que :
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(1) ® soit un homéomorphisme entre U'intérieur de 3q,_o et X\ (agU...Uay,).

(2) Pour chaque ¢ différent de 1, il existe deux composantes de bord de Y3, 2 qui sont
envoyées homéomorphiquement par ® sur a;. On va noter ces deux composantes d;t.

On va orienter le bord de X5, _o tel que I'intérieur de la surface se situe a sa droite. Pour
tout 4 # 1 on note @; le point de base de a;. Pour chaque i il existe une unique courbe
b; reliant les deux composantes connexes de ®~1(a;) telle que ®,b; = b;. Ensuite, posons
Py = ®~1(P,) et définissons 'homomorphisme O, 5 : 71 (X252, ]50) — m (M, Qo) par :

02n—2 =0o P,

On voit que pour chaque composante connexe a; du bord de Yo, o, la classe 6a,_2(a;) est
hyperbolique. De plus, pour chaque %, si d;r et a; sont les composantes de I'image inverse
de a;, alors les classes de conjugaison 0, _2(a;") et f2,_2(a; ) coincident.

Figure 4.4.17

Par abus de notation, on note a; = ®*a; et 51 = ®*b;. Cette construction est illustrée
dans la figure 4.4.17. On va montrer le résultat suivant :

Lemme 4.4.8

Soit (R, R, Py) une surface pointée a bord de genre 1 et soit a1 et by deux lacets simples
sur R correspondant a la seule poignée de R telles que ay traverse b; en un seul point,
qui est le point de base commun de a; et de by. Soit 0 : m (R, Py) — w1 (M,Qp) un
homomorphisme et supposons que (0ay,b1]) est non-élémentaire. Soient z1 et y; deux
composantes du bord de R et supposons que 0(z1) et 6(y1) hyperboliques. Finalement,
soit ¢ une courbe simple reliant x1 a y1 qui est disjoint de x1, de y1, de a; et de by sauf
éventuellement a ses extrémités (voir la figure 4.4.18).

Alors, pour tout M > 0, il existe un homéomorphisme ¥ : R — R de R tel que :

(1) (0V.[a1,b1]) est non-élémentaire.

(2) Si z une composante de bord différent de =1 et de yi, alors U laisse z invariante.
(3) (0V.[x1,y1]) est un groupe de Schottky.

(4) |09 (z1c7 y10)|| > M.
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.’1716_1y16

Figure 4.4.18

Ce lemme-ce va nous permettre d’utiliser le principe de récurrence pour décomposer ¥, o
en pantalons tel que la 63, s-image du groupe fondamental de chaque pantalon soit un
groupe de Schottky. Afin d’obtenir une décomposition en forme d’arbre, on applique le
lemme au départ aux paires de composantes du bord (d;r, a@; ) pour chaque i. Ensuite, on
applique le lemme comme on veut jusqu’a ce qu’on obtient une surface 5 de genre 1 et a
deux composantes de bord. Une telle surface peut étre décomposée en deux pantalons, et
il va falloir employer une méthode un peu différente, précisée dans la section suivante, afin
d’assurer que les 02,,_o-images des groupes fondamentaux des deux pantalons ainsi obtenus
soient bien des groupes de Schottky (et en fait, c’est pour ¢a qu’on exige le résultat (4)
dans le lemme 4.4.8).

Soit ¢, et ¢, des courbes simples disjointes et disjointes de (a1,b1) de (z1,y1) et de ¢ sauf
éventuellement aux extrémités telles que c, relie Py et le point de base commun de a; et
de by et c, relie Py et le point de base de ;. Maintenant, posons :

— 1 — 1
a=c, ai1c,, b=cy bic,

T =cylzic,, Y= (ccy) tyr(eey)

Posons maintenant a = 0a,_2(a), 8 = O2,—2(b), & = Oap—2(x) et 1 = 2,_2(y). D’abord,
on a le lemme préliminaire suivant :

Lemme 4.4.9

En échangeant au besoin x et y, on peut supposer qu’il existe K; tel que pour |k| > K;
Papplication 8, = nfBa* n’a pas de point fixe en commun avec €.

Démonstration : Supposons qu’il existe k # k' tels que, pour chaque P € Fixe(§) :
npa*(P) = P,nBa* (P) = P

Alors :

et donc :
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Ensuite, supposons qu’il existe k #* k' tels que, pour chaque P € Fixe(n) :

¢Ba*(P) = P,¢Ba* (P) = P
Alors, pour les mémes raisons, on voit que :
Fixe(a) = Fixe(n)

et donc, en particulier, Fixe(n) = Fixe(§). On voit alors que pour chaque P € Fixe(§) =
Fixe(n) :
B(P) =n~'(nBe*)a *(P) = P
et donc :
Fixe(B) = Fixe(§) = Fixe(a)

ce qui est absurde. On voit alors que, soit il existe au plus un k tel que nBaF ait les mémes
points fixes que &, soit il existe au plus un k tel que £Ba® ait les mémes points fixes que 7.
Donc, en échangeant éventuellement x et y, on voit qu’il existe K7 tel que pour |k| > K;,
I'application 6, = nBa* n’ait pas de point fixe en commun avec ¢. Comme &,0;, € T, les
ensembles Fixe(dx) et Fixe(¢) sont, soit disjoints, soit identiques. Le résultat en découle. O

Maintenant, on changeant ’orientation de b s’il le faut, on peut supposer que yb est ho-
motope a un lacet simple. Posons dy = yb.

L : Zone de twist. T
| \
, I
-~ | | éfﬂ_ :{_// = —
A, \,/ g |
~__Ca /' 4 -
— o= |
Py / b |
Cr I
Zone de twist. /:
Le twist n’a pas d’effet ici.
Au vois. de B Au vois. de z

Figure 4.4.19

Soit Ty le twist de Dehn autour de dj tel que, pour tout n :

(T§)ea=dja,  (I3).b=b
(T¢")sz = dgzdy ™, (Tg')sy =y

De plus, pour z une composante du bord différent de =, et de y1, on peut supposer que
ce twist de Dehn Tj laisse z invariant. Ce twist de Dehn est illustré dans la figure 4.4.19.
Ensuite, comme avant, on peut choisir un twist de Dehn T, autour de a tel que, pour tout
k :
TF).a=a, (TF).b=ba*

) (

( o
(TFHx==z (THy=y
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et, de la méme fagon, pour z une composante du bord différent de x, et de yq, le twist de
Dehn Tj, laisse z invariant. On définit alors Wy, ,, : Yoy—o — Yoo par :

U = TETRT,F
et 'on voit alors que :

(Yk,n)sa = dia, (Yk,n)
(Trn)sxz =dlzd."™, (Ukn)y=y
Ou dj, = yba®. On a le résultat suivant :
Lemme 4.4.10
Pour tout M > 0, il existe k et n tels que :
(1) Ba® hyperbolique.
(2) 6, = nBa® hyperbolique.
(3) 6pa hyperbolique et n’a pas de point fixe en commun avec Bak.
(4) 67&6; "n hyperbolique et n’a pas de point fixe en commun avec 7).
(5) (0p&6, ™, m) un groupe de Schottky.
(6) ll5p¢0;™nll > M.

Démonstration : Les résultats (1),(2) et (3) découlent du méme raisonnement que dans le
lemme 4.4.8. En particulier, on a montré qu’il existe Ky > K; tel que pour |k| > Ko, les
résultats (1) et (2) soient vrais. Ensuite, pour tout |k| > Ko il existe N (k), qui dépend
de k tel que pour |n| > Ny(k), le troisiéme résultat soit vrai.

(4) Supposons qu'il existe k # k' et P tels que :

nBak (P) = nBa® (P) = n(P) = P

Alors :

et donc :
B(P) =n~'(nBa*)a~k(P) =P

et donc P est un point fixe de « et de 3, ce qui est absurde. On voit alors qu’il existe au
plus un k pour lequel §; = nBa* a un point fixe en commun avec 7. Il en découle qu’il
existe K3 > K> tel que pour |k| > K3 l'application 0 n’ait pas de point fixe en commun
avec 1).

Maintenant, supposons qu’il existe (n;);cn et un point P tels n; 1 oo lorsque ¢ tend vers
I'infini et que pour tout % :
0 €0 " (P) =n(P) =P
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Notons &, et &* les points fixes respectivement répulsif et attractif de &, on voit que les
points fixes de 6,76, ™ sont 0,7 (&) et 6,7 (£*). Donc, pour tout ¢ :

P € 0, (Fixe(£))
et donc, en prenant la limite lorsque 7 tend vers l'infini, on voit que :
P € Fixe(dg)
On voit alors que :
P € Fixe(dx) NFixe(n) # 0

ce qui est absurde. On voit alors que pour tout k > K3 et existe Na(k) > Ny(k), qui
dépend de k, tel que pour |n| > Na(k), I'application d7£6, ™ n’ait pas de point fixe en
commun avec 7, et donc application §7£d, "7 n’ait pas de point fixe en commun avec n
non plus.

(5) Dans l'étape précédente, on a montré que :
Fixe(dx) NFixe(n) = ()
De plus, par le lemme 4.4.9, on sait que :
Fixe(dr) NFixe(§) =0
Mais, on sait que, pour tout n :
165€6;, ™Il = lI€]] >0
et que :
Fixe(0;£6,. ") = 0f, (Fixe(§))
Donc, si I'on note dy, et d0; les points fixes respectivement répulsif et attractif de d; on
voit que :
Fixe(0p€0, ") — 0x" lorsque n — 400
Fixe(07£0, ") — Oy lorsque n — —oo
et il en découle par le corollaire 4.3.15 qu'il existe N3(k) > Na(k) tel que pour |n| > N3(k)
le groupe engendré par (67£6, ", n) soit un groupe de Schottky.

(6) Comme :
Fixe(¢) NFixe(dy), Fixe(n) NFixe(dg) = 0

On voit par le lemme 4.2.11 qu’il existe Ny(k) > N3(k) tel que pour [n| > N3(k) :
Iopes;mnll > M

et le résultat en découle. [

On peut maintenant démontrer le lemme 4.4.8 :

Démonstration du lemme 4.4.8 : On prend k et n comme dans le lemme précédent et ’on
pose ¥ = Wy ,,. Puisque :
10T (z1c g || = (|0 (zy)]|
= [|0(drzd " y)|l
= 1650, " nll
le résultat en découle. (1
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4.4.5 La derniére étape.

Maintenant, en partant de la surface ¥, et en le coupant selon la deuxieme partie et puis
en enlevant successivement des pantalons selon les prescriptions de la troisieme partie, on
obtient (Xg, 0%2, Py) une surface pointée de genre 1 et ayant deux composantes de bord.
De plus, on a 3 : 1 (32, Py) — 71 (M, Qo) un homomorphisme non-élémentaire. Soit ay
et by deux lacets simples sur Y5 correspondant a la seule poignée dans cette surface telles
que a; traverse b, en un seul point, qui est le point de base commun de a; et de b;. Notons
z1 et y; les deux composantes de bord de X5 et orientons les de telle sorte que la surface
se situe a leur droite. La surface Y5 se décompose en un pantalon et un tore 6té d’un
disque. On peut supposer que la courbe le long de laquelle le tore est recollé au pantalon
est librement homotope a yx et qu’elle est orientée de telle sorte que le pantalon se trouve
a son gauche. Notons c; ce lacet simple. On peut supposer que a; et by sont orientés de
telle sorte que a~b~1ab soit librement homotope & ¢; (voir la figure 4.4.20).

Figure 4.4.20

Cette derniere section a pour but de montrer le résultat suivant :
Lemme 4.4.11

11 existe un homéomorphisme U de ¥ tel que (05, [x1,11]) et (2%, [a7  bra1,b1]) soient
des groupes de Schottky.

En remplacant 65 par 02V, on voit que si 'on coupe X5 le long de b; et de ¢, on obtient
une décomposition de Y5 en deux pantalons dont la f3-image de chaque pantalon est un
groupe de Schottky.

Soit maintenant c,, ¢, et ¢, des courbes simples reliant P, respectivement au point de
base commun de a; et de by, au point de base de z; et au point de base de y;. On suppose
que ces courbes sont mutuellement disjointes et disjointes de a1, de by, de =1 et de y;, sauf
éventuellement a leurs extrémités. On pose maintenant :

— 1 — 1
a=c, aicq, b=c, bic,
— 1 — 1
T =y T1Cz, Y= Cy YiCy
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On peut supposer que ¢ = a~ b~ 'ab librement homotope & (yx)~!. Posons ensuite :

a=03(a), = 02(b),6 = 02(x),n = 02(y), 0 = O2(c)

On sait que (£,7n) est un groupe de Schottky et que {(«, ) est non-élémentaire. De plus,
par la sixiéme partie du lemme 4.4.10, on peut supposer que ||| = ||c|| est aussi grande
qu’on veut. En particulier, on peut supposer que :

€1l > llmll; lI<]

et donc n& n’est conjuguée ni a 7, ni a . Soit T, le twist de Dehn autour de c tel que,

pour tout m :
T"a = a, T"b=1b
T =cmxc™™ T'y=cmyc ™

On a ensuite le résultat suivant :
Lemme 4.4.12
11 existe m tel que J,, = ™ &o~ "3 soit hyperbolique.
Démonstration : Supposons qu’il existe m # 0 tel que J,,, = Jo = Id. Alors :
I = Iyt
= o™gg mBpIE

— Um§0_m€_1

Ensuite, on voit que, pour tout m :

oMmEgTmE1 =1d
= oM™ =¢£
= Fixe(c™&o~™) = Fixe({)
= o™(Fixe(£)) = Fixe(§)
= Fixe(¢) = Fixe(o)
= Fixe(¢) = Fixe(n¢)
= Fixe(¢) = Fixe(n)

ce qui est absurde, car (£,7n) est un groupe de Schottky. Donc, soit Jy # Id, soit J; # Id
et le résultat en découle. [J

On voit alors qu’en remplagant 6 par 6o (T,.), s’il le faut on peut supposer que J = &0 est
différent de 'identité.

On peut supposer que zb est un lacet simple et, comme avant, en utilisant des twists de
Dehn, pour tout k£ et n, on peut construire un homéomorphisme ¥y ,, de ¥4 tel que :

(Ukn)sa =dpa, (Tgn)sba® = ba*
(\Pk,n)*m =, (\Ilk,n)*y = d];nydz
Ot di, = zba®. On a le résultat suivant :
Lemme 4.4.13
Il existe k et n tels que (g, (67a) "1y, ' (0ra)) et (€,6; "nd) soient des groupes de Schot-
tky, ou :
Ve = B, 6k = Evi
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Démonstration :

(1) Comme :
laBa™ B4 = |Ing|l > [1€]]

On voit que :
afa=tp! # &
= afa 17t £1d

(2) Maintenant, supposons qu’il existe k # k' et P tels que :
Bak(P) = po¥ (P) = P

Alors, on voit que : . ,
oM (P) = (Ba*) " (Ba®)(P) = P

et donc :
a(P)="P

Ensuite, on voit que :
B(P) = (BaF)a~"(P) = P

et donc :
P € Fixe(8) NFixe(a) # ()

ce qui est absurde. On voit alors qu’il existe au plus un k pour lequel v, = Ba* fixe un
point donné, P. Donc il existe K tel que pour |k| > K, I'application -y, n’ait pas de
point fixe en commun, ni avec £, ni avec 7, ni avec fa~ 87 o (en supposant que ce
dernier est hyperbolique). En conjuguant ce dernier avec «, on voit que pour |k| > Kj,
ayra~! n’a pas de point fixe en commun avec aBa~ S~ (qui est différent de Iidentité
par (1)). De plus, on voit que pour |k| > K, lapplication d; = £y, n’a pas de point fixe
en commun avec &, et non plus avec 7.

(3) Maintenant, si Fixe(dy) = Fixe(n), alors :

[0k7] =1Id
= 0,"nop =1

et donc, en particulier, (¢, 6, "ndy) = (£, n) est un groupe de Schottky pour tout n. Sinon,
Fixe(dx) NFixe(n) = (. Notons 0, et d;" les points fixes respectivement répulsif et attractif
de 0. On voit que :

Fixe(6, "ndy) — Ok, lorsque n — +00
Fixe(6, "ndy) — 0f lorsque n — —oo

De plus, ||6;"ndz]| = ||nll > 0. Donc, puisque Fixe(d) NFixe(§) # 0, on voit par le
corollaire 4.3.15 qu'il existe Ni(k) tel que pour |n| > Ny(k) le groupe (&, 6, "néj) soit un
groupe de Schottky.
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(4) Comme Fixe(v) NFixe(dx) = 0, on voit que :

Fixe((07a) v, (02a)) — a='(0k,) lorsque n — +oo
Fixe((07a) 'y, (0Ra)) — a~'(}) lorsque n — —oo

Supposons maintenant qu’il existe P tel que :
e (P) = a~Y(P), 8k (P) = éyi(P) = P
Alors, on voit que :
ayga '(P) =P
et donc : 1 1
P = (ayka” ) (&) HP)

= afarta"FBEH(P)
= afa”tTIETHP)

Donc ayga~! a un point fixe en commun avec afa~tB71€7L ce qui est absurde par (2).
On voit alors que :

1

a1 (Fixe(dx)) N Fixe(yx) = 0

Comme ||(07 ) 1y, (62a)]] = ||v]] > 0 il en découle par le corollaire 4.3.15 qu'il existe
Ny (k) = Ni(k) tel que pour |n| > Na(k) le groupe (i, (7)™ v, (7)) soit un groupe de
Schottky. [

Maintenant, pour démontrer le lemme 4.4.11, il suffit de prendre £ et n comme dans le
lemme précédent et de poser ¥ = Wy .

<

4.5 Homomorphismes du groupe fondamental et le prob-
leme de Plateau.

4.5.1 La décomposition en pantalons.

Dans cette section, on va démontrer le théoreme 4.1.4 en utilisant la construction de
Gallo, Kapovich et Marden. Afin de comprendre la condition sur I’existence d’un relevé
0 de 0 dans Homeo (8OOM ), on va étudier dans la suite la topologie du groupe d’homéo-
morphismes de la sphere.

Soit ¥ une surface de Riemann de genre g et soit M une variété compacte de dimension 3
et & courbure sectionnelle strictement négative. Soit pg € ¥ et go € M des points de base,
et soit 6 : w1 (X, po) — 71 (M, go) un homomorphisme non-élémentaire.

Soit A4 un arbre trivalent a 2g—2 sommets. C’est-a-dire que A, contient g—2 sommets, dits
des sommets internes qui sont reliés a 3 autres sommets et g sommets, dits des sommets
erternes qui ne sont reliés qu’a un autre sommet. Les sommets externes sont les feuilles

de l'arbre (voir la figure 4.5.21).
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Racine

Figure 4.5.21

On choisit un point externe py de A, qu’on appelle la racine de A4. Soit Dist la métrique
maximale sur A, qui donne a chaque aréte un longeur de 1. On définit la fonction hauteur
h:Ay; — Npar :

h(p) = Dist(p, po)

Pour p € A, un point interne, on choisit une orientation pour les trois arétes partant
de p. Notons A (p) l'aréte de A, partant de p vers le bas (c’est-a-dire, l'aréte pg ol
h(g) = h(p) — 1). Notons Ag(p) (resp. Ap(p)) 'aréte de A, partant de p vers le haut &
gauche (resp. a droite). C’est-a-dire que, pour tout p, le triplet (A, (p), Ac(p), Ap(p)) est
orienté positivement relativement a I'orientation qu’on vient de choisir.

Un pantalon marqué est un sextuplet P = (P, p1, p2, P3, Y13, Y32) Ol :

(i) P est un pantalon et p;, py et p3 sont des points dans des composantes connexes
distinctes de son bord et,

(ii) 13 et 32 sont des courbes tracées dans P telles que :
m3(0) = p1 m3(1) = ps
¥32(0) = ps3 Y32(1) = p2

On note :
7T1(P) = 7T1(P,p1)

En général, on notera C; la composante connexe de 0P contenant p;, et I’on choisit son
orientation de telle sorte que le pantalon se situe & sa gauche (voir la figure 4.5.22).

Le marquage nous permet d’identifier chaque C; avec un élément de 71 (P). En particulier :
Ci'=Cy-Cs

Dans les sections précédentes, on a décrit comment obtenir une décomposition en pantalons
marqués (Pg)qca, de la surface % et, pour chaque ¢ un homomorphisme 6, : 71 (Py) —
m1(M, qp), tels que :

(i) pour chaque ¢ € A, on identifie Cy 1, Cy 2 et Cy 3 respectivement avec A (p), Ac(p)
et Ap(p),
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Figure 4.5.22

(ii) pour ¢, ¢’ € A, les pantalons P, et P, sont reliés si et seulement si ¢ et ¢’ sont voisins
dans Ag,

iii) pour ¢, ¢’ € A, voisins, les pantalons P, et P, sont reliés le long da la composante du
g q q g
bord identifié & I’aréte qq’ de Ag,

(iii) pour ¢, ¢’ € A, voisins, si P, et Py sont reliés le long de la courbe C' = C;il = Cy j,
alors, le point p,; coincide avec le point py j,

(iv) pour tout ¢ € Ay, si 'on note ¢, : P, — ¥ le plongement canonique, alors :
Og =00 (tq)s

v) si ¢ € A, est un sommet externe, alors le pantalon P, est recollé a lui-méme le lon

g q g
de la courbe C = Cy =C, 31, pour former une poignée de telle sorte que les points py 2 et
Dq,3 coincident, et

(vi) pour tout a, 'image de 6, est un groupe de Schottky.

4.5.2 Des tresses et la topologie de Homeo™ (5?).

Le groupe (M, qo) se plonge canoniquement dans Homeo' (8,cM). On considere alors
'application § comme étant un homomorphisme de (3, po) & valeurs dans le groupe
Homeo™ (8,0 M).

Soit X C Y des espaces topologiques. Une déformation rétraction forte de Y sur X est
une application ¢ : I x Y — Y telle que :

(i) Yo : Y — Y est l'identité,
(if) 91 (Y) € X, et
(iii) pour tout ¢ € I, la restriction de 1y & X est 'identité.

Notons S2 C R3 le sphere de rayon un dans R3. On rappelle le résultat suivant concernant
le type d’homotopie de Homeo™ (S?) (voir [15], [37]) :

Théoréme 4.5.1 [Friberg, 1973]

L’espace Homeo™ (S2) se rétracte par déformation forte sur SO(3,R).
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En particulier, on obtient :

Corollaire 4.5.2
71 (Homeo™ (S2),1d) = 7;(SO(3,R),1d) = Z,

Une tresse d’ordre 3 dans C est un triplet ¥ = (0, 71,72) o Yo0,7v1,72 : L — C sont
des courbes telles que, pour tout ¢ € I les points vo(t), v1(t) et v2(t) soient distincts.
Le lecteur interessé peut trouver un traitement plus détaillé des tresses en générale et le
groupe fondamentale de PSL(2,C) dans 'annexe D. Définissons A C C x C x C par :

A= {(zo,zl,ZQ)@x@x@ | 314 # j tel que zi:zj}

Une tresse d’ordre 3 dans C est alors une courbe dans C x C x C \ A. Pour tout ¢t € I, on
note :

(@) = (v0(t), 11(2), v2(t))

On appelle le point 4(0) le point de base de la tresse 4. On dit que la tresse est fermée si
et seulement si :

Soit yp et 1 deux tresses ayant les mémes extrémités. Une homotopie entre vy et v; est
une famille continue (7;):cr de tresses ayant les mémes extrémités que vy et 41 telle que :

o = Y0, =M1

Pour zgy, 21, 29 € C distincts notons T (20, 21, 22) la famille de tresses fermées d’ordre 3 dans
C ayant (2o, 21, 22) comme point de base. Soit ~ la relation d’équivalence d’homotopie sur
T (20, 21,22). La loi de composition des courbes nous donne une loi de composition de
tresses, et I'ensemble T°(2, 21, 22)/ ~ forme ainsi un groupe.

Pour 4 une tresse d’ordre 3, on définit la courbe P(¥) : I — PSL(2,C) telle que, pour
tout t € I, (P(¥))(t) soit 'unique élément de PSL(2, C) qui envoie 4(0) en ¥(¢). Pour tout
20, 21, 29 € C distincts, Papplication P définit un isomorphisme entre T%(20, 21, 22)/ ~ et
w1 (PSL(2,C),Id). On obtient le résultat suivant :

Lemme 4.5.3

Soit ¢ : I — Homeo™ (C) un lacet fermé ayant Id comme point de base. Soit zg, 21, z2 € C
distincts. Définissons 7 € T(zg, 21, 22) telle que, pour tout t € I :

F(t) = (ct(20), ct(21), ct(22))

Alors, la courbe ¢ est homotope dans Homeo™t (C) 4 P(5).
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Démonstration : En utilisant la projection stéréographique, on peut trouver une biholo-
morphie entre C et S2 qui est unique a rotation pres. On peut considérer alors SO(3,R)
comme un sous-groupe de PSL(2,C). Par le théoréme 4.5.1, il existe une déformation
rétraction forte ¢ : I x Homeo™ (C) — SO(3,R). Définissons 7 : I x I — T(z, z1, 22)
par :
ﬁ(57 t) = ((,OS(Ct))(Zo, 21, Z2)

La courbe ¢1(c) est homotope & ¢ et, puisqu’elle est dans SO(3,R) C PSL(2,C), on
obtient :

p1(c) = P(in)
Or, 4 = 7)o est homotope & 77 et donc ¢1(c) est homotope & P(7) et le résultat en découle. O

Donc, pour déterminer le type d’homotopie d’une courbe fermée ¢ dans Homeo"'((f:) ayant
'identité comme point de base, il suffit de déterminer le type d’homotopie de la tresse
¢(zo, 21, 22) pour (2o, 21, 22) un triplet quelconque de points distincts dans C.

4.5.3 Le groupe fondamental de PSL(2,C).

Il est classique que PSL(2, C) se rétracte par déformation forte sur SO(3,R) et donc que son
groupe fondamental est isomorphe & Z,. Le théoreme 4.5.1 nous donne le méme résultat
pour Homeo™ (C). Dans cette section, on va montrer le résultat suivant :

Lemme 4.5.4

Soit ¢ : T — Homeo" (C) un lacet fermé ayant identité comme point de base. Soit
20, 21, 22 € C distincts et définissons la tresse 4 telle que :

A(t) = (ce(20), ce(21), ct(22))

Soit a un lacet simple fermé ayant z; comme point de base et définissons la tresse 1) par :

M(t) = (20,a(t), 22)

Supposons que 4 est homotope 4 7) dans T°(zg, 21, 22) et que a sépare zy et z5. Alors c est
homotopiquement non-trivial dans Homeo™ (C).

Le groupe PSL(2,C) agit transitivement sur C. Le fixateur de l'infini est le groupe de
transformations affines de C, qui est difféomorphe a C x C*. Définissons 7 : C x C* —
PSL(2,C) par :

i(u,v)z =u+vz

On identifie Cx C* avec son image par i dans PSL(2, C) et ’on obtient le résultat suivant :
Lemme 4.5.5

Soit v : I — C x C* un lacet fermé ayant I’identité comme point de base. Alors v est
homotopiquement trivial dans PSL(2,C) si et seulement si elle tourne un nombre pair de
fois autour de lorigine.
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Démonstration : Définissons 7 : PSL(2,C) — C par :
m(a) = a(0)

On obtient la suite exacte longue suivante :

A

(€, 00) 5 71 (C x C*, (0,1)) 23 71 (PSL(2, C), I) =5 71 (€, o0)

Comme 7r1(@, 00) est trivial, ’'homomorphisme i, est surjectif. Donc tout lacet fermé dans
(PSL(2,C),I) est homotope & un lacet fermé dans (C x C*,(0,1)). Ensuite, on sait que
m2(C, 00) est engendré par I’application :

A

a: (C,00) = (C,0); 2+ 2
Le noyau de i, est alors engendré par da. Définissons & : C — PSL(2,C) par :

_1+zw
o w-—3%

a(z)w

Donc :

En particulier :

(med)(2) i G(z) - 00
= MQ ; «

Soit d lopérateur de restriction des fonctions sur D & des fonctions sur S'. Par définition,
da est une courbe v € C((S1, 1), (C x C*,1d)) telle que :

1y = d&
Maintenant, pour A €]0, co[, on pose :
@y : ST = PSL(2,C); e = a(Ne?)

En meéme temps, on note :
A 1 i et
doo : S5 = PSL(2,C);e" — it

et I’on voit que &) — G, lorsque A tend vers l'infini. Il en découle que a s’étend en une
application continue de la compactification de C par le cercle a Uinfini dans PSL(2,C) et
que :

(d&) = dioo
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Définissons v : S — C x C* par :

On voit que :

1Y = Qoo
= (da)
= da =7

D’ou : X
dm2(C, 00) = 21, (C x C*, (0, 1))

C’est-a-dire que I'image de ¢ est ’ensemble des courbes dans (C x C*, (0, 1)) qui tournent
2n fois autour de 'origine. Le résultat en découle. [

On obtient le corollaire immédiat suivant :
Corollaire 4.5.6

Soit 29, z1 deux points dans C et soit a : I — @\ {20, 21} un lacet simple fermé qui sépare
2o et zy. Définissons la tresse fermée y € T°(zp, a(0), z1) par :

7(t) = (20, a(t), 21)

Alors, le lacet fermé P(¥) est homotopiquement non-trivial dans w1 (PSL(2,C)).
Ces résultats et le lemme 4.5.3 nous permettent de montrer le lemme 4.5.4 :

Démonstration du lemme 4.5.4 : Définissons la tresse 7 € T°(z, 21, 22) par :

F(t) = (ct(20), ct(21), ct(22))

Par le lemme 4.5.3, la courbe ¢ est homotope dans Homeo™ (C) & P (). P(7) est homotope
dans PSL(2,C) a P(7}). Par le corollaire 4.5.6, la courbe P(7) est homotopiquement non-
trivial dans PSL(2,C), et donc elle est homotope & une courbe ¢’ dans SO(3,R) qui est
homotopiquement non-trivial dans SO(3,R). Donc ¢ est homotope & une courbe dans
SO(3,R) qui est homotopiquement non-trivial dans SO(3,R) et le résultat en découle. O

4.5.4 La reconstruction des pantalons.

Soit M une variété compacte de dimension 3 & courbure sectionnelle strictement négative et
soit gop un point de base dans M. Soit M le revétement universel de M. Soit I" C 71 (M, qo)
un groupe de Schottky. Pour v € I' un élément quelconque, notons y_ et 4 les points
fixes respectivement répulsif et attractif de . Soit a, 8 € I' les générateurs de ce groupe.
Soit Ci et C;E quatre cercles tracés dans le sphere 0., M et orientés de tel sorte que chaque
cercle soit placé dans I'extérieur des trois autres. Supposons que :

= Int(C})
= Int(Cg)
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On va dire que de tels cercles sont des cercles générateurs du groupe I' relativement a
(a, B).

Définissons €2 par :
Q = Ext(C;)NExt(CH) N Ext(Cz) N EXt(C;)

Soit a et b des courbes simples tracées dans  qui ne s’intersectent pas telles que a (resp.
b) va de C; (resp. Cg) & CF (resp. Cf) et que :

On appelle (a,b) une paire de courbes génératrices de I' = (v, ). Soit ¢; et ¢y des courbes
simples tracées dans 2 ne s’intersectant pas et n’intersectant ni a, ni b telles que ¢; (resp.
c2) va de CB’ (vesp. Cg) & Cy (resp. Cy) et que :

a(c2(0)) = e(1)
Blea(1)) = cr(0)

(voir la figure 4.5.23). Les courbes c; et ca sont définies & homotopie pres par le choix de
a et de b.

C1

Figure 4.5.23

Les quatre courbes a, b, ¢; et co découpent I’ensemble 2 en deux composantes connexes.
Notons H I'adhérence dans 0., M de la composante connexe qui se situe au gauche de la
courbe a. Définissons P par :

P= U ~(H
7Erv( )

Notons P l'intérieur de P. L’ensemble P est un ouvert connexe et simplement connexe
dans 8,oM invariant par l’action de I’ sur dooM. La frontitre 9P = P\ P de P est une
courbe de Jordan dans 8., M invariant par I'action de I' sur 8., M. Pour v €T, les deux
points fixes de 7 se trouvent dans P. La surface P/T" est un pantalon et I’on dit que c’est
un pantalon associé au groupe de Schottky I' et au choix des courbes a et b. Par abus de
langage, on dit également que son revétement universel P est un pantalon associé a I' et
au choix des courbes a et b.
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Enfin, soit ¢ € A;. Posons a = 0,(Cy.2) et B = 04(Cy3). Soit (a,b) une paire de courbes

génératrices du groupe (o, 8). Pour P un pantalon associé au groupe de Schottky («, )
et aux courbes a et b, on obtient une application i, du revétement universel du pantalon
P, dans 0. M qui est un hf)méom9rphisme sur son image et qui est équivariant par 6,.
Par définition, si 'on note C, 2 et Cy 3 les relevés respectivement de Cy 2 et de Cy 3, alors

Z‘q(c:vqﬁ) =a
iq(Cq3) =b

On va dire que ’homéomorphisme ¢, est un homéomorphisme associé a 0, et au choix des
courbes génératrices a et b.

4.5.5 Des classes homologiques.

Soit M, M et ' = (a,8) comme dans la section précédente. Pour v € I, définissons le
tore T, par :

Ty = (O M \ {v=, 7+ 1)/ ()

Notons 7, : dM \ {y—,7+} — T, la projection canonique. Soit (a,b) des courbes
génératrices de I' et soit P un pantalon associé a I' et au courbes a et b. On obtient le
résultat suivant :

Lemme 4.5.7

Pour tout v € T, il existe une unique classe homologique [P, € H1(T,) telle que, pour
tout pg € P et pour tout c: I — P telle que :

c(0) =po, (1) =7(po)

on ait :
[Ply =[mod]

Démonstration : En effet, soit pg et p1 dans P. Soit ¢y et ¢1 des courbes telles que :
co(0) = po, co(1) = v(p1)
c1(0) = p1, c1(1) = v(p1)

Alors, puisque P est connexe, simplement connexe et invariant sous ’action de v, il existe
une homotopie (ct)c[o,1] entre co et c1 telle que, pour tout ¢ :

ct(1) = v(ct(0))
D’ou :

[moco] =[moc]
et le résultat en découle. O

Notons C une courbe qui tourne une fois autour du cylindre C\ {74} de telle sorte
que v4 se situe & sa gauche (c’est-a-dire, en son intérieur). C, définit une unique classe
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homologique [C,] dans H;(T,). En utilisant la dualité de Poincaré, on obtient un produit
scalaire (-, -) sur Hy(T,) et Pon définit C, € H,(T,) C H:(T,) par :

Cy = {la] € Hi(T,) | ([Cy], [a]) = 1}
Heuristiquement C, comprend les courbes dans T, qui traverse C, une seule fois et de
droite a gauche. On obtient le résultat trivial suivant :
Lemme 4.5.8
Pour tout y € I' :
[Ply €Cy

Démonstration : Soit pg € P et soit ¢ une courbe dans P reliant py & y(pp). On peut
supposer que c¢ n’intersecte C,, qu’en ses extrémités. Par définition de C,, la courbe moc
traverse m o C de droite a gauche, et le résultat en découle. [

Les courbes a et b définissent des éléments [a], et [b], respectivement de C, C H1(T,) et
de Cg C H1(Tp) et, par définition de [P], on obtient :

[Pla =lala, [Pl =1[b]g
En particulier, en utilisant des twists de Dehn autour de C} at de Ct, on obtient
immédiatement le résultat important d’existence suivant :
Lemme 4.5.9

Soit & € Cy et B € Cp. Alors, il existe a’ et b’ des courbes génératrices de I' telles que :
[@]o =& []s =B
Donc, si P' est un pantalon associé a T et aux courbes a’ et V', alors :

[Pla=a[Plg=5

De la méme facon, la courbe composée (acy') - ¢, ' définit un élément de Cap et, de
nouveau :

[Plag = [(ec1") - 3 ']ag

Soit ¢ € Ag. Posons o = 04(Cy2) et f = 04(Cyq,3). Soit (a,b) une paire de courbes
génératrices du groupe (o, ) et soit i, un homéomorphisme associé a 6, et au choix des
courbes génératrices a et b. Notons P, le revétement universel de P,. Pour tout ¢ € m(P,),
définissons [Py, iq]c € Cg, () par :

[Pg,iqle = [iq(Pq)]Gq(C)
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4.5.6 Des relevées des applications.

Soit v € I'. Notons également v la géodésique dans M reliant y_ A ~v+. Notons o TM —
0o M T'application de Gauss-Minkowski et notons N, le fibré unitaire en cercles normaux
A4 7. Par le lemme 4.2.2, Papplication 7 : Ny — Ooo M \ {7+} est un homéomorphisme.
En utilisant le transport parallele, on construit ¢ : R X N, @) — N, un isomorphisme
canonique de fibrés en cercles. R x N, ) est canoniquement biholomorphe a C*. Soit « :
C* — Rx N, (o) une biholomorphie. Définissons ’homéomorphisme ¢, : C* — Ooo M \{7+}
par :
Py = W oypoan

L’application ., dépend du choix de I'image de 'origine (ou du point de base) dans la
paramétrisation par longeur de 7 et de la biholomorphie avec C*. Un autre choix de point
de base de la paramétrisation par longeur de 7 équivaut a une translation du cylindre

N,, ce qui est une application conforme. Il en découle que I’application ., est unique a

biholomorphie de C* pres, et donc, si 7, : C* — O M \{7+} est un autre homéomorphisme
défini de la méme maniere, alors, il existe w € C* tel que, pour tout z € C* :

) (2) = 1y (w2)

L’application ., se prolonge uniquement en un homéomorphisme entre C et 0o M. Notons
aussi 1, cet homéomorphisme. On va appeler 1, une conformalisation de Ooo M relative &
la géodésique . Dans le cas olt M est & courbure constante, on peut supposer que M = H3
et I’application ., est alors conforme.

Notons Aut(C*) le groupe de biholomorphismes de C*. Aut(C*) est le sous-groupe com-
mutatif de PSL(2,C) engendré par les rotations et les homothéties de C*. Ce groupe est
isomorphe au groupe multiplicatif C*. On définit Aut(y) par :

Aut() = (). Aut(C*)

De le méme fagon, par abus de notation, on définit PSLy(7y) par :
PSLa(7v) = (¢4)«PSL(2,C)

Les groupes Aut(vy) et PSLa(7) sont des sous-groupes de Homeo™t (8o M).
Soit maintenant ¢ : I — 9o M \ {71} telle que :

7(c(0)) = ¢(1)
Il existe une unique courbe 4 dans Aut(vy) reliant I'identité & + telle que, pour tout ¢ :
F(#)(c(0)) = ¢(t)

I en découle que ¢ définit uniquement un relevé (y; ¢) de v dans Homeo (800 M ). En parti-
culier, tout élément [c] de C., définit uniquement un relevé (y; [c]) de vy dans Homeo (oo M)
et donc [P], définit uniquement un relevé (v; P) de v dans H()/Ir\fe/o+(6ool\~4 ).
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Soit ¢ € Ag. Posons a = 0,(Cy2) et = 04(Cq3). Soit (a,b) une paire de courbes
génératrices du groupe (a, ) et soit 4, un homéomorphisme associé a 6, et au choix des
courbes génératrices a et b. Notons ]5q le revétement universel de P,. Pour tout ¢ € m1(P,),
définissons (c;iq) par :

(ciiq) = (04(c); iq(]sq))
Notons T5(C) I'ensemble de tresses d’ordre 3 dans C et définissons T5(7) par :

T5(7) = (1) T5(C)

Pour (a,b,c) € T3, on définit P(a,b,c) : I — PSL(2,C) comme avant telle que, pour
tout ¢, Papplication P(a,b,c)(t) soit I'unique application conforme qui envoie le triplet
(a(0),b(0), c(0)) en le triplet (a(t),b(t),c(t)). Définissons P, : T5(y) — PSLy(y) par :

Py = (’/’7)*7)

Pour tout point p € O M , notons p la courbe constante qui envoie l'intervalle en p. Par
définition :
(75¢) = Py(r=56,74)
On obtient le résultat clé suivant :
Lemme 4.5.10

Notons v = aff. Posons :
A = [P] 5[PlalPls
Alors, A, qui est un lacet fermé dans Homeo™ (8OOM ) est homotopiquement non-trivial.

Démonstration : P est homéomorphe au cercle S et est invariant par l’action de I' =
(a, B) sur 0o M. On sait que :

a_ € Int(a=H(C})), ay € Int(a(CY))
A- € Int(B~1(Cy)), By € Int(B(Cy))
Ensuite :
t N () 74 € Int(a(CY))
B(v-) € Int(a™'(Cy)), Blv+) € Int(B(CY))

Il en découle que les 8 points a, B4, 7+ et B(v+) sont distribués sur 9P selon le diagramme
dans la figure 4.5.24.

o B(v-)
a4 B(v+)
Y+ B+
Y- p-

Figure 4.5.24
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Pour tout point p € Oso M motons p la courbe constante qui envoie l'intervalle en p. Soit
po € P. Soit b une courbe dans P reliant pg & S(pp). Soit a une courbe dans P reliant
B(po) & (a0 B)(po). Par définition :

[Pla = Pyla_,a,ay)
[Pl =Pp(B-,b,B4)
[Ply-1 =Py(v—,(a-b)~ " vy)

Soit n4 : I — OP telle que 74 évite Bz et que :

n+(0) =B+,  nx(l) =7+

Puisque 0P est invariant par ’action de (3, la courbe 8 o 7+ est une courbe dans 0P qui
relie B+ & B(7+). Soit (3F)ser une famille continue de courbes dans 9P telle que :

(i) pour tout s :
35 (s) = B

(ii) pour tout ¢ :
35(0) = ns(t)
() = (Bonx()

Pour étre plus précis, on va déformer 3~ un peu vers l'intérieur de OP et 3T vers l'extérieur
de OP afin qu’elles ne s’intersectent pas. Heuristiquement, 3{‘ est une courbe qui va de
v+ & B(y+) dans le sens des aiguilles d’une montre. Pour tout ¢, on peut supposer que les
trois points (3; (0), b(0),3;(0)) sont distincts. De plus, pour tout ¢ :

B3¢ (0),6(0),3(0)) = (37 (1), (1), 31 (1))

Donc, (Pg(3; , b, 34 ))eer définit une homotopie entre Pg(8_,b, 81) et Ps(37,b,37), et il
en découle que :

fpﬂ(jl_a b’ :lii_) = Pﬂ(ﬂ—a b, ﬂ-l—)

On définit (RF);e; de la méme facon pour «, et 'on obtient :

[P]’y_l [P]a[P]ﬁ = ’P’Y(’Y—7 (a : b)_17 7+)Pa(a—a a, a+)P/8(ﬂ_7 b7 :8—1-)
= ’Y('Y—a (a- b)_la Y4+)Pa(R7 , a, N—lk)lpﬂ(jl_ﬂ b, :T)

Définissons maintenant la tresse fermée 7 par :
T = (’Y— Nl_ 'jl_a(a'b)_l 'a"ba’)/-l- Nii— :ii_)

Puisque Nli et :11jE restent prés de OP et (a-b)~!-a-b existe & Uintérieur de P, il existe
une homotopie entre (a-b)~'-a-b et la courbe constante py qui reste loin de N{E et de :f.
D’ou :
T~ (v=-RT 37, p0, v+ - X - 3)
~ (Nl_ 3y, Po, Nii— ’ :T)
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Heuristiquement R - 3] est une courbe qui tourne une fois autour de 9P dans le sens des
aiguilles d’'une montre. En plus, cette courbe existe a I'extérieur de 0P. Il existe alors
une homotopie entre cette courbe-ci et la courbe constante g4 qui reste loin de py et de
N7 -37. D’ou :

T~ Ry - 31, p0,4+)

Enfin, heuristiquement, R - 3 est une courbe qui tourne une fois autour de 9P dans le
sens des aiguilles d’une montre. De plus, cette courbe existe a I'intérieur de OP. 1l en
découle qu’elle sépare py et g;. Donc, par le lemme 4.5.4, le lacet fermé [P],-1[P].[P]g
est homotopiquement non-trivial, et le résultat en découle. [

4.5.7 Les recollements des pantalons.

Soit P et P’ deux pantalons marqués. Soit 6 : m1(P) — 71 (M, qo) et ' : w1 (P’) — w1 (M, qo)
des homomorphismes dont les images sont des groupes de Schottky. On recolle P et P’
le long du cercle C = C,.;! = C! pour obtenir un double pantalon marqué P Uc P’ (la
définition d’un double pantalon marqué étant analogue a celle d’'un pantalon marqué).
Notons ¢ : P — PUg P' et /' : P' = P Uc P’ les plongements canoniques. On dit qu'un
recollement des deux homomorphismes 6 et 6’ est un homomorphisme 0 : 7 (PUP’) —
w1 (M, qo) tel que : . .
0=001,,00 =00,

On a le résultat immédiat suivant :
Lemme 4.5.11

Il existe un recollement 0 de 0 et 0’ si et seulement si :

0(C,.h) =0'(Cy)

On suppose alors que 6(C;1) = 0'(C"). Notons P (resp. P’) le revétement universel du
pantalon P (resp P'). Soiti: P — 8o M et i’ : P! — 9o M des homéomorphismes associés
respectivement & 0 et & 6. On dit qu'un recollement des deux homéomorphismes % et 7
est un homéomorphisme local 7 du revétement universel de P Ug P’ dans 0, M tel que :

(i) 7 soit équivariant par 0, et
(ii) 7 prolonge i et '

Suivant le procédé décrit par Gallo, Kapovich et Marden dans la section 8 de [16], on
obtient le résultat suivant :

Lemme 4.5.12

Il existe un recollement 7 de % et de i’ si et seulement si :

P,ilg =[P i]e,
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4.5.8 La formation des poignées.

Soit P un pantalon marqué et soit 6 : m1(P) — 71(M, go) un homomorphisme tel que son
image soit un groupe de Schottky. Notons P¢ la poignée obtenue en recollant P a lui-méme
le long de C = C; ' = C3 (la définition d’une poignée marquée étant analogue & celle d’un
pantalon marqué). Notons ¢ : P — P°¢ le plongement canonique. On dit qu’un recollement
de I'homomorphisme 6 est un homomorphisme 6¢ : 71 (P¢) — 71 (M, qo) tel que :

o1, =10

On a le résultat immédiat suivant :
Lemme 4.5.13

Il existe un recollement 6¢ de 0 si et seulement s’il existe v € 7w1(M, qo) tel que :

0(Cy") =~70(Cs)y

On suppose alors qu'un tel élément v existe. En particulier, v agit sur Oso M et définit
ainsi un homéomorphisme v : T, ey Ty(c,)- De plus :

7*09(0;1) = Co(ca)

Notons P°¢ le revétement universel de P°. Soit (a,b) une paire de courbes génératrices
pour 6 et soit + un homéomorphisme associé a ¢ et au choix des courbes a et b. On dit
qu’on recollement de i est un homéomorphisme local ¢ de P¢ dans d,oM tel que :

(i) 3¢ soit équivariant par 0°, et

(ii) ¢ prolonge 1.
Dans la section 8 de [16], Gallo, Kapovich et Marden montrent le résultat suivant :
Lemme 4.5.14

1l existe un recollement 1¢ de i si et seulement si :

7*[P, i]02—1 = [P, 7:]03

4.5.9 La construction d’un homéomorphisme.

Dans la section 8 de [16], Gallo, Kapovich et Marden montrent le résultat suivant :
Lemme 4.5.15

Soit P un pantalon marqué et soit 6 : w1 (P) — 71(M, qo) un homomorphisme tel que son
image soit un groupe de Schottky. Supposons qu’il existe vy tel que :

0(C3y") =77"0(Cs)y
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Soit i : P — OxM un homéomorphisme associé a 6 qui peut étre recollé le long de
C = Cy;' = C3. Notons [c] I'élément de H, (Ty(c,)) engendré par une courbe qui tourne
une fois autour du cylindre .M \ {#(C1)+}. Alors, pour [a] € Cy(c,) il existe un homéo-
morphisme i’ associé a § qui peut étre recollé Ie long de C = Cy' = Cs3 ayant [P,i']¢, = [a]
si et seulement s’il existe k € Z tel que :

[a] = [P;dle, + 2k[d]

On obtient alors le résultat suivant :
Lemme 4.5.16
11 existe une famille (iq)qca, d’homéomorphismes associés a (0q)qca, tel que :
(i) pour tout q,q" € A, voisins, iy peut étre recollé 4 i, le long de C = C(;,i1 = Cy' .n, €t
(ii) poulr tout ¢ € A, un point externe, i, peut étre recollé & lui-méme le long de C =
;2 = Cq3,

si et seulement s’il existe un relevé f de 0 dans Hcﬁﬁ&#(awM ).

Démonstration : Supposons d’abord qu’il existe un relevé 0 de 6 dans Homeo (GOOM ). No-
tons Id’ le relevé de 'identité dans Ho/rr\fe/o+(8ool\;[ ) qui est différent de 'identité. L’élément
Id" est un élément d’ordre 2. Pour tout ¢ € Ag un point externe, les lemmes 4.5.9 et 4.5.14
nous montrent qu’il existe ¢, un homéomorphisme associé a 6, qui peut étre recollé. On
peut supposer en plus que, pour tout g :

Par le lemme 4.5.10, on obtient, pour tout ¢ € A, un point externe :

(Cq,134q) =1d'0(Cy,1)
Ensuite, on travaille par récurrence en h(g). Pour ¢ € A, tel que h(g) > 0, on suppose
qu’on a déja construit iy pour tout ¢’ € A, tel que h(¢’) > h(g). Les lemmes 4.5.9 et
4.5.12 nous montrent alors qu’il existe ¢, un homéomorphisme associé & 6, qui peut étre

recollé & iy pour ¢’ un point dans A, juste au dessus de ¢. Le lemme 4.5.10 nous permet
de montrer alors que, pour tout ¢ € 4, :

(Cyn;ig) = 1d'0(Cyn)

Soit q1 € A,y le point juste au dessus de la racine go. Il ne reste qu’a montrer qu’en
changeant éventuellement ig4,, on peut recoller i, a 44, le long de C = C,, fl = Cg,1- Or :

(qual; ifh)_l = (CtIo,l; 7;qo)
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Notons [c] I'élément de H1(Tg(c,, ,)) engendré par une courbe qui tourne une fois autour
du cylindre 9o M \ {0(Cyy.1)+}- Tl existe n € Z tel que :

[P(h; Z‘lh]H(Cq*ll’l) = n[c] + [Pq1;iQ1]9(Cq1’1)

Une rotation qui fait tourner la sphere une fois autour d’un axe est topologiquement non-
triviale dans 71 (PSL(2,C)). Par définition de (Cy, ,1;%4,) et de (Cyy.15q,), On Obtient :

(CQ171; ith)_l = (Id/)"(qu’l; /’:QO)

Il en découle que n est pair, et le lemme 4.5.15 nous montre que la famille d’homéo-
morphismes (iy)qca, peut étre recollé et le premier résultat en découle. Réciproquement,
un résultat analogue nous montre que l'existence d’une famille d’homéomorphismes
(iq)ge 4, nous permet de construire une relevé 6 de 6 dans Homeo  (0soM) et le deuxieme
résultat en découle. [

Maintenant, on obtient comme corollaire immédiat le théoreme principal de ce chapitre :
Théoréeme 4.1.4

Supposons que M est a courbure sectionnelle inférieure ou égale a —1. Supposons que 0
est non-élémentaire et qu’il se reléve en un homomorphisme 6 de 71(3, Qo) dans le groupe

Homeo ' (8oM). Alors, il existe un probléme de Plateau ¢ équivariant par 0.






Annexe A

Quelques résultats topologiques

A.1 Des résultats de base.

E principe de Jordan nous dit qu'une injection, f, de ¥"~1, la (n — 1)-sphére dans

R™ divise ce dernier en deux composantes connexes dont la premiere, qu’on appelle
intérieur de l'image de f, est bornée, et dont la deuxiéme, qu’'on appelle extérieur de
I'image de f, est un voisinage de l'infini. Ensuite, le principe de I'invariance du domaine
nous dit que, pour 2 C R™ un ouvert dans R” et pour f : 2 — R” une injection continue,
Iimage, f(Q2), de Q par f est aussi ouverte. Ces deux lemmes sont en méme temps intuitifs
et non-triviaux, et ensemble ils permettent d’étudier la topologie de R™ (et toute espace
localement homéomorphe & R™). En particulier, pour commencer, on obtient les deux
lemmes techniques suivants :

Lemme A.1.1

Soit f : B" — R™ une injection continue de la boule fermée de dimension n dans R". Si
I’on identifie la frontiére de B"™ avec ¥"~!, la sphére de dimension n — 1, alors, l'intérieur
de I'image de la restriction de f & ¥"~! coincide avec 'image de l'intérieur de B™ sous
Paction de f.

189
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Démonstration : Par Iinjectivité :
FBYNfE") =0

Donc, comme B™ connexe, soit f(B™) C Int(3" 1), soit f(B™) C Ext(X""'). Notons C
la composante connexe du complémentaire de ¥"~1 dans lequel se trouve f(B™). Alors,
Par le principe d’invariance du domaine :

0f(B") C f(0B") = f(="1)

et donc, f (Fn) est un sous ensemble fermé de C. Or, en appliquant & nouveau le principe
d’invariance du domaine, on voit que f(B™) est un ensemble ouvert et qu’en particulier,
c’est un sous-ensemble ouvert de C. Par définition, C est connexe, et f(B™) est un sous-
ensemble non-vide de C. 1l en découle que ces deux ensembles coincident. Enfin, comme
B" est compacte, on voit que f(B™) est relativement compacte, et donc bornée. On voit
alors que C' doit étre la composante connexe bornée du complémentaire de f(X"~1), d’ou :

F(B™) =Int(Z"7)

Le résultat en découle. O
Lemme A.1.2

Soit f,g : ¥~ ! — R" deux injections continues de la sphére dans R*. Soit X C R” un
sous-ensemble de R™ contenu dans l'intérieur de 'image de f. Supposons ensuite que f et
g sont homotopes dans R™ \ X. Alors X est aussi contenu dans l'intérieur de I’image de g.

Démonstration : Soit zg € R*. Pour ¢ : ¥""1 — R" \ {0} notons [p] I'élément de
H'(R™ \ {zo}) défini par ¢. Or, si ¢ est injective, le point zy se trouve dans I'intérieur de
Iimage de ¢ si et seulement si [¢] est non-trivial. Mais, si g € X, alors, puisque f est
homotope & g dans R™ \ {zo} :

[F1=1lg]

et le résultat en découle. [

En utilisant ces lemmes, on peut montrer les résultats qu'on a employé dans le chapitre 2.
o

A.2 L’injectivité et la surjectivité.

Lemme 2.2.4

Soit @ C R™ un ouvert dans R™ et soit (fn)nen : Q@ — R" telle que chaque f, soit
un homéomorphisme de Q sur f,(2). Supposons en plus qu’il existe fo : @ — R™ un
homéomorphisme local tel que f, — fo lorsque n — oco. Soit K C fo(£2) compact, alors, il
existe N € N tel que :

n>N= K C f,(Q)
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Démonstration : D’abord, on suppose qu’il existe B une boule ouverte contenue dans §2
telle que :
K C fo(B)

Puisque K et fo(0B) sont compacts, il existe € € RT tel que :
d(K7 fO(aB)) > €
Soit N € N tel que, pour n > N et pour x € 9B on aie :

d(fn(@), fo(z)) <€

Il s’ensuit que f,(0B) est homotope a fo(0B) dans R* \ K. Par le lemme A.1.1, le
compact K est contenu dans l'intérieur de fo(0B). Ensuite, le lemme A.1.2 nous dit que
K est contenu dans 'intérieur de f,(0B) et finalement, une seconde application du lemme
A.1.1 nous permet de conclure que K C f,(B).

Dans le cas général, par compacité, il existe des compacts K1, ..., K, C fo(Q2) et des boules
By, ..., B, C Q tels que, pour tout % :

K; C fo(Bi)
et le résultat en découle. [
On peut obtenir maintenant le résultat suivant sur 'injectivité :
Lemme 2.2.2

Soit © C R™ un ouvert dans R™ et soit (fn)nen : Q@ — R" telle que chaque f, soit
un homéomorphisme de Q sur f,(2). Supposons en plus qu’il existe fo : @ — R™ un
homéomorphisme local tel que f, — f lorsque n — oo. Alors fq est injective.

Démonstration : On va supposer le contraire et raisonner par ’absurde.

Soit z1,z2 € U tels que fo(z1) = fo(zr2) = y. Alors, il existe des voisinages U; de z; et
V de y tels que fy : U; — V soit un homéomorphisme pour chaque i et que Uy NU; = 0.
Pour tout n :

fn(Ul) ﬂfn(UQ) = @
On sait qu’il existe n > 0 tel que :

By(y) €V = fo(Ur), fo(Uz)

Par le lemme 2.2.4, il existe N € N tel que, pour n > N, la boule fermée, B,(y), soit
contenue dans f,(U;) pour chaque i. On obtient alors :

By(y) C fu(Ur) N fn(U2) =0
ce qui est absurde. Le résultat en découle. [
Ensuite, on obtient une réciproque de ce résultat pour les fonctions C? :
Lemme 2.2.3

Soit @ C R™ un ouvert et soit (fn)nen, fo: @ — R™ telles que, f, tend vers fy localement
C? et que la fonction fy soit un difféfomorphisme sur son image. Soit K C €2 un compact.
Alors, il existe N > 0 tel que pour N > n, la restriction de f, a K soit injective.
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Démonstration : Supposons le contraire et raisonnons par ’absurde. Il existe alors deux
suites (Z,)nen et (Yn)nen dans K telles que, pour tout n :

Ensuite, par la compacité, on peut supposer qu’il existe xg,yo € K tels que (zn)nen et
(Yn)nen tendent respectivement vers zq et o lorsque n tend vers l'infini. En particulier,

on voit que :
fo(o) = fo(yo)
= To = Yo
= d(zn,yn) — 0 lorsque n — oo

Maintenant, puisque f,, tend vers fo localement C?, en utilisant la formule de Taylor, on
peut montrer qu’il existe A, B €]0, oo tels que, pour tout n :

d(fn(xn)a fn(yn)) Z Ad(xn; yn) - Bd(mn; yn)2
et donc, pour n suffisamment grand :

d(.’l?n, yn) =0
= Tp =Yn

ce qui est absurde, et le résultat en découle. [
o

A.3 La convergence des inverses.

Lemme A.3.1

Soit Q& C R™. Soit (fn)nen, fo : & — R™ telles que chaque f; soit un homéomorphisme
sur son image et que (fn)nen tende vers fo localement uniformément dans Q lorsque n
tend vers l'infini. Notons ' Iimage de Q par fy. Alors f; ! tend vers fy ! Jocalement
uniformément dans Q' lorsque n tend vers I'infini.

C’est-a-dire que, pour tout compact K dans ', il existe N € N tel, que pour n > N,
I’ensemble K soit contenu dans f,(Q) et que f, ! tende vers f; L uniformément sur K
lorsque n tend vers l'infini.

Démonstration : Soit B une boule contenue dans Q et K un compact dans Q' tels que :

fo'(K) CB
& K C fo(B)

Par le lemme 2.2.4, pour n suffisamment grand :
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Il en découle que f,; ! tend vers fg ! dans la topologie compacte-ouverte, qui est équivalente
a la topologie de convergence uniforme, et le résultat en découle. [

Le lemme 2.2.1 est un corollaire immeédiat de ce résultat.
o
A.4 La convergence d’Hausdorff.

Dans cette section, on va rappeler quelques résultats concernant la convergence d’Hauss-
dorf. D’abord, on a le résultat suivant :

Lemme 3.3.11

Soit (X, d) un espace métrique compact. Soit (Y, )nen, Yo C X des sous-ensembles tels que
Y, tende vers Yy au sens d’Hausdorff lorsque n tend vers I'infini. Ensuite, soit (o, )nen, o
des homéomorphismes de X telle que o, tend vers o dans la topologie compacte-ouverte
(c’est-a-dire la topologie de convergence uniforme) lorsque n tend vers I'infini. Alors o, (Yy,)
tend vers ay(Yy) au sens d’Hausdorff lorsque n tend vers Iinfini.

Démonstration : Pour t €]0,00[ et pour p € X, soit B(p) la boule de rayon ¢ autour
de p dans X. Soit € €]0,00[. Puisque X est compact, et comme «q est continue, cette

application est uniformément continue. Il existe alors § €]0, oo[ tel que, pour tout p,q €
X :
d(p,q) <6 = d(ao(p), ao(q)) < €/2

Ensuite, comme «,, tend vers oy uniformément, il existe N; € N tel que pour n > N7 et
pour tout p € X :
d(an(p), ao(p)) < €/2

Et donc, en utilisant I'inégalité triangulaire, pour tout n > N; et pour tout p,q € X :

d(p,q) < ¢ = d(an(p),ao(q)) < €

Maintenant, pour A C X un sous-ensemble de X, et pour ¢ €]0, co[, posons :

Comme Y,, converge vers Yy au sens d’Hausdorff, il existe Ny € N tel que pour n > Ns :
Y, C Bs(Yo), Yo C Bs(Yy)
et donc, pour n > Max(Ny, Na) :
an(Yn) € Be(ao(Y0)), ao(Yo) C Be(an(Yn))

et le résultat en découle. [
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On utilise aussi le résultat suivant :
Lemme 3.4.4

Soit (X, d) un espace métrique compact. Ensuite soit (Ay)nen, Ao C X et (Bp)nen, Bo C
X des compacts tel que A,, et B,, tendent respectivement vers Ag et By lorsque n tend
vers l'infini. Supposons ensuite que, pour tout n :

A,NB, #0

Alors :
AgNBy # 0

Démonstration : Pour tout n, soit p, € A, N B,. On peut supposer qu’il existe py tel que
Pn tend vers pg lorsque n tend vers Uinfini. Ensuite, soit (an)nen € Ao €t (bp)nen € By
telles que :

d(ansPn), d(bp, pr) — 0 lorsque n — oo

On peut supposer qu’il existe ag € Ag et by € By tels que a,, et b, tendent respectivement
vers ag et vers by lorsque n tend vers l'infini. En particulier :

ap = po = bo

et donc pg € ApN By et le résultat en découle. [



Annexe B

La géométrie en courbure
négative

B.1 Les triangles de comparaison.

OUR tout A > 0, notons M), la variété d’Hadamard de dimension 2 & courbure sec-
tionelle constante égale a —A. M) va servir d’espace de comparaison pour les objets
dans une variété d’Hadamard quelconque.

Soit AABC un triangle dans M) (par triangle, on entend le sous-ensemble de M) com-
prenant les sommets A, B et C et les arcs géodésiques les reliant. Il hérite de M)y une
structure d’espace métrique). Notons «, §, 7 respectivement les tailles des angles aux
sommets A, B et C, et notons a,b et c respectivement les longueurs des arétes BC, AC
et AB. En étudiant, par exemple, le modele du disque de Poincaré de M_; = H? et en le
dilatant au besoin, on peut voir que la longueur c est uniquement déterminé par le triplet
(a,b,v). En gardant a et b constants, on obtient ainsi une fonction ¢y : v — ¢ (voir la
figure B.1.1).

La fonction ¢y est continue. De plus ¢)(0) = |b—a| et éx(m) = b+ a. Il en découle que

195
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Figure B.1.1

pour tout c tel que :
b—a|<c<b+a

c’est-a-dire, pour tout c satisfaisant a ’inégalité triangulaire, il existe un triangle AABC
dans M) ayant a, b et ¢ comme longueurs d’arétes. En ce qui concerne 1'unicité, on obtient
le résultat suivant :

Lemme B.1.1
La fonction ¢y est injective.

Démonstration : Supposons le contraire et raisonnons par l’absurde. Il existe v, tels
que éx(y) = éx(v'). Fixons les points C et B du triangle, et soient A et A’ les troisiémes
sommets des triangles (a,b,v) et (a,b,v") (voir la figure B.1.2).

B C
N . 7{

A,

Figure B.1.2

Soit 7 la géodésique reliant A & A’ telle que :

n(0) = A,n(1) = A’
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Par définition, AB = A’'B et AC = A'C. Comme AABA’ et AACA’ sont des triangles
isoceles, on voit que, si D = n(1/2), alors D minimise simultanément sur 7 les distances a
B et a C. Les angles entre BD et n et entre C'D et n sont alors des angles droits. Comme
on est en dimension 2, les points B, C et D sont alors colinéaires. Il en découle que D se
trouve sur le prolongement de BC (voir la figure B.1.3).

AI
|
|
|
| /
P T
| B v\
|
|
I
A
Figure B.1.3

Comme la droite AA’ fait un angle droit avec BC, et comme AD = A’D, le point A doit
étre 'image de A’ par la réflexion par rapport & la BC. On voit alors que les deux triangles
AABC et AA’BC sont equivalents et le résultat en découle. [

En particulier, la fonction ¢ est strictement croissant.
o
B.2 Les théorémes de Topogonov.

Soit K > k > 0 et soit M une variété d’Hadamard a courbure pincée entre —K et —k.
Soient P € M, P, € M_p et P.x € M_g. Soient I_ : TpM — TpikM_k et I_g :
TpM — Tp_, M_k des isométries. Sil’on note g_g, g et g—x les métriques respectivement
sur M_x, M et M_g, d’apr‘es le théoreme de Rauch :

I Exp*g_x > Exp*g > I" \Exp*g_g

ce qui nous permet de montrer les deux théoremes de comparaison de Topogonov :
Théoréme B.2.1 [Topogonov I]
Soit AABC un triangle dans M et soiiA\A' B’ C;Ili triangle de comparaison dans M_y, tel
que A’B" = AB, A'C' = AC et que A’B'C' = ABC'. Alors :

BC > B'C'
De la méme fagon, si AA” BLCi est le/t;ri\a,ngle de comparaison dans M_g tel que A” B" =
AB, A"C" = AC et que A”B"C" = ABC, alors :

BC < B"C”
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Démonstration : On utilise la carte exponentielle de M autour de P. Supposons que A = 0,
et donc que AB et AC soient des rayons. Donc, si pour une métrique h et une courbe -y
quelconques on note Long(v, h) la longueur de v par rapport a h, on obtient :

Long(AB,I* Exp*g_;) = Long(AB,Exp*g)
Long(AC, I*  Exp*g_r) = Long(AC,Exp*g)

De plus, comme I_j est une isométrie, ’angle entre AB et AC en A par rapport a la
métrique I*, Exp*g_j est égale & ’angle en A par rapport a la métrique Exp*g entre ces
deux arcs. Soit maintenant v la géodesique relativement & la métrique I*  Exp*g_j reliant
B et C. Alors, par le théoréeme de Rauch :

d(B,C;I*  Exp*g_k) = Long(v,I*; Exp*g_x)
< Long(v, Exp™g)
< d(B,C;Exp*g)

et le premier résultat en découle. Un raisonnement analogue nous permet ensuite d’obtenir
le deuxiéme résultat. [
On obtient ensuite le corollaire suivant :
Corollaire B.2.2 [Topogonov II]
Soit AABC un triangle dans M et soit AA’B'C" le triangle de comparaison dans M_j, tel
que A’B' = AB, A/C' = AC et B'C' = BC. Alors :

BAC < B'AC', ACB<AC'B', CBA<CBA

De la méme facon, si AA" B"C" est le triangle de comparaison dans M_ g tel que A" B" =
AB, A"C" = AC et que B"C" = BC, alors :

BAC > B"A"C",  ACB > A"C"B",  CBA > C'B"A"

Démonstration : Soit AA'B'C" le triangle de comparaison dans M_j tel que A’'B’ = AB,
A'C" = AC et que B’A’C" = BAC. Par le théoréme de Topogonov I, BC > B'C".

On choisit ensuite C’ tel que A’C' = AC et que B’C’ = BC. Par monotonie (lemme
B.1.1) :

B'A'C' > B'A'C" = BAC
On obtient ainsi le résultat pour le sommet A. Les résultats pour les deux autres sommets

découlent du meéme raisonnement. Ensuite, un raisonnement analogue nous permet de
montrer le deuxieme résultat. [J
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B.3 La convexité de la fonction distance.

Si AABC est un triangle dans M et si AA’B'C’ est le triangle de comparaison dans M)
tel que A'B’ = AB, A/C' = AC et que B'C’' = BC, on définit ¢y, I'homéomorphisme
canonique entre AA’B'C" et AABC, en posant :

pA) =4, B)=B, pC)=C

et en I’étendant ensuite en une fonction sur AA’B'C’ par I'interpolation linéaire le long
des arétes. On a le résultat suivant :

Théoreme B.3.1
Soit AABC un triangle dans M et soit AA'B'C’ le triangle de comparaison dans M _y
tel que A'B" = AB, A'C' = AC et B'C' = BC. Soit ensuite p_j : AA'B'C' - AABC
I’homéomorphisme canonique, alors ¢_j est contractante. C’est-a-dire que, pour tout
P,Qe AAB'C' :

d(p-k(P), p-£(Q)) < d(P, Q)
De la méme fagon, si AA" B"C" est le triangle de comparaison dans M_ g tel que A" B" =
AB, A"C" = AC et que B"C" = BC et si op_g : AA"B"C" — AABC est I’homéo-
morphisme canonique, alors cette application est dilatante. C’est-a-dire que, pour tout
P,Qe AABC :

d(p-k(P), p-x(Q)) = d(P, Q)

Démonstration : En premier lieu, on va montrer le résultat pour P un sommet de AA’B'C’.
Soit D" un point sur l'arc reliant A’ & B" et posons D = ¢_g(D') (voir la figure B.3.4).

C

H——f
A D

Figure B.3.4

On veut montrer que :
d(C,D) < d(C', D"

Supposons le contraire, et raisonnons par ’absurde. Donc C'D’ < CD. Soit C” tel que
A'C" = A'C"' = AC et C""D' = C'D. Par monotonie (lemme B.1.1), on obtient :

C"A'D' > C"A'D'
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et, en appliquant de nouveau la monotonie, on obtient :
CIIBI > CIBI
Maintenant, soit C"’ tel que B'C"' = B'C' = BC et C""D' = C'D (voir la figure B.3.5).
CIII
o "

C/

|1
[
Figure B.3.5

Puisque B'C"” > B'C' = B'C"" et D'C" = DC = D'C", la monotonie nous permet
d’obtenir : /\ /\
C/ID/B/ > C//ID/B/
= A/D/C// + B/DIC/H < T

et donc, en utilisant le principe de comparaison, on obtient :
7 =ADC + BDC < AD'C" + BD'C" <
ce qui est absurde, et le résultat en découle pour P un sommet de AA’B'C".

Maintenant, soit D’ et E’ des points respectivement sur les droites reliant A’ & B’ et B’ &
C’ et posons D = p_;(D’") et E = ¢_;(E") (voir la figure B.3.6).

C

[\/ \/
V

Figure B.3.6
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On veut montrer que :
d(D,E) < d(D',E')

On vient de montrer que D'C’ > DC'. Soit C” tel que B'C"” = B'C' = BC et D'C" = DC,
et ensuite soit E” tel que C"E"” = C'E’ et que B'E"” = B'E’ (voir la figure B.3.7).

C/

C”

D B

Figure B.3.7

Par monotonie : . /_\
CIIBIDI < CIBIDI
= D'E" < D'E’

Mais, comme on vient de montrer le résultat pour des paires de points dont 'un est un
sommet du triangle, on voit en particulier que :

DE < D'E" < D'F’

et le premier résultat en découle. En rémarquant qu’on n’a utilisé que les théoremes de
comparaison et la monotonie, on voit qu’un raisonnement analogue (obtenu en remplagant
des minorations par des majorations, et vice-versa) nous donnera le deuxiéme résultat. [J

En particulier, on obtient le résultat suivant :
Corollaire B.3.2

Soit M une variété d’Hadamard et soit P € M. Définissons la fonction dp : M — R par :

dp(Q) = d(P, Q)

Alors, dp est convexe et d% est strictement convexe.

Démonstration : Le résultat est trivial dans My = R2. Soit maintenant A # B € M. Soit
AP'A'B' le triangle de comparaison dans My = R? tel que P’A’ = PA, P'B' = PB et
A'B" = AB. Soit maintenant t € [0, 1] et soit QQ € AB et Q' € A’B’ tels que :

AQ =tAB, QB = (1-1t)AB, A'Q =tA'B, QB =(1-tH)AB
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On voit que ¢o(Q') = Q. Par le résultat précédent, on obtient :

dp(Q) = d(P,Q) < d(P, Q") < (1 —t)d(P', A') + td(P', B') = (1 - t)d(P, A) + 1(P, B)
Le premier résultat en découle, et le méme raisonnement (pour ¢ €]0,1[) nous donne

également le deuxieme résultat. [J

En particulier, la fonction dp est convexe dans M) pour tout A\. On peut obtenir alors le
résultat suivant :

Corollaire B.3.3
Soit v : R — M), une géodésique et soit P ¢ «y. Soit ty € R tel que dp(y(ty)) = A. Ensuite,
supposons qu’il existe t < t' € R tels que :

dp(y(t)) =dp(r(t')) =B > A

Alorst <tg < t'.

Remarque : I’analogue de ce résultat dans le cadre Fuclidien est le suivant : Si AABC
est un triangle tel que AB = AC et si D est un point sur le prolongement de la droite BC
tel que AD < AB, alors D se trouve entre B et C' (voir la figure B.3.8).

B

Figure B.3.8

Démonstration : Ceci découle directement de la convexité de la fonction dp. (1
o

B.4 Une autre fonction pour les triangles de comparai-
son.

Comme avant, soit AABC un triangle dans M) et «, 3, v respectivement les tailles des
angles aux sommets A, B et C'. Notons a,b et c respectivement les longueurs des arétes
BC, AC et AB. L’angle ( est uniquement déterminé par le triplet (a,b,v). En gardant a
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et b constants, on obtient ainsi une fonction B : vy — B (voir la figure B.1.1). On voit que
Ba(0) = m et que By(m) = 0. Ensuite, on a le résultat suivant :

Lemme B.4.1
Supposons que b > a, alors la fonction By est injective sur [0, ].

Démonstration : Sinon, il existe 7,7 tels que Bx(7) = Bxa(y'). Fixons les points C et
B dans le triangle, et sointt A et A’ les troisiémes sommets respectivement des triangles
(a,b,7) et (a,b,v") (voir la figure B.4.9).

B a

eSS

AI

Figure B.4.9

Comme Bx(7) = Ba(7'), les trois points B, A et A’ sont colinéaires (ils sont sur la méme
géodésique). De plus, si 'on note 7 cette géodésique, et si on la normalise de tel sorte que
B =n(0), on voit qu’il existe ¢, € R tels que A = n(t) et A’ =n(t'). Or :

CA=CA'=b>a=CB

Le corollaire B.3.3 nous permet de conclure que, sans perte de généralité, t < 0 < t’. Or,
par définition, ¢ et ¢’ ont tous les deux le méme signe, ce qui est une contradiction. Le
résultat en découle. (I

En particulier, sous ces conditions, la fonction BA est strictement décroissante sur l'inter-
valle [0,7]. On peut également montrer le méme résultat sous des hypothéses un peu
différentes :

Lemme B.4.2
La fonction By est injective sur I'intervalle [ /2, 7]

Démonstration : Soit D le point dans AB minimisant la distance a C. On voit que ’angle
CDB doit étre égal & /2. Comme la somme des angles dans un triangle dans H? est
toujours inférieure ou égale a m, et comme BCA > 7/2, on voit que les angles BAC
et ABC doivent étre tous les deux inférieurs & /2. En méme temps, et pour les mémes

raisons, on voit que les angles DAC et DBC doivent étre, eux aussi, tous les deux inférieurs
a m/2, ce qui nous permet de conclure que D se situe entre A et B (voir la figure B.4.10).
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B
D
A
C
Figure B.4.10

Maintenant, sointt 7' > v > 7/2 tels que B () = Bxr(7'). Fixons ensuite les points B et
C et sointt A et A’ les troisiémes sommets des triangles (a, b,~) et (a,b,7’). On voit que
B, A et A’ sont colinéaires (voir la figure B.4.11).

Figure B.4.11

Notons 7 la géodesique sur laquelle se trouvent ces trois points et normalisons la de telle
sorte que 1(0) = D et que n~}(B) > 0. Comme D se trouve entre B et A et entre B et
A’, on obtient :

n~ (A),n 1 (A) <0

Mais, puisque D est le point dans n minimisant la distance a C, par le corollaire B.3.3,
les valeurs n~1(A) et n~1(A’) ont des signes différents. On obtient ainsi la contradiction
recherchée, et le résultat en découle. [

On sait que /53\ (m/2) > 0 et donc, comme avant, la fonction B est strictement décroissante
sur Uintervalle [7/2, ].



Annexe C

La geometrie différentielle
du fibré tangent

C.1 Des distributions sur le fibré tangent.

OIT M une variété riemannienne. On note w : TM — M la projection canonique.

On note HTM C TTM le fibré horizontal de la dérivée covariante de M. On note
VTM C TTM le fibré vertical, c’est-a-dire, le noyau de m dans TT' M. On sait que TTM
est la somme directe de ces deux fibrés :

TTM =HTMaVTM

On sait également que chacun de ces deux fibrés est canoniquement isomorphe a 7T M.
Notons if (resp. iv), une section de End(HTM,n*TM) (resp. End(VTM,n*TM))
l'isomorphisme de HT M (resp. VT M) avec 7*T M. On obtient alors un isomorphisme :

ig®@iy : TTM — 7*TM & n*TM
Posons j = z"_/loiH. C’est un isomorphisme entre HT'M et VT M. Pour X,Y € I'(M,TM)
on définit {X,Y} € I'(TM,TTM) par :
g iy {X, Y} = (7T*X, 7T*Y)

205
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En utilisant une trivialisation locale de T M, on peut écrire tout champ de vecteurs sur
TTM (au moins localement) en termes d’une combinaison linéaire de tels champs de
vecteurs. De la méme facon, pour p € M et pour X,Y,q € T, M on définit {X, Y}q €
T, TM par :

(’iH (&) iv)q {X, Y}q = (W;X, W;Y)

Finalement, pour X un champ de vecteurs sur M, définissons X et XV par :

X" ={X, 0}
XV ={0,X}

<&
C.2 La dérivée covariante du fibré tangent.

Nous obtenons le résultat suivant sur les crochets de Lie des champs de vecteurs sur TM :
Lemme C.2.1

On a la relation suivante :
[{X7 Y} ’ {U7 V}](Q) = {[X7 U]7 VXV? - VUY - RXUQ}

ot V est la dérivée covariante de Levi-Civita sur M, le tenseur R est son tenseur de
courbure et g est un point quelconque de T M.

Démonstration : Soit P € S™T*M un polyndéme homogene de degré n. Pour ¢ € TM
notons :
On voit trivialement que :

({0,X}P)(q) =P(X,q-q)+...+P(q,...,q, X)
=n(ixP)(q)

Ensuite, soit X et Y des champs de vecteurs sur M :

(TY - X)P — X(Y*P)
— XP(Y,...,Y)
= ({X,VxY}P)(Y) =XP(Y,..Y)
= ({X,0} P)(Y) — XP(Y,....Y) — ({0,VxY} P)(Y)
= XP(Y,....Y) — n(iv .y P)(Y)
= (VxP)(Y)

Donc :
{X, Y} P=VxP +niyP
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Ensuite, on calcule :

{X, Y} {U, V} P = {X, Y} (VUP —+ ’n,’ivp)
=VxVyP +niyVyP +nVxiy P+ n(n — 1)iyivP

et donc :

{X, Y}, {UV}P =(VxVy—-VuyVx —Vixu)P+ Vix,nP
+n(iyvU + Vxiy — Vyiy — inX)P
-I-n(n — 1)(iyiv — iv?:y)P

D’abord, on sait que, en tant qu’opérateurs agissant sur ’espace de polynomes :
[iyiv] =0
Ensuite :

((iy Vo — Viiy)Pl(X) =UP(Y, X, .., X) = P(VgY, X, ..., X)
—(n=1)P(Y,VyX, X, ..., X)
_UP(Y,X,... X) + (n — )P(Y, Vi X, .., X)
— _P(VyY, X, .., X)
= ~[(—iv,v)P](X)

Finalement :
(BRxuP)(Z) = —n(iry, zP)(Z)

et donc :
{X, Y}, {UV}HP = VixulP +ivxvP —ivyy P — iRryyqP

Comme la famille des polynomes tronqués est localement dense dans C°°(T'M) (par rapport
a la topologie C} ., et donc au sens de distributions), on voit que pour tout f € C®°(TM) :

[{X’ Y} ) {U7 V}]f = {[X’ U]a VxV - VyY — RXUQ} f
et le résultat en découle. O
On définit la métrique g sur le fibré TT M par :
J{X, Y AX Y} = (X, X) + (Y, Y)

On note alors V la dérivée covariante de Levi-Civita sur TT M associée a cette métrique,
et, en appliquant le formule de Koszul, on obtient le résultat suivant :

Lemme C.2.2

On a la relation suivante :

1 1 1
(V{X’y} {U,V}H(g) = {VxU + EquX + EquU, VxV — ERXUQ}
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C.3 Des distributions sur le fibré unitaire.

Pour M une variété riemannienne, notons UM son fibré unitaire :
UM={XeTM | |X| =1}
Ensuite, on définit les deux champs tautologiques T, TV | des éléments de £°(T' M) par :
T%(q) ={q,0},
TV(¢) =1{0,q},

Soit ¢ : UM — TM le plongement canonique. Notons HUM et VUM les restrictions
respectivement des fibrés HT'M et VI'M a la variété UM

HUM =4++HTM
VUM =VTM

Les champs i*TH et i*T" ne s’annulent pas et définissent alors des sous-fibrés de HUM
et de VUM de dimension 1. Pour simplifier la notation, on va appeler aussi ces champs
respectivement T et TV et on va noter NEUM (resp. NVUM) le sous-fibré de HUM
(resp. VUM) engendré par TH (resp. TV). Ensuite, on définit les sous-fibrés EFUM et
EVUM respectivement de HUM et de VUM par :

EFUM =N"UM*t =(T")*
EVYUM =NVUM‘t = (TV>L
On a alors 'identification :

iy : TUM ~ HUM & EYUM

De nouveau, pour simplifier la notation, on va considérer HUM, EVUM et VUM
également comme des sous-fibrés de TUM. Enfin, on définit le sous-fiboré WUM C TUM
par :

iwWUM = EXUM @ EYUM

et on appelle WUM le fibré de contact de UM.
Lo
C.4 La structure de contact sur le fibré unitaire.

Nos calculs sur la dérivée covariante de Levi-Civita sur TT'M nous permettent maintenant
de montrer le lemme suivant sur les champs tautologiques :

Lemme C.4.1

On a les relations suivantes :

[{Xa Y} ) TV] = {0’ Y}
VixryTV  ={0,Y}
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Démonstration : Soit P € S"T*M un polyndéme homogene de degré n. On voit que :

(TVP)(q) =n(igP)(q)
= nP(q)
= TP =nP
et donc :
{X,Y} ,TV]P ={X, Y}TVP —TV {X,Y}P
=VxnP+i1ynP—-nVxP — (n - 1)?:yP
=iy P

et le premier résultat en découle. Ensuite, par le lemme C.2.2 :

Viog (X, Y} = {%qux, 0} —0
D’ou :
V{X,Y}TV =[{x,Y},TV]- Vi 1X, Y} ={0,Y}
et le deuxieme résultat en découle. [
On utilise ce résultat pour montrer que WU M définit une structure de contact sur UM :
Lemme C.4.2
La distribution WU M définit une structure de contact sur UM.

Démonstration : Soit P € M et soit ey, ..., e, une répere de M définie dans un voisinage
de P. Soit e, ..., e" sa base duale, et définissons la forme A sur TM telle que, pour tout

qeTM : ,
M) {U, VY =30 e(X)(ef’, {U,V})
= 2ii (el , TV Nl {U,V})

Maintenant, soit Uy,Us,V; et V5 des champs de vecteurs sur 2. Alors :

(Viv,,oapA) V1, Vo) = {01, Ua} Y0 (), TV )i, {V1, Va})
- 22;1(62/’ TV><61H’ V{U1,U2} {Vlﬂ V2}>
=Y ({Us, U} (e}, TV)) (es, V1)
+ el s TV NV o, vayel’ s {V1, Vo)

On calcule les deux composantes séparement. D’abord, en utilisant le lemmes C.2.2, et
C.4.1 on obtient, pour tout % :

{U1,U}(e¥, TVY = (Vi el , TV) + eV, Vi, v TV)
= <{%RqeiU1’ VU1ei} aTV> + <e,}/, {O, U2}>
= <VU161'; Q> + <eia U2>

Ensuite, en utilisant de nouveau le lemme C.2.2, on obtient :

<V{U1,U2}e£{’ {V17 ‘/2}> = <{VU16’L'7 _%RU161‘Q} ’ {V17 Vé}>
+<{%RqU26i’0}a{Vl7‘/2}>
= (Vu,ei, Vi) — 2(Ru,e,q, V)
+%<RqU2e'i’V1>
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et 'on voit alors que :

(Viv,ua3A) {V1, Va} = ZLl(VUlei,Q)( Vi) + 32 (e, Un)(ei, Vi)
iy (el TV )(VUleu Vi)
eVa V)<RUleZQa ‘/2>
el , TV )(Rqu,ei, V1)
i=1(Vu, (eilei; V1)), q)
_Zz 1<6Z<61,VU1V1> q)
+3 <RqU2Q7 Vl) <RqU1q, V2>
= (W1, U2> + <VU1V1,Q>
+35 1 <RqUQQ7 Vl) <RqU1Q7 V2>

Ensuite, par le lemme C.2.1 :

[{U17 UZ} ’ {V17 ‘/2}] = {[UlV]_], *}
ou l’étoile représent un vecteur qu’on n’a pas besoin de calculer. On voit alors que :

d)‘({Ula U2} ) {Vla V2}) = (V{Ul,U2}/\) {Vl’ VZ} . (V{Vl’VQ})\) {Uh Uz}
—A([{U1, U2} {V1,Va}])
= (U2, V1) — (U1, V2)

En particulier, si ’on note 2 : UM — T M !'immersion canonique, alors ¢*\ définit une
1-forme sur UM et di* X\ = 1*d\ est non-dégénérée sur WUM. WU M est alors un fibré de
contact et le résultat en découle. [

De plus, on vient de calculer la forme “symplectique” sur WUM :

Corollaire C.4.3
Soit w la forme “symplectique” sur WUM . Alors, pour tout { X1, Xo},{Y1,Y2} € WUM :

w({X1, Xo},{Y1,Y2}) = (X2, Y1) — (X1, Y2)

Démonstration : Le résultat découle directement ces calculs faits dans la démonstration
du lemme précédent. [J

o

C.5 Les relevées d’hypersurfaces.

Soit ¥ = (S,i) € M une hypersurface immergée orientée. Notons 3 = (S,7) C UM le
relevée de Gauss de X. Soit I la seconde forme fondamentale de ¥ dans M et soit A
l'opérateur de Weingarten de Y. Donc, pour tout U,V :

(A-U,V)=IIU,V)
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Soit P € S un point quelconque et soit X1, ..., X,, un repére de S. Définissons Aij telle
que, pour tout z et pour tout j :

A-X;=A%X;
Pour chaque %, on définit X; par :
X; = {Xi, AX;}
Chaque X; est alors un champ de vecteurs tangent a 3. Notons 7 : TUM — WUM la

projection orthogonale de TUM sur WUM et notons VW = m1o VUM 1a dérivée covariante
de la distribution W héritée de la dérivée covariante de Levi-Civita de UM. Notons :

Aijk = w(VY X, Xx)
On considere A comme la seconde forme fondamentale de 3. Puisque 3 est une sous-variété
legendrienne, on obtient le résultat suivant :
Lemme C.5.1
Le tenseur Aijk est symétrique en 1, j, k.
Démonstration : D’abord, on voit que :
flijk = w(VXin, X'k)
= Xiw(X;, X) —w(X;, Vg z,)

Donc, comme 3, le relevé de Gauss de X, est legendrien, on obtient :

= Air;
Ensuite, on obtient : o
Aijk: w(VXin,Xk)
W(VXJXi + [XiX;], X5)
= w(vX—in, Xk)
= fijik
Comme les transpositions (12) et (23) engendrent le groupe de permutations de {1,2,3},

le résultat en découle. [
Comme dans le chapitre 1, pour R un tenseur de courbure quelconque, on note :
Rijri = (Rx,x; Xk, X1)
On obtient un lien entre la premidre dérivée de A et la seconde forme fondamentale de 3
en termes du tenseur de courbure RM de M :
Lemme C.5.2

Soit RM le tenseur de courbure de M. Alors :

i Lo Lo Lo
Aijie = Ajksi — §Rijnk - §RnpiquJ'Aqk - QRnquApiAqk

o1 1) représente la direction normale extérieure a ..
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Démonstration : Par définition :
A = w(V?g(i,AXi} {X5, AX;}, { Xk, AXk})
Donc, en appliquant le lemme C.2.2, on obtient :

A =w({Vx,X;, Vx,AX;} + {o, —%Rg‘({,qu}
+{3RM, ., Xi, 0} + {3RY ., X5, 0}, { X0, AX,})
= w({Vx, X;, Vo, AX;}, {Xe, AXe}) — 2w ({0, RY x 0}, (X, AXi})
+%w({R3{4XJ_Xi, 0} AXk, AX)) + 2o ({RM, 4 X;,0} , { X5, AXi})
Ensuite, par définition de w (voir le corollaire C.4.3) :
w{Vx,X;, Vx, AX;}, { Xk, AXi}) =(Vx, X, Xi) — (Vx, X, AXp)
= (V%AXj,Xk) — (AV?QXJ-,X;C)
= ((VX,A)X;, X)
D’ou : - 5 Lo
Aije = ((Vx,4) X, Xi) — 5(Rx, x4, Xk)
—5(Ryx, Xi, AXy) — 5(Roax, X, AXg)
et le résultat en découle. [
En particulier, on obtient le résultat suivant concernant la symétrie de A;;. :
Corollaire C.5.3
Aikij — Ajhsi = —Rijop
Démonstration : Ceci découle directement du résultat précédent et de la symétrie de A. O

En particulier, lorsque M est a courbure constante, A;x.; = Ajx,; et donc A;j.p est symét-
rique en 1, 7, k.

C.6 Le théoréme de Darboux pour les familles.

Soit r €]0, o] et notons B,.(0) la boule de rayon r autour de l'origine dans £ = RxR"™ xR".
Soit (gn)nen une suite de métriques sur B, (0) qui converge dans la topologie Cf2, vers g
lorsque n tend vers l'infini. Soit (o, )nen une suite de structures de contact sur B,.(0) qui
converge dans la topologie C;° lorsque n tend vers U'infini. Soit A la métrique euclidienne

loc
sur F. Soit 3 la structure de contact canonique sur E :

B=dt+> pidy;

1=1
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On obtient le résultat suivant :
Théoréme [Darboux]
Il existe € €]0,00][ et (¢n)nen tels que :
(i) pour tout n, la fonction ¢, : B¢(0) — B,-(0) est un difféomorphisme sur son image,
(ii) ¢, tend vers ¢y dans la topologie C/°oc lorsque n tend vers I'infini, et

(iii) pour tout n, il existe f, : B.(0) — R telle que :
ehan = el

Démonstration : Notons W = {0} x R™ x R™. Pour tout n, soit 4, : E — E une
application linéaire telle que :

B(0) = Aran(0),  dB(0)lw = Andao(0)|w

Puisque «,, tend vers ag lorsque n tend vers 'infini, on peut supposer que A,, tend vers
Ap lorsque n tend vers l'infini. En remplacant a,, par A} o, et en réduisant au besoin 7,
on peut supposer que, pour tout n :

B0) = an(0),  dB(0)lw = don(0)lw
Pour tout n, définissons a, + pour t € [0, 1] par :
ant = (1-t)p+tay,
Puisque ag; = 5(0) et dagtlw = dB(0)|w pour tout ¢, en réduisant au besoin r, on peut
supposer que g, est une structure de contact dans B,(0) pour tout ¢. Comme «,, tend

vers «g lorsque n tend vers I'infini, en peut supposer que «, ; est une structure de contact
dans B,(0) pour tout ¢ et pour tout n.

Pour tout n et pour tout ¢ soit Y,, ; un champ de vecteurs sur B, (0) tel que :
an,t(Ymt) = 1, Yn,t 1 Ker(dan,t)

Y, converge vers Y, dans la topologie Cys, sur I x B.(0) lorsque n tend vers infini.
Définissons h,, : I x B,.(0) — R par :

hn,t = LYn,tatan,t

On voit que la forme Oy, ¢ — hp tn ¢ s’annule sur Y, ;. Il en découle que, pour tout n et
t, il existe un unique champ de vecteurs X, ; dans Ker(ay, 1) tel que :

atan,t = hn,tan,t - LXn,tdOZn,t
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En particulier, on voit que, pour tout n et ¢ :
Xn,t (0) = 0

De plus, X,, converge vers X, dans la topologie C}2, sur I x B,(0) lorsque n tend vers
I'infini. Pour tout n, soit (®y, ¢):e[0,1] le flot de X, ;. On voit que @, ;(0) = 0 pour tout n
et t. De plus, comme X,, converge vers Xy, il existe € €]0, oo[ tel que ®,, ; soit définie dans
B.(0) pour tout n et ¢t. Enfin, ®, converge vers ®; dans la topologie Cf2, sur I x B, (0)
lorsque n tend vers 'infini.

Pour V un champ de vecteurs quelconque, notons Ly la dérivée de Lie par rapport a V.
On obtient :
at(b:,tan,t = q)q*z,t(atan,t + /:Xn,tan,t)

Pour tout V, on sait que Ly = divy + vyd. Puisque X, ; est dans la noyau de doy, ¢ pour
tout n et ¢, on obtient :

* *
at@n,tanyt = Qn,t(ata";t + [’X‘n,tdanﬂt)
Donc, par définition de X, ;, on obtient :
* *k
at(I)n’tOln7t = htén,tan,t

Comme an o = B et ay,1 = oy, on obtient, pour tout n et ¢ :

1
(I):’,lal = EXp </ htdt> ﬂ
0

On pose ¢, = ®p, 1 et fr, = Exp( fol hidt) et le résultat en découle. [J

Remarque : Salamon et McDuff traitent le théoreme de Darboux pour les structures de
contact dans la section 3.4 de [44]. L’article [17] de Geiges donne une introduction plus
détaillée de la géométrie de contact.



Annexe D

Les groupes de tresses

D.1 Les groupes de tresses.

ANS cette annexe, on étudie les groupes de tresses dans la sphere. Pour n €N, une
tresse d’ordre n dans C est un n-tuplet (y1, ..., yn) : I — C de courbes dans C tel que,
pour tout ¢ € I, et pour tout ¢ # j :

ilt) # 75 ()

Autrement dit, c’est un lacet fermé dans C* qui évite les diagonales. On dit que v =
(71, ---yYn) €St une tresse formée si et seulement si -y; est un lacet fermée pour tout i. Si
v est fermée, on dit que le point (z1,...,2,) € C™ est le point de base de la tresse si et
seulement si, pour tout ¢ :

7 (0) = vi(1) =

On note 7y, (z) I'ensemble de toutes les tresses fermées d’ordre n dans C. Soit v, 7 € T (2).
Une homotopie entre «y et n est une fonction h : I — T, (z) telle que h(0) =+, h(1) =n et

que P'application :
(s,2) = h(s)(t)

215
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soit continue. On dit que v et 1 sont homotopes si et seulement s’il existe une telle h, et
l’on note y ~ 1. On définit 1'espace T,,(z) par :

Tn(2z) = Tn(2)/ ~
Pour v,n € T,(z), on définit le produit v - € T,(z) par :
' [ n(2¢) pour ¢ € [0,1/2]
(v-m)(t) = {7(21:— 1) pourte[1/2,1]
Ce produit préserve les classes d’homotopie, et définit ainsi un produit sur 7j,(z). On
définit la tresse triviale, o € 7, (z) telle que, pour tout ¢ :
Yo(t) =z
On voit que, pour tout v € 7,,(z), on a :
Y- Yo,Y Y~
Il en découle que [yo] € Ty, (2z) est I'identité pour ce produit. On définit I'involution 4 de
T.(z) telle que, pour tout v € 7,,(z) et pour tout ¢ :

i) = (1 - 1)
On voit que, pour tout v € 7,,(z) on a :
v-1(7),5(0) - ~ 70
Il en découle que [i(y)] € Tn(z) est 'inverse de [y] € T,(z) pour ce produit. Enfin, en

montrant I’associativité de ce produit, on voit que (7,(z),-) est un groupe. Dans la suite,
on va noter T, (z) le groupe obtenu en munissant T;,(z) de ce produit.

<o
D.2 Le nombre d’enlacements relatif.

Soit n € N, soit z € C un point dans le complémentaire des diagonales et soit [y] € T}, (z).
On peut supposer que ¥ = (71, ..., ¥n) OU tous les y; sont lisses. En particulier, ils sont tous
rectifiables, et donc leurs images sont de mesure zéro relativement a la mesure de Lebesgue
de dimension 2 sur C. Il existe alors un point dans C qui est dans le complémentaire des
images de chacun de ces lacets. On peut supposer que ce point est le point a l'infini.

Soit w1 # wy € C et soit (n1,72) € Ta(w). Pour 7 une courbe quelconque dans C\ {0}, on
définit Wind(n) comme étant le nombre d’enlacements (le “winding number”) de n autour
de lorigine. On définit Wind(n1,n2), le nombre d’enlacements relatif de (n1,n2) par :

Wind(m, 772) = Wlnd(m —_ 772)
On définit Wind(y) par :
Wind(y) = ZWind(%, 7v;) Mod 2
>t
On obtient d’abord le résultat suivant :

Lemme D.2.1
Si n est impair, alors Wind(y) de dépend pas du choix du point & linfini.
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Démonstration : On peut supposer que les courbes 71, ...,7, s’intersectent transversale-
ment, et donc en des points isolés. Donc, si 'on choisit deux points wg, w1 € C dans le
complémentaire des images de chacun des lacets, il existe une courbe 7 reliant wy a wy qui
évite les points ou les y; s’intersectent. De plus, on peut supposer que 7 intersecte chacun
des vy; transversalement. Soit 0 < t; < ... < t,, < 1 tel que, pour tout 4, il existe j(i) tel
que :

n(t:) € Im(v;())

et que 7 évite tous les ~; dans le complémentaire de {t¢1,...,t;,}. Pour tout w dans le
complémentaire des images des ;s, notons Wind(~y; w) le nombre d’enlacements relatif de
~ relativement au point a ’'infini w.

Soit (A¢)ter une courbe lisse dans PSL(2,C) telle que, pour tout ¢ :

Ay (n(t)) = oo
Par définition, pour tout ¢, on a :
Wind(v;n(t)) = Wind(A¢y; 00)
Il en découle que, pour tout i, et pour tout s, s’ €Jt;, t;11] :
Wind(y; n(s)) = Wind(Asv; 00) = Wind(Asy; 00) = Wind(y; n(s"))

Il suffit alors de savoir ce qui se passe pres de chaque ¢;. Sans perte de généralité, on peut
supposer que 7 traverse ; en un seul point en ¢;. Soit € €]0,00[ et soit s €]t; — €, t;[ et
s' €]t;, t; +¢€[. Par la continuité, on voit que, pour € suffisament petit et pour tout 7,5 # 1 :

Wind(vi, v55m(s)) = Wind(Asys, A543 00)
= Wind(Asr’yi, ASI’YJ'OO)
= Wind (73,755 1(s"))
Soit 7 tel que 71(7) = n(t;). Soit p un petit cercle partant de <y, (7) tournant une fois

autour de 7(s). Soit § €]0, 00 et définissons la courbe <] comme étant, heuristiquement,
la courbe obtenue en insérant p dans y; en 7. Formellement :

~1(t) pour t € [0, 7 — ¢]
vi((t—=06)+2(t—(r—=9))) pourte[r—ado1—476/2]

Y1) = § w((t—(1—48/2))/9) pour t € [T —6/2,7+6/2]
yi(T 4+ 2(t — (1 — 6/2))) pour t € [T+ /2,7 + 0]
~1(t) pour t € [T+ 9, 1]

Pour € et § suffisament petits, v = (v1,72,-.-,¥n) €st une tresse fermée. De plus, en
réduisant encore au besoin € et 4, on peut supposer que les tresses 7y et 7' sont homotopes
dans le complémentaire de 7n(s’). Il en découle que :

Wind(y';(s")) = Wind(v';7(s"))
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Pour € et § suffisament petits et pour tout 7 > 1, puisque ;(7) est dans la composante
connexe du complémentaire de p qui ne contient pas 7)(s), on obtient :

Wind(n,vi(7); n(s)) = Wind(Asn, As7i(7); 00) = Wind(A,n) = £1

Définissons v; comme étant, heuristiquement, la courbe obtenue en “pingant” la courbe 7;
pres de 7. Formellement :

7i(t) pour t € [0,7 — 4]
vi((t—=6)+2(t—(r—=9))) pourte|r—4db,1—476/2]

Yi(t) = vi(T) pour t € [T —§/2,7+ /2]
vi(T+2(t = (1=16/2))) pour t € [T+ 0/2, 7+ 6]
vi (%) pour ¢ € [T+ 4, 1]

Pour € et § suffisament petits, la tresse (1,7;) est homotope & la tresse (v1,7:), et Uon
obtient :
Wind(y1,7;1(s)) = Wind(v1, 75 n(s))
= Wind(y1, vi; n(s)) + Wind(n, vi;n(s))

Il en découle que :
Wind(y; n(s)) = Wind(v; n(s)) £ (n — 1)

et le résultat en découle. O

On montre ensuite que le nombre d’enlacements relatif est invariant par des homotopies
lisses :

Corollaire D.2.2

Soit n impair. Soit vp,v1 € Tn(z) des tresses lisses fermées d’ordre n. Supposons qu’il
existe une homotopie lisse h entre vy et y;. Alors :

Wind(vyp) = Wind (1)

Démonstration : Par compacité, on peut décomposer s en un nombre fini A1, ..., by, d’homo-
topies telles que, pour tout 7, il existe un point w; € C tel que chaque h; évite w;. On
obtient alors, pour tout ¢ :

Wind(h;(0)) = Wind(h;(0); w;) = Wind(h;(1); w;) = Wind(h;(1))

et le résultat en découle. [

Puisque toute tresse peut étre approximée par une tresse lisse et puisque toute homotopie
entre deux tresses lisses peut étre approximée par une homotopie lisse entre ces deux
tresses, 'application Wind définit une fonction sur Tj,(z) pour n impair. On obtient le
résultat suivant :

Lemme D.2.3

Soit n impair. L’application Wind définit un homomorphisme de T,,(z) de Zs.
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Démonstration : Soit 7y, € Tn(z) deux tresses lisses fermées. On peut supposer que ces
deux tresses évitent l'infini. Pour tout ¢ # 7, on obtient :

Wind(v; - v;, 75 - v5) = Wind(vi - v — v - 7})

(
= Wind((vi — ) - (v = 7}))
= Wind(vy; — ;) + Wind(v; — ;)
= Wind(v;,v;) + Wind(v},7})

Le résultat en découle en prenant la somme sur tous les (¢, 7). O
o

D.3 Les tresses génératrices.

On étudie maintenant les tresses d’ordre 3. Soit A C C3 la réunion des diagonales dans
C3
A= U {(21,22,2!3) € ((Aj?’|zZ = zj}
i#]

Posons X = C3 \ A. Notons II(PSL(2,C)) Pensemble de lacets fermés dans PSL(2,C)
ayant I'identité comme point de base. Pour tout z € X, définissons I'application A, :
T3(z) — II(PSL(2,C)) telle que pour tout 7 et pour tout ¢t € I, A,(y)(t) soit 'unique
application de Mobius qui envoie z sur y(z). On voit que A, définit un homéomorphisme
entre 73(z) et II(PSL(2,C)). En prenant les quotients, on obtient un isomorphisme A entre
T3(z) et w1 (PSL(2,C),Id).

Soit z € X et soit v € T3(z). Notons v = (y1,72,73). On dit que 7 est une tresse
génératrice si et seulement si :

(i) la courbe 2 est un lacet simple qui tourne 1 fois autour du cylindre C \ {z1, 23}, et,
(ii) les courbes 7, et 73 sont constantes.

Si v est une tresse génératrice, alors, on obtient trivialement :
Wind(vy) =1 Mod 2

On obtient le résultat suivant :
Lemme D.3.1

Supposons que z = (0,1, 00). Définissons (A¢)ier € II(PSL(2,C)) par :
At(z) — e27ritz

Alors A est homotope & A~!. De plus, siy € T3(z) est une tresse génératrice, alors A, ()
est homotope a A.
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Remarque : En particulier, toutes les tresses génératrices en z sont homotopes, et, si v est
une tresse génératrice, alors [y] € T5(z) (qui est un élément non-trivial car Wind([vy]) # 0)
est un élément d’ordre 2.

Démonstration : Puisque PSL(2, C) est connexe, il existe (B;)¢c 1, une famille d’applications
de Mobius, telle que By = Id et que :

B1(0,1,00) = (00,1,0)
On définit H : I x I — PSL(2,C) par :
H(s,t) = ByA,B; "

On voit que H définit une homotopie entre A = H(-,0) et A=' = H(-,1) et le premier
résultat en découle. Puisque A;(7) est trivialement homotope, soit & A, soit & A1, le
deuxieme résultat en découle immédiatement. [J

Ce résultat nous permet de montrer que les tresse génératrices sont dans le centre de
T5(z) :
Lemme D.3.2

Soit v,n € T3(z) et supposons que v est une tresse génératrice. Alors «-n est homotope a
-
Démonstration : Définissons A comme dans le lemme précédent. Sans perte de généralité,
on peut supposer que z = (0,1, 00) et que :

A(y)=A
Soit (By)ier telle que :

Az (77) =B
Pour 6 € R, on définit My : End(C) — End(C) par :

a b a e2mifp
Me(c d>:<e_2ﬁwc d )

En prenant le quotient, on voit que My définit une application de PSL(2,C) en lui-méme.
On définit H : I x I — PSL(2,C) par :

H(s,t) = My(B,A,)

L’application H définit une homotopie entre (BsAs)ser = H(+,0) et (AsBs)ser = H(-, 1).

On obtient alors :
B . A ~ (BSAS)SEI

~ (AsBs)seI
~A-B

Le résultat en découle. [J
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Ensuite, on construit un plus grand ensemble de courbes qui sont homotopes a des courbes
génératrices :

Lemme D.3.3

Soit z,w € X. Soit n une tresse allant de w a z et soit v € T3(z) une courbe génératrice.
Alors, il existe une courbe génératrice ' € T3(w) telle que :

nteyen e~y
Démonstration : Posons A = A,(y) et B = A;(n). On a :
Aw(n™-ym)=B"'-A-B
Définissons H : I x I — PSL(2,C) par :
H(s,t) = B;;'A;By

L’application H définit une homotopie entre A = H(-,0) et (B;'A;Bs)se; = H(-,1).
Définissons ' € T3(w) telle que :
Aw(v) = A

~' est une tresse génératrice et :
Aw(Y') =A
~ (Bs_lAsBs)seI
~B™ 1. A-B
=Aw(n™'-v-n)
Le résultat en découle. O

Enfin, notons X3 le groupe de permutations de {1, 2,3}. On définit l’action de o € 33 sur
X par :
o (21, 22,23) = (za(l)a Za(2)s Za(3))

On obtient le résultat suivant :
Lemme D.3.4

Soit z € X et soit v € T3(z) une tresse génératrice. Alors, pour tout o € X3, la tresse
fermée o(vy) est homotope & une tresse génératrice de T3(o(z)).

Démonstration : Notons :
() = (@(7)1,5(7)2,0(7)3) = (Yo(1)s Vo(2)s Vo (3))

o(7)o-1(1) €t o(7)s-1(3) sont des courbes constantes et o(y),-1(,) est un lacet simple qui
tourne une fois autour du cylindre C \ {0(2)5-1(1),0(2)5-1(3)}- Posons :

A= Aa(z) (0-(7))
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On voit que A est un lacet simple. En effet, sinon, il existe ¢ # t' tels que A; = Ay et
donc :

Y2(t) = At(22) = Ap (22) = 72(t')

ce qui est absurde puisque 72 est un lacet simple. Soit Bj : C — C une application de
Mobius telle que, pour tout ¢ :

Bi1(0(2)0@)) = 0(2);

Et définissons la tresse 7' € T3(o(z)) par :
’Y’ = A;(lz) ((B;IAsBl)SEI)

On voit que (By'A,B1(0(2)1))ser et (By *AsB1(0(2)3))ser sont des courbes constantes.
(B *A4B1)ser est un lacet simple et donc (By'A,Bi(0(2)2))ser est un lacet simple.
De plus, cette courbe-ci n’est pas contractile dans C \ {o(2)1,0(2)3}. En effet, sinon,
(By "A4B1)ser et donc A seraient contractiles dans PSL(2, C). Il en découle que o(V)o-1(2)

serait contractile dans C \ {o(2)5-11),0(2)s-1(3)}, ce qui est absurde. Il en découle que
~" est une tresse génératrice.

Définissons H : I x I — PSL(2,C) par :
H(s,t) = By "A,B;

L’application H définit une homotopie entre A, w)(v) = H(-,0) et Ayw)(¥') = H(-, 1), et
le résultat en découle. [J

D.4 Un isomorphisme.

Dans cette section, on va montrer le résultat suivant :
Lemme D.4.1
Soit z € X, alors Wind définit un isomorphisme entre T5(z) et Zs.

Soit z € X. Pour v € T3(z) une tresse fermée, il existe une autre tresse fermée ' dans
v € T3(z) qui est proche de v dans la norme C° et qui est lisse. En particulier, v est
homotope & 4. On peut supposer alors que «y est lisse. Soit 7,7 deux lacets fermés lisses
et soit h une homotopie entre v et 7. Il existe une autre homotopie h’ entre v et 1 qui est
proche de h dans la norme C° et qui est lisse. On peut supposer alors que h est lisse. On
définit h: I xI— CxIxI par :

h(s,t) = (h(s,t),s,t)

D’abord, on a le résultat suivant concernant la transversalité :
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Lemme D.4.2

Soit (Y1, Yn), (M1, .., Mn) des n-tuplets de tresses fermées. Pour tout i, soit h; une ho-
motopie lisse de y; a n;. Pour tout k, il existe pour tout ¢ une homotopie h; de v; a n; qui
est proche de h; dans la topologie C¥ et telle que, pour tout i # j :

hi th b,

Démonstration : On le fait pour le cas n = 2, le cas général étant similaire. Notons A le
diagonal dans (C x I x I)2. En utilisant la projection stéréographique, on identifie C avec
S5, la sphére de rayon 1 dans R3. Soit 7 : R*\ {0} — S5 la projection orthogonale. Pour §
petit, soit Bs(0) la boule de rayon § autour de 0 dans R3. Soit € €]0, oco| petit, définissons
D, C1Ix I par :

D, ={(s,t) e I x1I|d((s,t),0l xI)>¢e}

Soit ¢ : I x I — [0, 00[ une fonction lisse telle que :

(i) @lomxr =0,
(i) [lolloo < 1, et
(it} plp, = 1.

Définissons H : (Bs(0) x I x I)2 — (C x I x I)? par :

H((x1,81,t1), (T2, 82,t2)) = ((m(ha(s1,t1) + ¢(81,t1)21), 81, 1),
(m(ha(s2,t2) + @(s2,t2)T2), 52,12))

Puisque v et n sont des tresses, les homotopies hy et ho s’évitent le long de 91 x I et donc,
pour ¢ suffisament petit :

H(((Bs(0) x De) x (B5(0) x D)) )NA =10

Puisque DH est partout surjective sur (Bs(0) x D,)?, il en découle que H M A (voir [21]),
et le résultat en découle. [

On est maintenant en mesure de montrer le résultat suivant :
Lemme D.4.3

Soit z € X et soit v € T3(z). Alors v est homotopiquement triviale si et seulement si
Wind(y) = 0.

Démonstration : Notons v = (71,72, ~v3). Puisque C est simplement connexe, pour chaque
1, 1l existe une homotopie h; dans C entre 7i et la courbe constante z;. Par le lemme D.4.2,
on peut supposer que, pour tout ¢ # j, les applications h; et h sont transverses. Donc,
il n’y a qu’un nombre fini de points isolés (o, 7) tels que deux des h; coincident en (o,7).
On va appeler ces points les points critiques. Puisque, pour tout i # j, les fonctions h; et

h; sont loin I'une de I'autre sur 0(/ x I), tous ces points critiques se trouvent a 'intérieur
de I x I.
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Soit (o, 7) € I x I un point critique. Par le lemme D.3.4, sans perte de généralité, on peut

supposer que :
hl (Ua T) = h2 (03 7—)

et que hg reste loin et de h; et de hs dans un voisinage de (o,7). Comme dans la
démonstration du lemme D.2.1, on peut supposer que h3 est constante dans un voisi-
nage de (o, 7). Pour simplifier, on suppose que (o, 7) est le seul point critique sur I x {7}.
Il existe alors € €]0, 00| tel que (o, 7) soit le seul point critique sur I x|T — €, 7 + €[. Enfin,

on peut supposer que :
hl(O', T) = h2(0a T) =0

Pour tout ¢, notons Dh; la dérivée de h;. Puisque /~11 et l~z2 se rencontrent transversalement,
la matrice (Dhy — Dhs)(o, T) est inversible. Pour ¢ petit, définissons ¢s : I — I x I par :

¢s(t) = (o + 0sin(2nt), 7 — dcos(27t))

Alors, pour 2 =1,2 : ,
hi o cs(t) = Dh; - 2™~/ L O(6?)

et, puisque hg est constante dans un voisinage de (o, 7), pour ¢ suffisament petit :
hg o c(t) = hs(o, T)
Pour 7 = 1, 2, définissons ¢; s par :
ci.s(t) = Dh; - €2mit=7/2

et définissons c3z s par :

ngg(t) = h,3(0', 7')
Puisque Dhy — Dhy est inversible, pour ¢ suffisament petit, la tresse fermée (hq, ha, hg) ocs
est homotope a (c1,5, 2,6, c3,5). Définissons maintenant (A¢)ier et (Bi)er par :

A, = (1—1t)Dhy
By = (1—1t)Dhy + (Dhy — Dhy)

Pour i =1, 2, et pour ¢t € I, on définit ¢; 5+ par :

c154(s) = Ag- p2mis—m /2
c254(s) =By~ p2mis—/2

uisque 1 — 9) est inversible, on voit que (¢1.5.5,C2.5.5,C3.5) définit une homotopie
P Dh Dh t ble, t 5,55 C2.8,5, C3,5) définit h. t

e tresses entre (cp C2.5,C et (C1.61,C26.1,C . onc (€1.5.1,€2.6.15C €St une tresse
de t t 51 C2,6,€3,5) et (C1,6,1,C2,6,1,¢3,5). D 5,15 €2,6,1,€3,5) est t
génératrice, il en découle que (h1, ho, h3) o c5 est homotope & une tresse génératrice.

Notons h = (hy, ha, hg). Soit 1 une tresse allant de z a h(o, 7). Pour ¢ petit, on obtient :

h("T + 5) ~ h("T - 5)|[a,1] : (h © C5) : h(-,T - 5)|[0,0’]
~ (h( 7= )igay-m) - (7t - (hocs)-n) - (™ - h(-,7 = )l0,01)
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Par le lemme D.3.3, la tresse (n™! - (hocs) - n) est une tresse génératrice. De plus, par le
lemme D.3.2, elle commute avec toutes les autres tresses fermées ayant z comme point de
base. On obtient alors :

W7 +08)  ~ (7= 08)|gy - m) - (07" - A7 = O)lpo,01) - (07" - (hocs) - m)
~h(,m=08)-(n7" - (hocs) - m)

Soit o une tresse génératrice en z. Par le lemme D.3.1, on obtient :
B+ 8) ~ BT = 8) 0

Puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de points critiques, et puisque h(-,0) est la tresse triviale,
il en découle qu’il existe n € N tel que :

Y= h("l) N’Y(T)l

et donc :
Wind(y) = n Mod 2

Puisque [7p] est un élément d’ordre 2 dans T3(z), le résultat en découle. O

On obtient immediatement le lemme D.4.1 comme corollaire de celui-ci.
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Résumé
PROBLEMES ELLIPTIQUES POUR DES SOUS-VARIETES RIEMANNIENNES

La premiere partie de la these traite les sous-variétés spéciales legendriennes positives dans
un certain sens. On obtient un résultat de compacité et 'on étudie des formes dégénérées
qui apparaissent.

La seconde partie traite le probleme de Plateau pour les hypersurfaces convexes a cour-
bure Gaussienne constante immergées dans ’espace hyperbolique en trois dimensions. On
montre ’existence des solutions et la dépendance continue des données dans le cas des
surfaces hyperboliques.

La troisieme partie prolonge les études de la seconde partie en traitant la structure géom-
étrique des solutions qui sont conformément équivalentes a des surfaces de Riemann com-
pactes a points. On montre qu’elles sont cylindriques prés des points critiques.

La quatrieme partie traite les représentations des groupes fuchsiens compacts dans des
groupes kleiniens compacts. On montre que, si une telle représentation est non-élémentaire,
et si sa seconde classe de Stieffel-Whitney s’annule, alors il existe une réalisation par une
immersion convexe d’une surface compacte dans une variété compacte de dimension trois.

Abstract
ELLIPTIC PROBLEMS FOR RIEMANNIAN SUBMANIFOLDS

The first part of the thesis treats special legendrian submanifolds which are positive in
a certain sense. We obtain a compactness result and we study certain degenerate forms
which appear.

The second part treats the Plateau problem for convex hypersurfaces of constant Gaussian
curvature immerged into three dimensional hyperbolic space. We show the existence of
solutions and their continuous dependance on initial conditions for the case of conformally
hyperbolic surfaces.

The third part continues the work of the second part by treating the geometric structure
of solutions which are conformally equivalent to pointed compact Riemann surfaces. We
show that such solutions are cylindrical near to critical points.

The fourth part treats representations of compact Fuchsian groups in compact Kleinian
groups. We show that if such a representation is non-elementary, and if its second Stiefel-
Whitney class vanishes, then it has a realisation by a convex immersion of a compact
surface into a compact three dimensional manifold.

Mots Clés: special Lagrangian, special Legendrian, compactness, symplectic geometry,
contact geometry, Plateau problem, hyperbolic space, Fuchsian groups, Kleinian groups
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