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0. INTRODUCTION

Ce texte porte essentiellement sur I’étude du groupe GL,,(Z) des matrices
inversibles a coefficients entiers, et de deux séries d’invariants algébriques qui
lui sont attachés : sa (co)homologie entiere (en tant que groupe discret) et la K-
théorie algébrique de 'anneau Z. Rappelons que K;(Z) = 7;(BGL"(Z)), et que
la (co)homologie de I’espace BGL™ (Z) est celle du groupe GL(Z) = lim GLy, (z),

(pour les inclusions habituelles), ce qui montre le lien étroit entre ces deux séries

d’invariants (via le morphisme d’Hurewicz).

Les résultats obtenus dans le calcul de ces invariants sont les suivants :

1) Nous calculons complétement la cohomologie (entiere) de SL3(Z), GL3(Z)
et St3(Z) (un revétement d’ordre 2 de SL3(Z)) (1.1, premiére partie,
Théorémes 4 et 8).

2) La valeur de K,(Z) n’est connue que pour Ky, K1, Ko et K3 (K3(Z) =
Z/48Z). Prolongeant un travail de R. Lee et R.H. Szczarba, nous mon-
trons que K5(Z) n’a pas de p-torsion si p est un nombre premier > 5, et
que K4(Z) = (un 2-groupe fini) (0 ou Z/3Z) (§1.3, lére partie).

3) Les nombres de Bernoulli b; interviennent constamment dans 1’étude de
GL,(Z) (comme on le sait au moins depuis H. Minkowski). Ainsi, le
seul résultat connu, jusqu’a présent, pour la K-théorie supérieure de Z
(outre le calcul de K,(Z) ® @, dii & Borel et des résultats de 2-torsion)
était que, si i est pair, Ko;_1(Z) contient un groupe cyclique d’ordre le
dénominateur de b;/2i (résultat di & D. Quillen). Des conjectures dues
a S. Lichtenbaum affirment que (& une puissance de 2 pres) les nombres
rationnels b; /2i et (card(Ka;—2(Z))/(card(K2;—1(Z)) sont égaux.

Ce texte apporte une confirmation partielle a cette conjecture en montrant
que si £ est un nombre premier proprement irrégulier, i un entier pair inférieur

a ¢, tel que le numérateur de b;/2i soit divisible par ¢ (et pas par ¢2), alors



0. Introduction 6

Ksi_2(Z) contient un élément d’ordre ¢ (Théoréme 2.2.7.2, 2¢éme partie).
Exemple : ¢ =691, i = 12.

4) Nous montrons aussi que les classes caractéristiques du fibré standard de
GL,(Z) (dt a I'inclusion de GLy,(Z) dans GL,, (R)) se calculent en termes

de dénominateurs de nombres de Bernoulli.

5) Des résultats analogues & 3) et 4) pour des anneaux d’entiers de corps
de nombres (la valeur aux entiers négatifs de la fonction zéta de celui-ci

remplacant les nombres de Bernoulli) sont également démontrés.

Nous employons deux méthodes (correspondant aux deux parties de cette
these). La premiére consiste & majorer les invariants cherchés par un calcul
explicite dans le domaine instable, i.e. portant sur des groupes GL,(Z) avec
n petit. La seconde est de donner un procédé général exhibant des éléments
non-triviaux dans la (co)homologie d’un groupe linéaire et la K-théorie d’un

anneau, i.e., un procédé de minoration.

Premiére partie : L’idée est que pour calculer la (co)homologie de I' = GL,,(Z)
il suffit de décrire un espace contractile X ou I' opere proprement. Une suite
spectrale relie alors la (co)homologie de T' & celle de X/T" et des stabilisateurs
dans T des points de X (qui sont des groupes finis). Un tel espace X est fourni
par les formes quadratiques réelles définies positives, et la théorie de la réduction
vise & décrire le quotient X /T". Mais, pour faire des calculs complets, on remplace
X par un I'-espace contractile dont le quotient par I' est compact, et muni d’une
décomposition cellulaire (T-invariante) (cf. §1.2, premiére partie).

Nous avons d’abord utilisé pour cela un texte de H. Minkowski (1887), et
abouti au calcul de H*(SL3(Z)) (§1.1, lére partie). Par la suite, D. Mumford,
A. Ash; R. Lee et R.H. Szczarba mirent en évidence que la théorie de Vo-
ronoi (1907) est plus adéquate au probleme. Celle-ci est développée au §1.2.2,
1lere partie. Elle conduit & des résultats sur GL4(Z) et GL5(Z), et & la majoration
de K4(Z) (c’est au plus Z/3Z, modulo 2) et de K5(Z).

La deuxiéme partie développe une théorie des classes caractéristiques (dont
lintérét dépasse sans doute les seuls anneaux d’entiers de corps de nombres).

Nous étudions (§2.2, 2¢me partie) des morphismes :

Cig  Koi_i(A) — H*(Spec A, '),
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ot £ est un nombre premier, A un anneau commutatif unitaire contenant 1/¢, k, i
et v des entiers, et ,ug@i" le faisceau étale des racines £”-ieémes de I'unité (tensorisé
i fois par lui-méme), dont on considére la cohomologie (étale) sur le spectre
de A.

Ces morphismes c; j, sont construits, par un procédé du a D. Quillen et
L. Tllusie, a partir des classes de Chern f-adiques équivariantes associées par
A. Grothendieck aux représentations A-projectives d’un groupe discret (§2.1.2,
2eme partie). Leurs propriétés découlent de cette construction. On a ainsi une

formule de multiplication :

Citjh+k(a-b) = m cik(a) e (b),
ol a - b est le produit en K-théorie, et U le cup-produit en cohomologie étale
(2.2.2.3).

Nous voulons étudier la surjectivité des morphismes c; 5. Or, si A contient
les racines £“-itmes de 'unité, les groupes H*(Spec A, u$') sont obtenus par
cup-produit & partir des groupes H*(Spec A, s»). On est donc ramené, grace
a la formule de multiplication, & étudier la surjectivité de ¢ (& condition de
supposer i < £ pour pouvoir inverser les factorielles). Si A est 'anneau des
entiers d’un corps de nombres, H*(Spec A, jp») est nul pour k > 3, (si £ est
impair), et le probléme porte sur Ky, K et Ks.

Mais on constate que le morphisme c¢; o : K2(A) — HY(Spec A, ) est nul.
On contourne la difficulté en introduisant (selon un procédé da & W. Browder et
M. Karoubi dans le “cas topologique”) la K -théorie a coefficients K.(A;Z/¢"7),
qui est définie comme homotopie de la fibre homotopique de la multiplication
par ¢¥ dans le H-space commutatif BGL'(A). On montre que c; ; se factorise

par cette K-théorie a coefficients :
Gk = Koi k(A Z/0°2) — H"(Spec A, ).

Si un élément o de Ko(A;Z/¢"Z) s’envoie par le morphisme de Bockstein sur
un élément d’ordre ¢” dans A* C K;(A), il se trouve que ¢1o(a) engendre
HO(Spec A, ).

Ces procédés (joints & ceux de Tate [?] et & un argument de transfert),

conduisent au résultat suivant (cf. le théoreme 2.2.4 pour un énoncé plus général) :

Théoréme. Si A est anneau de S-entiers dans un corps global F, si £ est impair
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et i < £, il existe des morphismes surjectifs
Gk Koi(A;Z/0Z) — H*(Spec A[1/4), u$), k=0,1,2.

Ce résultat est un cas particulier d’une conjecture due a D. Quillen (cf.
§2.1.1, 2eéme partie). Le lien avec les nombres de Bernoulli (resp. la valeur aux
entiers négatifs de la fonction zéta de F', si F' est un corps de nombres) est donné
par le travail de S. Lichtenbaum reliant la cohomologie ¢-adique a la fonction

zéta.

Le procédé précédent possede un analogue en homologie, qui est d’ailleurs
plus simple & maints égards (par exemple, I'hypotheése ¢ < £ n’est plus nécessaire).
Son étude est commencée aux paragraphes 2.3 (2¢me partie). L’étude de ¢;
(qui correspond aux classes de Chern ordinaires) est plus amplement développée
(§2.3.2).

Le lecteur trouvera des présentations plus détaillées de certaines parties dans

larticle en annexe et en 2.2.0, deuxieéme partie.

Je tiens a remercier tous ceux dont les conseils et la collaboration m’ont
permis d’effectuer ce travail : A. Borel, L. Breen, K. Brown, R. Godement,
L. Hlusie, J. Lannes, S. Lichtenbaum, J.-L. Loday, R. Steinberg et P. Vogel.
Je remercie surtout J.-P. Serre, qui a bien voulu me guider durant mon travail
sur SL3(Z), et S. Bloch, M. Karoubi et D. Quillen, qui, en me parlant de leurs
travaux, m’ont permis d’effectuer la seconde partie de ce travail. Je tiens enfin
a exprimer ma reconnaissance a M. Karoubi pour la fagon encourageante dont

il m’a aidé a la mise au point de ce texte.
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1. PREMIERE PARTIE : CALCULS EXPLICITES

1.1 La cohomologie de SL3(Z)

Voir l'article en annexe (Topology, 563, p. 1-22).

1.2 Théorie de la réduction et minima des formes quadratiques

Soient n un entier fixé, I' = SL(n, Z), et X 'espace des formes quadratiques
réelles n x n définies positives, modulo les homothéties. On identifie X a ’espace
des formes h définies positives ayant un minimum égal & 1 sur Z"—{0}. Le groupe
I" opere sur X par h-v =~'-h-~ ol 7! désigne la matrice transposée de v € I'.

Le but de ce paragraphe est de trouver un espace contractile ou le groupe I'
opere proprement et cellulairement, et dont le quotient par I' soit compact.

La premiére méthode employée (1.2.1), qui généralise le théoréme 1 de I’étude
précédente sur SL(3,Z) consiste a définir un sous-espace X,, de X, ou I" opere
avec un quotient compact, et qui est un rétracte par déformation de X.

La deuxieme méthode est de considérer une compactification X* de X due
a Voronoi, qui présente ’avantage d’étre munie naturellement d’une structure
cellulaire I'-invariante (ce qui sera utile en 2.2.3). Le point délicat consiste a

montrer que X est contractile pour la CW-topologie (1.2.2).

1.2.1 Un “bon” sous-espace de X

Si h est une forme définie positive, on note E(h) 'ensemble (fini) des vecteurs
de Z"™ — {0} de longueur minimale pour la métrique définie par h. On désigne

par m(h) cette longueur et par r(h) le rang (sur Q) de E(h).

Théoréme 1.2.1. Soit X,, l'ensemble des points h de X tels que r(h) = n. Le
quotient X, /T est compact et X,, est un rétracte par déformation T-invariante

de X.
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Remarque. La dimension de X, est n(n —1)/2 c’est-a~dire la dimension coho-

mologique virtuelle de I" [?, ?].

Démonstration. (Cette démonstration doit beaucoup & J. Lannes.)
Soit Xi, k > 1, Pensemble des h € X tels que r(h) > k. Nous allons montrer
que X1 est un rétracte par déformation I'-invariante de Xj. Le théoreme en
résultera puisque X1 = X.

On note V' (h) le sous-espace de R™ engendré par E(h), V'(h) son orthogonal
pour le produit défini par h, et ¢ la forme quadratique positive (non définie)

qui vaut 0 sur V' (h) et est égal a h sur V'(h).

Lemme 1.2.1.1. I existe un réel tg > 0 tel que h —tp € Xi — Xpy1 st t < i,
h—top € Xpy1, et h—tp ¢ X sit > tg.

Preuve du lemme. Si t est tres grand dét(h — tp) < 0. De plus on sait qu’il
existe une constante universelle p(n) telle que si b’ est une forme définie positive
on ait

m(') < p(n) dét(h')'/".

On voit donc qu’on peut définir un plus grand nombre réel ¢y tel que m(h—ty) =
1sit <ty Site|0,ty] ona E(h) C E(h—typ), puisque ¢ est nulle sur E(h).
Raisonnons par I’absurde et supposons que E(h—top) = E(h), i.e. h—top ¢
Xk+1. La fonction m(-) est continue, donc si ¢ est assez proche de t; on a
E(h—tp) C E(h—top) = E(h) et m(h —tp) =1, ce qui contredit la définition
de tg. Comme Xj11 ext convexe on voit que tg est la plus petite valeur positive

de t pour laquelle h — tp € Xg11. q.e.d.

Lemme 1.2.1.2. La forme ¢ et le nombre to = 0(h) dépendent continiment de
he Xy — XkJrl,

Démonstration. Si ' est proche de hon a E(h') C E(h), donc Xy est fermé.
Si de plus A’ est dans un voisinage de h dans X — Xy11, on a V/(h) = V(I').
Comme @(z) = h(z — pry ()(x)), ot pry () désigne la projection sur V'(h), on
voit que ¢ dépend continliment de h. Quant & tg, on vérifie que to = inf (h(x) —
1)/p(z), z € Z™, p(z) > 0, (voir . (., p. .)). Soit ¢; un nombre réel positif tel que
0 < m(h—t1¢) < 1 pour tout h dans un voisinage V' de hg. Pour une telle forme

h le minimum de (h(z) — 1)/¢(z) est atteint par un vecteur x de l'ensemble

H={z|h(z)—tip(x) <1, VheV}.
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Si V est assez petit, 'ensemble E' est fini, donc ¢ty dépend continuement de h.

q.e.d.

Rétraction de Xj sur Xj 1.
On pose :
Ht(h) = h—ttyp si he Xy — Xgy1 et te [071],
Hiy(h) = h si he Xgyr.
D’apres ce qui précede H est une déformation de X} sur Xy si on peut montrer

sa continuité au voisinage d’un point h de Xj41.

Lemme 1.2.1.3. Il existe une constante ¢ > 0 telle que, si h' est assez proche
de h et x € E(h) — E(h), on a ¢'(z) > c.

Preuve. Les nombres ¢'(z) = h'(z — pry (/) (z)) sont proches des nombres
h(x —pry () (). L’ensemble des vecteurs x —pry ;) (x) est fini si A’ est proche
de h, car E(h') C E(h). D’ou le lemme.

On déduit de ce lemme que 0(h') < ¢~ !(h(xz) —1) siz € E(h) — E(h'). Donc
O(h') est proche de zéro si h’ est proche de h. Normons les matrices n X n par

la norme sup. On a
[H (W) = Hy(R)[| < |A =Rl + |ROR) || < [|R" = Al +[[h =K', ¢ .
La continuité de H en résulte.

Compacité de X, /T.

Les inégalités |h;j| < h, hii < hip1,+1 €t hiy - Ry, < dét(h) pour les
matrices réduites prouvent qu’il suffit de montrer que dét(h) est borné sur X,
(cf. [?]).

Soit B = (e1,--- ,e,) une base de R™ formée de vecteurs minimaux pour
h € X, et g la matrice de B par rapport a la base canonique de R™. La matrice
dans B de la forme associée & h est gthg et 'on a donc (par une égalité de
convexité connue) : dét(gthg) < h(er) - - h(en).

Comme dét(g) est un entier, on a dét(h) < 1. q.e.d.

1.2.2 La compactification de Voronoi

On note C* 'espace des formes quadratiques positives réelles, sur R", dont
le noyau est engendré par un sous-espace (propre) de Q™. Soient X* le quotient

de C* par les homothéties positives, et p : C* — X* I'application quotient.
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A un vecteur x de Z™, on associe un point ¢, de C* défini par
pu(v) = (zv)*, veR",

(ot (- | -) est le produit scalaire euclidien), et & un point h de X on associe C'(h),

image dans X* de 'enveloppe connexe dans C* des formes ¢, x € E(h) :
C(h’) :p<{§0: Z )\.'IJ<103L‘7 Z)\.L =1, Az 2> 0})
h(z)=1

Définition. Une forme définie positive h dans X est dite parfaite si le systeme

d’équations en la variable h' :
W(x)=h(z), sizeE(h),

a pour unique solution h = h' (rappelons que m(h) =m(h') =1).
Voronoi a démontré en 1907 [?] les propriétés suivantes :
i) L’ensemble des formes parfaites est fini modulo T

ii) X* est la réunion des ensembles C(m) quand 7 parcourt I’ensemble des

formes parfaites.

iii) Si 7 et 7" sont deux formes parfaites dans X, Uintérieur de C(w) ne

rencontre pas C(7').

Il en résulte que, si ’on munit X* de la CW-topologie déduite de sa décomposition

cellulaire par les ensembles C(h), le quotient X*/T" est compact.

Théoréme 1.2.2. L’espace X* (muni de la topologie ci-dessus) est contractile.

Sa frontiére 0X* a le type d’homotopie de l’immeuble de Tits T,, de SL(n,Q).

Démonstration. Si V est un sous-espace propre de Q", on note C(V) C C*
I'ensemble des formes h de noyau Ker h = V@R et X (V) = p(C(V)). On a donc
X ~ X(0), et OX™* est la réunion disjointe des ensembles X (V'), pour V # 0 et
V #Q".

Sip(h)e X(V)NC(rm)et h= > Ai g, on voit que A\, # 0 implique que
z€E(T)

x est dans I'orthogonal V+ de V dans R™ pour le produit scalaire canonique.
Plus précisément p(h) € X (V) si et seulement si V+ est engendré par les  de
E(m) tels que A, # 0.
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Lemme 1.2.2.1. La premiere subdivision barycentrique de la structure cellulaire
de X* (on notera que les cellules C(m) sont projectivement convexes), munit X*

d’une structure simpliciale.

Preuve. Sih= > A\, ®, on montre le lemme par récurrence sur le cardinal
w(x)=1
du support de A. Comme C(h) est convexe, on trouve une valeur minimale de p

telle que > ¢, — ph a pour image par p un point situé sur la frontiere de C'(7).

x
Ceci permet d’écrire de facon unique
h = )‘(Z(pz)'i'z)‘; Pz s
x x

ol le support de A est plus petit que le support de . q.e.d.

Lemme 1.2.2.2. Le recouvrement de X (V) par les ensembles X (V) N C(x)
(r forme parfaite) est localement fini pour la CW-topologie et pour la topologie

ordinaire (i.e. induite de R™" ).

Preuve. Notons V= I'espace réel orthogonal & V. L’ensemble X (V) N C(7) est
entierement déterminé par la restriction 7|y, de 7 & V4. C’est 'ensemble des
h € X(V) tels que (h|y1,7|yr) = 1 ol (-,-) désigne le produit scalaire sur
End(V+1) di a lidentification End(V+) = V4t ® (V). Si || - || est la norme
associée a (-,-) on a la propriété suivante :

Pour tout compact K C X (V) (pour la topologie ordinaire) il existe une
constante p(K) > 0 telle que si h € K et b’ € X(V) on a (en identifiant h et h’
& leur restriction & V1) :

1y > p(K) )]

En effet la quantité ¢o(h,h’) = |(h,h')| — ||| ne dépend que de h € K et
de 'image A/ de b’ dans I'espace projectif Proj(End V). Si une suite ¢(hy,, h’,)
tend vers zéro, une sous-suite (hn, k) converge dans K x Proj(End V1) vers
un point (h,7’) ot h € K, b’ € X(V) et @(h,h') = 0, ce qui est impossible.

Si h est dans un voisinage compact K d’un point Ky de C(V) si p(h) est

dans C(7) on voit qu’il existe une constante o > (m, h) > p(K)||7|y 1 ||. Mais les
coordonnées de 7|y . dont des dénominateurs bornés dans toute base rationnelle
de V4, ceci & cause de i), de la définition des formes parfaites et du fait que V+
est défini sur Z. Donc I'ensemble des formes 7|y 1 est discret et p(K) ne peut

rencontrer qu’un membre fini des ensembles C'(7) N X (V). q.e.d.
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Lemme 1.2.2.3. Sur X (V) la CW-topologie coincide avec la topologie ordi-

naire.

Preuve. Du lemme 1.2.2.1 résulte que la CW-topologie coincide avec la topolo-
gie ordinaire sur toutes les cellules C(7). Comme ces cellules sont fermées pour

la topologie ordinaire, le lemme 1.2.2.2 permet de conclure. q.e.d.

Notons C(V) I'ensemble des formes h telles que Ker(h) > V et X(V) =

p(C(V)). Sih= > Aw: € C(V) on voit que ¢, € C(V), donc X (V) est
w(z)=1
fermé pour la CW-topologie et X (V') est son intérieur.

De plus X(V) est la réunion disjointe des cellules X (V') telles que V'

contienne V.
Lemme 1.2.2.4. L’espace X (V) (et en particulier X* = X (0)) est contractile.

Preuve. Soit hy un point de C(V) fixé et posons :
Hy(h)=th1+(1—1t)h, siheC(V).

1l suffira de montrer que H¢(h) dépend continuement du couple (¢,h) pour

la topologie T donnée sur C(V) par les coordonnées A, dans lécriture h =

> Ap @z (lemme 1.2.2.1).
z€E(T)

Fixons un point hg.

1) Montrons d’abord qu’il existe un nombre € > 0 tel que si t < € et si h est
assez proche de hg (au sens de T), le point H¢(h) est dans I’étoile de h.

Soit hg = > Ay @z, Az > 0. Si h est dans Iétoile de hyg, il s’écrit sous la

h = Z)‘z@w‘i‘z)\y@y

ou les X sont proches des A, et les A, sont petits. Si 7 est une forme parfaite

(x, Hy(h)) > 1—t< ZANQ (1—t)(ZA;7r(x)).

Supposons que hg ¢ C(7). Il existe donc zg tel que m(zg) > 1+1/d, ot d est

forme
on a

un majorant des dénominateurs des coefficients de toutes les formes parfaites

dans la base canonique. Donc

(m,Hy(h)) > (1 —1) (Z )\;)—l—n, ou 7 est une constante > 0.
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On peut en déduire que Hy(h) ¢ C(m) (si t est assez petit et h assez proche de
ho). En effet si h € C(7’), on a

(', Hy(W')) = (1 — 1) (Z A;)+ tHr' ) + (1 —t) (Z )\y),
et cette quantité est aussi proche qu’on veut de (1 —t) > A,. On obtient donc
(r', Hy(h)) < {m, Hi(h)), et Hy(h) ¢ C(m). q.e.d.

2) La fonction Hi(h) est affine en ¢ et h, donc sa restriction aux points
(t,h) tels que h et Hy(h) soient dans I’étoile de hg est continue (pour les deux

topologies).

3) Dans le cas général, soit (¢o, ho) un point fixé tel que to > 0, d’ott Hy, (ho) €
C(V) (car hy € C(V)). D’apres 1) et 2), si h est assez proche de hg, le point
H_(h) est aussi proche qu’on veut de Hc(hg), ot € < (1 —tp) est choisi comme
en 1).

Mais on a

Ht(h) = H(l—t—s)/s (Hs(h))
et He(h) et H(h) sont dans C(V) (sit > 0), ol les topologies coincident d’apres
le lemme 1.2.2.3. q.e.d.
Démonstration du Théoreme 1.2.1.
Soient I ’ensemble des sous-espaces vectoriels propres non-nuls de Q", or-

donné par inclusion. L’immeuble de Tits T}, est par définition le complexe sim-

plicial K(I) associé & l’ensemble ordonné I.

On note que V' C V’/ équivaut & X(V') c X(V). De plus, si h € 0X*,
I’ensemble des espaces V tels que h € X (V) admet un minorant dans I : Ker(h).
Le théoreme résulte donc du lemme suivant, appliqué a X =0X*etala

famille (X;)icr = (X(V))ver.
Lemme 1.2.2.5. (Quillen) Soit X un compleze simplicial, et (X;)ier une
famille de sous-complexes de X indexée par un ensemble ordonné, vérifiant les
propriétés suivantes :
i) Sii<j,onaX; CX,.
ii) Si x € 5{, U’ensemble ordonné des i tels que x € X; forme un sous-
compleze contractile de K(I).
111) Chaque compleze X; est contractile.

Alors X a le type d’homotopie de K(I).
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Ce lemme se démontre en considérant le bicomplexe K.. obtenu en recollant

les bi-simplexes
(i1 <--- <in) X 8, ol sest un simplexe de Xj,.

Le bicomplexe K.. se projette sur X et K(I), et les fibres sont contractiles. On

voit donc que si un groupe I' opéere sur X et I de telle sorte que
Xi"y:X’y_l‘ia vel,

les équivalences d’homotopie K.. — X et K. = K (I) sont équivariantes. Ce

sera le cas pour l'action de I' sur 9X™* et T,,.

1.3 Majoration de I'ordre de K,(Z) et K5(7Z)

1.3.1 La suite spectrale de ’homologie équivariante

Soit (X,Y") une paire de CW-complexes de dimensions finies (Y C X) et I un
groupe opérant (& droite) cellulairement sur X et Y. L’homologie équivariante

de (X,Y) (& coefficients triviaux) est, par définition,
HI (X, Y)=H,(X x ET,Y x ET),
r r

i.e. 'homologie de la paire (X x ET,Y x ET), ot ET est l'espace total du
r r
fibré principal universel ET' — BT, et ou X x ET est défini par I’équivalence
r
(z;e) ~ (x-7,7-€).
Cette homologie (qu’on peut aussi décrire comme celle d’un bicomplexe) se

calcule de deux fagons (cf. [?]) :

1) En projetant sur BI" on voit qu’il existe une suite spectrale, dont le second

terme est
E2 . = Hy(I', Hy(X,Y)),

convergeant vers I’homologie équivariante H; (X, Y).

Exemples :
—~S1Y =0 et si X est contractile, H,(X) = Hp(T).
—Soient I' = SL,,(Z), X = X*, Y = §X*, définis comme au paragraphe 1.2.2. La

suite exacte de Mayer-Viétoris et le théoreme 1.2.2 donnent des isomorphismes

Hy(X,Y) ~ H,_1(0X*) ~ Hy_1(T},)
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(isomorphismes de I'-modules d’apres la fin de la preuve du lemme 1.2.2.5). On

sait que T, est sphérique de dimension (n — 2), d’out
Hy (X*,0X*) = Hy_ns1(T', Hy—o(T3)) -

2) Filtrons X par les complexes K, obtenus en ajoutant & Y le squelette de
dimension ¢ de X. D’apres ([?], §XV, 7), il existe une suite spectrale dont le
premier terme est

El

pq

Hq(KpaKp—l)

et qui converge vers H!

piq(X,Y). Si o est une cellule de K}, — K},_1, on note

I' - o son orbite. On vérifie que
Hy (Kp, Kp_1) ~ @ Hy(o;-T,00; - T)
oj

ou les o; décrivent un systeme de représentants ¥, des cellules de (K, K,_1),
modulo I'. Mais

(0-T,00 -T)x ET' ~ (0,00) x ET,,
r Lo
ou I', est le stabilisateur de o, donc
T — gls
Hy(c-T,00-T)=H,(0,00).
D’apres la partie 1), on a enfin

HY7(0,00) = H/(T»,Z,)

q

ou Z, = Hy_1(0,00) est le module d’orientation de . Donc
1 _
Ep,q - GJ_?ZPHQ(FUWZ%‘) ’

Le lemme suivant décrit la différentielle d : B}, — E! ;.

Lemme 1.3.1. (K. Brown) Soient 0 € £, et 7 € ¥,_1 deux cellules telles

L' = ¢’ C 0. Le morphisme d; est la somme, pour

qu’il existe g € I' avec T - g~
tous les couples (o, T) comme ci-dessus, des morphismes g.ody o (N.B. : g« ne

dépend pas du choiz de g), ot dy o est la composée du transfert

Hy(Ty,Zy) = Hy(Ty N Ty, Zy)
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et de la corestriction
H(ToNTy,Zer) — Hy(Ty, Zys) .

Démonstration. Posons I'y .+ = I'y N I'gs. Comme I', ,-modules, Z, et Zy
sont isomorphes, ce qui donne un sens & ’énoncé. Le morphisme d, ./ est, par

définition de d;, induit par le composé des morphismes suivants de I';-modules :
H,(0,00) = H,_1(00) =2+ H,_1(d0,0 — o' Ty) —>5 H,_1(0'-Ty,00" T,)
et du morphisme (equivariant pour l'injection I', — T)

H, 1(¢' - Ty,00" -Ty) =25 H, 1(0c/ -T,00"-T).

Le bord a; et ’excision az sont des isomorphismes de I',-modules. Le mor-

phisme
H, 1(00) 225 H, 1(0/ T,,00" - T,) =7Z[[yo\I's]
s’identifie & I’application
S —> Z sg .
g€l, o/ \T's
Le lemme de Shapiro ([?], §X.7) dit que
Hy(TyZ[To,0\I's]) = Hy(T'5,67)
et (a3 0 ag). s'identifie ainsi au transfert

H,Ty,Zy) — Hy(To o0, Zor)

Quant & ay, le diagramme ci-dessous d’applications équivariantes (pour I’action

des groupes indiqués en indice) est commutatif :

(¢/ -Ty,00" -Ty)r, — (¢ -T,00" -T')r

T T

(o',00")r, , ———— (o', 00")r,
Ceci montre que (ay), s’identifie & la corestriction
Hq(FmU/, Zg/) — Hq(l“oz, ZU/) .

q.e.d.
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1.3.2 Les résultats

On utilise le paragraphe 1.2.2. Voronoi a, dans son article original, classé les
formes parfaites & moins de cinq variables [?], ce qui permet de décrire I’action
de I' sur X* quand n < 51. C’est ce qui a été par R. Lee et R.H. Szczarba, dans
[?], qui en déduisent que K4(Z) et K5(Z) n’ont pas de p-torsion pour p > 5.

Nous montrons ici le complément suivant de leur résultat (cf. aussi [?]) :

Théoreme 1.3.2. Les groupes K4(Z) et K5(Z) n’ont pas d’élément d’ordre 5.
La partie 3-primaire de K4(Z) est 0 ou Z/37Z.

Preuve. Notons @ (resp. @) la catégorie dont les objets sont les Z-modules
libres de type fini (resp. de rang inférieur & n) et dont les morphismes sont les

classes d’isomorphismes de diagrammes de la forme :
M<—N>— M,

ot N>——> M’ est injectif et N ——= M" est surjectif. D’aprés Quillen [?]
on a

Ti+1(BQ) = K;(Z), j=0.

De plus, I'homologie du classifiant BQ de la catégorie @ est liée & celle de GL,,(Z)
a coefficients dans le module de Steinberg St,, = H,,_2(T},,) par les suites exactes

suivantes :
s — HjBanl — H]BQH — HJ,H(GLTL(Z), Stn) — ijlBanl —

On sait que Hy(GL,,(Z),Sty,) = 0 [?], donc H,BQ,, = H,BQ est un quotient
de HnBQn—l'

1.3.2.1 La 5-torsion

D’apres ce qui précede, et vu qu’aucun des groupes H,(GL,,(Z); St,), n < 3,
ne contient de 5-torsion (voir 1. par exemple), il suffira de montrer le résultat
suivant (ot on note SLy, GL5 au lieu de SLy(Z), GL5(Z)).

Théoréme 1.3.2.1. H1(8L4; St4) = HQ(SL4; St4> = Hl(GL5,St5) = 0, modulo

la 2 et la 3-torsion.

1. Les formes parfaites & six variables ont été classées en 1957 (!) par E.S. Barnes [?]. Il
y a sept classes de telles formes (modulo GLg(Z)), ce qui m’a découragé de faire un calcul
direct dans ce cas.
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Pour ce faire on utilise la suite spectrale décrite au paragraphe 1.3.1 :

E;,q = EE'; Hy(To,Zy) = Hpiq—n+1(I;Sty)
g&2p

(T' = SL4 ou GLj5). On reprend les notations de larticle de R. Lee et R.H. Szc-

zarba [?].

1.3.2.1.1. Lecas n=14

On montrera que Ezl,yq =0 (mod 2 et 3) si p+ ¢ = 4 ou 5. On est donc
concerné par les cellules o de (X},0X}) dont le stabilisateur ', contient un
élément d’ordre 5. Ceci implique que I', est fini et déterminé, a la 2-torsion
pres, par son image I/ dans I’ensemble des permutations des sommets de o (qui
sont des formes ¢, pour un ensemble de vecteurs z de rang maximum).

Si dim o # 4,9, un élément d’ordre 5 dans I', doit fixer un sommet de o,
donc il est inclus dans un sous-groupe parabolique propre de I' ; ¢’est impossible
car GL3(Z) ne contient pas d’élément d’ordre 5.

Si 0 = 04 (resp. 04), on remarque que ', fixe la droite contenant x%, 23, et
(x1 — x2)? (resp. le plan 71), donc le méme argument s’applique.

Si o # o}, on voit que H(T,,Z,) ne contient pas de 5-torsion ([?], lemme
4.4).

Enfin le texte cité montre que Ef, = Eg,o = 0 (modulo la 2-torsion), car
toute cellule o de dimension 4 ou 5 est telle que I', contient un élément inversant

l'orientation de o, & I’exception de of et O'g, et le bord

dl : HQ(FU ) — Ho(rgil)

5
5
est un isomorphisme.

1.3.2.1.2. Lecas n=5

Une cellule qui a moins que cinqg sommets est contenue dans la frontiere
0X: ; et on sait que Ej 5 = 0 (mod 2) (lemme 5.2 de [?]), donc on doit seulement
montrer que Ei)l ne contient pas de 5-torsion.

Soit o une cellule de dimension 4 de (XZ,0XZ) telle que T', contient un
élément d’ordre 5. Comme dans [?], lemme 5.3, on peut supposer que o est
contenue dans un ensemble S;?, et on voit que son image apres réduction modulo
2 contient cingq points distincts. Pour montrer que Hy(T'y,Z,) n’a pas de 5-
torsion, on prouvera que I', contient la permutation de deux sommets, donc

que T',, est le groupe des permutations des cing sommets de o.
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Si quatre sommets de o sont dans un hyperplan, ce sont, a équivalence par
I pres,
(1 —w2)*, (n+w2)?, (W+u)®, (24 62aua)°
ou

(1 —ws)®, (i+w)®, (v2+wus)?, (y2+ 02aya)®.

La méme transformation que celle utilisée dans [?], cas 2, p. 44, échange deux
sommets de o en fixant les autres.

Si trois des sommets de ¢ sont dans un hyperplan, on utilise le cas 3, p. 45,
de [7?]. q.e.d.

1.3.2.2 La 3-torsion

On va calculer, modulo 2, les groupes intervenant dans les suites exactes

suivantes :
H:BQ, — H;BQ; — 0
HQ(GL4, St4) — H5BQ3 — H5BQ4 — Hl(GL4, St4)
H5BQ2 — H5BQ3 — HQ(GLg, St3)
H;BQ, — HsBQ, — H3(GLg,Sta).

1.3.2.2.1. On vérifie que
Hg(GLQ; Stg) = ﬁ_S(GLQ, Z) =0

(cf. [?]), et il est clair que HsBQ; = 0, d’ot H;BQ, = 0.

1.3.2.2.2. On sait que H;(GL3;St3) = 0 et que Ho(GLg3;St3z) = Z/3Z (cf.
2.1.2.3. a)). Donc
H;BQ3 = HZ(GL;),; Stg) = Z/3Z.

1.3.2.2.3. On va montrer que H;(GLy;Sts) = 0 et que Ha(GLy; Sty) = Z/3Z.
(Le calcul de Hy(GLy; Sty) suffirait pour démontrer le théoréme, mais celui de
Hy(GLy; Sty) peut étre intéressant en lui-méme, d’apreés la remarque 3.2.2.5
ci-dessous.)

Avec les notations de 1.3.2.1, on considere les groupes H,(I'y; Z,), 0llo € %,
q>0,et p+q=4,5ou 6. Ces groupes sont nuls sauf si o = o3, 03, 05, 0},
03, 03 ou 02. On remarque aussi que, a priori, si dimo < 4, le sous-groupe de

Sylow de T',, est d’ordre 3 au plus.
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Lemme 1.3.2.2.3. Le morphisme

dy - H1(06,Zs) — Hi(T7,Z;), 0€%,, TEX, 1;

est surjectif (mod 2) si (o,7) = (03,03) ou (02,0%). Il est nul si 7 = o5 et

o # ol

Preuve : On utilise le lemme 1.3.1. On sait que d; = 0 si ¢ ne contient pas de

face équivalente a 7. C’est le cas pour (o, 7) = (03, 03) (la configuration associée

A o5 contient une droite, pas celle de o3, cf. [?]).

Dans les cas restants on exhibera une cellule ¢/ C do équivalente a 7, et
un 3-sous-groupe de Sylow G3 de G = T',, tel que, si H = T';, N[,/ le groupe
H; = G3 N H soit cyclique d’ordre trois (c’est donc un 3-sous-groupe de Sylow

de I'y/). Le lemme 1.3.1 et le diagramme commutatif ci-dessous

H(G, Zy)(3) —— H\(H,Zy)(3) — Hi(Tor, Zo ) (3)

lltr iltr

H1(G3,2,)¢ —"> H\(H3,Zy)"

ou les groupes de la ligne inférieure désignent les éléments stables dans les
groupes de Sylow, au sens de [?], §XII 10-1, p. 259, montrent qu’il suffira
d’étudier

H1(G3,Z)% X Hy(Hs,Z,)" .

o =04 22,23, 2% (11 — 12)?, (22 — 73)?
3
3

cx? ad xd ag.

Soient o’ : 2%, 22, 2%, (z2 — x3)?
(o’ est visiblement équivalente a 7), et G5 le groupe cyclique d’ordre 3 engendré
par la transformation qui envoie par dualité les formes x1, 22, x3, x4 sur zo — 3,
—x1—x3, —X1, T4 (respectivement). On voit que G5 = Hj et que le normalisateur
de Hs dans H et dans G est engendré par Gj et par la transformation envoyant

Z1,%2, T3, T4 SUT To — T3, T1 — T3, T3, T4. Le transfert est donc surjectif.

2éme cas : (0,7) = (02, 01). On sait, par le lemme 3.5 de (.), que o2 ne contient

qu'une face équivalente & of. On voit donc que I'y C 'y et le transfert

H,(Ty,Z,) — H,(T'y NTo, Zo)
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est 'identité.

3éme cas :

_ 5. ,.2 2 2 2 2 2
0 =03 ~$1,$2,$3,.’E47($1 _xZ) ,(l‘3—$4)
_ 4. ,..2 2 2 2 2
T =05 1 x1,x5, 13,23, (¥ — x2)°.

Soient 7 =o', et G3 = C' x C’, ol C (resp. C") est engendré par la transfor-
mation envoyant 1, s, X3, T4 SUr To, T2 —T1, X3, T4 (TESP. T1, T2, Tq, T4—T3). On
aC~C' ~Z/3Z et H3 = C. On vérifie que le transfert Hy(Z/3Z x Z/3Z) —
Hy(Z/37Z) est nul. q.e.d.

On conclut du lemme précédent que, modulo la 2-torsion, on a Eil =0et
Eg,l =7/3Z d’ou

H;(GL4,St4) =0 et Ho(GLy,Sty) =Z/3Z.
Par conséquent HsBQ,, HsBQ; et H5;BQ sont égaux (mod 2) a zéro ou Z/3Z.
1.3.2.2.4. On sait que K3(Z) = myBQ = Z/3Z. On a donc une fibration
F — BQ — K(Z/3Z;4)

ol E@ est le revétement universel de BQ (on sait que BQ ~ K(Z;1) x E@,
d’apres [?]) et K(Z/37Z;4) est I'espace d’Eilenberg Mac-Lane dont ’homotopie
est nulle, sauf 74 = Z/3Z.

La fibre F est 4-connexe (mod 2) et, par le théoréme d’Hurewicz relatif et

la suite exacte de Serre, on en déduit :
K4(Z) = 75(BQ) = m5(F) = Hs(F) (mod 2).

La suite spectrale d’homologie de la fibration considérée (on notera que le m; de

la base est trivial)
Ej . = Hy(K(Z/32;4); Hy(F)) = Hy(BQ)
donne la suite exacte
Hy(K(Z/3Z;4)) — H5(F) — H5(BQ) — Hs(K(Z/3Z;4)).

Mais on vérifie que les groupes Hg(K(Z/3Z;4)) et H5(K(Z/3Z;4)) sont nuls
(mod 2) (cf. [?]).

Le théoreme 1.3.2 est donc démontré.
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1.3.2.2.5. Remarques :
i) La suite exacte reliant H*(GL4(Z)), H*(GL4(Z)) et H.(GL4(Z);Sty)

devrait permettre de déduire des calculs ci-dessus la cohomologie de
GL4(Z), modulo sa 2-torsion (voir [?], ou 1. §2.3. b)).
ii) On verra dans la deuxiéme partie (§2.2.7.3) qu’on espere que K4(Z) n’a

pas de 3-torsion.



2. DEUXIEME PARTIE : A PROPOS DES CONJECTURES DE
LICHTENBAUM

2.1 Présentation des conjectures

2.1.1 Leur énoncé [?] :

Soient F' un corps de nombres totalement réel, ¢ un entier pair non nul, (g
la fonction zéta [?] et Op 'anneau des entiers de F. La conjecture de Lichten-
baum est surtout connue sous la forme suivante (ot K,(Op) est la K-théorie

de Panneau Op) :

~_ card (K2;_2(OF))
Cr(1—d)l = card (K2;—1(OF))

(modulo une puissance de 2).

En fait, cet énoncé est la synthése de deux autres conjectures, reliant res-
pectivement la K-théorie et la fonction zéta a un intermédiaire; & savoir des
groupes de cohomologie ¢-adique, que nous allons maintenant définir (et qui
seront plus amplement décrits au paragraphe 2.2.1).

Fixons un nombre premier ¢mpair ¢, F un corps de nombres (quelconque),
i un entier pair. On note S l’ensemble des places finies de F' qui divisent /;
Og l'anneau des S-entiers de F, u?ﬁi (resp. Wég”) le faisceau étale des racines
¢”-iémes (resp. E”/—iémes, V' € N) de l'unité sur Spec F, tensorisé i fois par

lui-méme, j 'injection de Spec F' dans Spec Og, et Z; les entiers f-adiques.

Conjecture 1 (D. Quillen) :

1l existe des isomorphismes

Kgifg(os) ® Ly ~ @Hg(SpeC OS?j* M%})

Koi-1(0s) ® Zg =~ @Hl(Spec Os. = 1i2')

(les groupes de cohomologie considérés sont les groupes de cohomologie étale ; ils
forment un systeme projectif pour les applications induites par les projections

[ev+1 = fev ).
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Conjecture 2 (S. Lichtenbaum) :
Si F' est totalement réel et si i est pair >0 :
i) Les groupes H*(Spec Og, j. We®i) sont finis,
i) H*(SpecOg, j. WZ") =0 si k > 2,
i) On a ‘
card H'(Spec Og, j« W)

1—i)| = '
[Cr(1 =)l card HO(Spec Og, j W/fgn)

(] |¢ désigne ici la partie f-primaire d’un nombre rationnel). Les morphismes de

Bockstein des longues suites exactes associées aux suites exactes de faisceaux
0— psl — W2 —— W2 —0, v>1,
et la conjecture 2, i), donne des isomorphismes

H*(Spec Og, j. W) — im H""(Spec Og, j. u3') .

Par ailleurs, la suite exacte de localisation de Quillen [?]; et le calcul de K, (Og)®
Q di & Borel [?], montrent que Ka;—;(Og) ® Zy est isomorphe & la ¢-torsion de
Ko;—(Og) (si i est pair et F totalement réel). C’est ce qui permet de regrouper
ces conjectures dans 1’énoncé donné plus haut.

La conjecture 2 est démontrée par exemple si F' = QQ quand ¢ est un nombre
premier régulier ou proprement irrégulier [?]. C’est & la conjecture 1 que nous
nous intéresserons. L’origine de cette conjecture se trouve dans les classes de
Chern f-adiques définies par Grothendieck [?], comme nous le verrons au para-

graphe suivant.

2.1.2 Les classes de Chern (-adiques de Grothendieck

2.1.2.1. Fixons un nombre premier . Soient A un anneau commutatif unitaire
dans lequel ¢ est inversible, P un module projectif sur A, de rang r (sur tout
corps résiduel de A), et

p: G — Aut(P)

une représentation de G sur P.
Ces données définissent un G-faisceau localement libre E sur SpecA. A.

Grothendieck associe a E des classes de Chern

ci(p) € H*(Spec A, Gs ), r>i>0, v>1,
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qui appartiennent a des groupes de cohomologie étale équivariante, par rapport
a laction triviale de G sur Spec A (cf. [?]).

Ces classes de Chern forment un systéme projectif pour les morphismes
induits par pg+1 — pee (elles sont f-adiques). On a co(p) = 1 par définition ; et

si on désigne par

c(p) =1+ ci(p) +c2(p) + -+ cr(p)

la classe de Chern “totale”, on a les propriétés suivantes (loc. cit., §2.3, p. 247)

i) Fonctorialité :

Si f est un systeme de morphismes compatibles
A=A, GG, P=P, ona c¢(fop)=f*(ciop).

ii) Normalisation :
c(p) =14 c1(p), si P est un module de rang 1, la classe ¢1(p) étant définie

comme l’'image de la classe
&(p) € H'(Spec A,G; G,

qui classifie le G-fibré inversible sur Spec A associé a p, par le morphisme de

Bockstein S, di a la suite exacte de faisceaux étales
0 — pev —)Gmﬁ—%Gm—)O

(comme 1/¢ € A, Dapplication G,, LN G, est étale, cf. [?] 2.5). Plus
généralement ¢y (p) = B, (dét (p)).
iii) Additivité :

Si0— P'— P — P"” — 0 est une suite exacte de G-modules projectifs sur

A, on a (avec des notations évidentes)

c(p) = c(p') Uc(p”)
(cup-produit dans la cohomologie équivariante).

iv) Multiplicativité :

Cs(p & PI) = Qr,r’,s(cl(p)a e ,Cr(p); Cl(p/)v T 7CT’(pI)) )
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r+1r' <s, ol les polynémes Q, , s sont des polynémes universels & coefficients
entiers qu’on peut décrire par exemple a partir de la méme formule pour les
classes de Chern ordinaires. On évalue les monoémes de @), ,/ s par des cup-

produits.

La représentation naturelle de GL,(A) sur A™ donne ainsi des classes
¢; € H*(Spec A, GLy, (A); i)

qui sont “stables”, c’est-a-dire ne changent pas si on compose la représentation
naturelle avec les plongements habituels de GL,,(A4) (resp. A™) dans GL,11(A)
(resp. AnH1).

2.1.2.2. On déduit des classes de Chern ci-dessus des tests pour ’homologie
de GL,,(A). En effet la formule de Kiinneth (par exemple dans la catégorie des
schémas simpliciaux, dont font partie Spec A et le classifiant BG du groupe G)

montre que le groupe
H?(Spec A, G; 1$)) = H*(Spec A x BG; u$)
s’envoie surjectivement sur

® Hom(Hy;—(G;Z/0"Z), H*(Spec A, u5')) .
0<k<2i

D’ou des morphismes
cir(p) : Hoy i (G5 Z/0"Z) — H"(Spec A; u3')

que nous étudierons au paragraphe 2.3.

2.1.2.3. Selon un procédé di a L. Illusie et D. Quillen [?], les classes de Chern ¢-
adiques conduisent aussi & des morphismes tests pour la K-théorie (algébrique)
de l'anneau A.

Voici comment. Rappelons d’abord que, sip > 1, on a par définition K, (A) =
m,(BGLT(A)), ot GL(A) = lim GLy, (A), la limite étant prise pour les injections
habituelles de GL,, dans GL,:H (pour une introduction & cette définition de la
K-théorie de rang supérieur, on peut se référer a [?]).

La formule de Kiinneth s’écrit, en termes de catégories dérivées, sous la forme

RT(Spec A x BG; p') = RT'(BG, RT'(Spec A, u$)')) .
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Les groupes de cohomologie équivariante sont ainsi identifiés & des groupes d’hy-

percohomologie ([?], chap. XVII)
H?(Spec A, G; u$)') = H*(BG; RT(Spec A, 1u5')) -

Soit D(Z) la catégorie dérivée des Z-modules (on prend des complexes bornés a
gauche). On considére une résolution du faisceau ug?,i par des faisceaux injectifs
de groupes abéliens. La classe dans D(Z) du complexe des sections d’une telle
résolution est par définition RI'(Spec A, u$') (cf. [?]).

L’hypercohomologie ainsi définie est représentable, par exemple par le procédé
suivant. Soit F' € RI'(Spec A; u?;i). On translate les indices de F' par —2i, ob-
tenant ainsi le complexe F[2i]. On tronque F[2i] aux valeurs négatives (en ne
gardant en degré zéro que le noyau de la différentielle) : soit 7<¢F'[2i] le com-
plexe obtenu. Le transformé de Dold-Puppe K (F,2i) de 7<oF[2i] est alors un

groupe abélien simplicial tel que :
7 (K (F,21)) = Hy(1<oF|[2i]) = Hi—oi(F)

(cf. [?]). En effet, 'homotopie d’un groupe abélien simplicial est ’homologie du
complexe de groupes aéliens obtenu en lui appliquant le foncteur de “normalisa-
tion” N (défini comme 'intersection des faces d’indice 0, la différentielle étant
alors donnée par la 0-ieme face). Le foncteur K est un foncteur inverse de N, a
homotopie universelle pres.

Soit WG l’ensemble simplicial standard de réalisation BG, et Z(WG) le
groupe abélien simplicial libre de base WG. On a :

H*(BG;F) = Ho(Homy(N(Z(WGQ))), <o F|2i])
= [Z(WG), K(F,2i)] = [BG, |K(F,2i)|].
ou [, | désigne les classes d’homotopie de morphismes de groupes abéliens
simpliciaux (resp. d’applications continues) et | - | la réalisation géométrique

d’un ensemble simplicial.

Ainsi, a une représentation p de G est associée

¢i(p) € [BG,|K (R (Spec A, ), 20)]]
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On notera, pour simplifier, quand ¢ est fixé,

C(Ai) = C(A,i,v) = r<oRT(Spec A, uh)[2i),
X (A, i) X(A;i,v) = K(RT(Spec A, i), 2i)
X4,y = [[xA0).

i>1

On a en particulier une classe de Chern “universelle”
¢; € [BGL(A), X (A,i)], i>0,

et une classe totale ¢ € [BGL(A), X(A,")] (correspondant & la représentation
naturelle des groupes GL,(A)). Comme X (A,%) est un H-espace commutatif,
la propriété universelle de BGL™(A) permet de factoriser les classes précédentes
par BGL"(A). On notera de méme ¢; € [BGL1(A), X (A, )] ces factorisations.

Au niveau des groupes d’homotopie, ¢; induit des morphismes
cig: Ko x(A) = mo; 1, (BGLT(A)) — moi_1(X(A,17)).
Mais, d’apres ce qu’on a vu ci-dessus,
Toi—k X (A, i) = H_x(RT(Spec A, u)) = H*(Spec A, u$)') .

Les morphismes “tests” c;; ainsi obtenus pour différentes valeurs de v sont

compatibles entre eux et donnent des morphismes? :

cig Kok (A) — @Hk(spec A, i)

Dans le cas ot A = Og est anneau de S-entiers dans un corps de nombres

F, on montre que (cf. 2.2.1) :
- H*(Spec Os, ) = H¥(Spec Os, j. ).
- Ces groupes sont nuls si k > 2.

- Enfin @HO(SpeC A, u$) = 0.

1. Ainsi que me l’a fait remarquer M. Karoubi, une telle définition pourrait étre faite avec
n’importe quel espace X (A, ) représentant la théorie cohomologique

X +— H*(X x Spec 4, u$})

(pour X un ensemble simplicial disons). On pourrait ainsi remplacer les arguments en termes
d’hypercohomologie employés aux paragraphes 2.2.2, 2.2.6.1, - - -, par des raisonnements por-
tant sur cette théorie cohomologique.
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On en déduit que, pour une valeur fixée de 2i — k, un seul des morphismes
¢ik peut étre non trivial (¢; o si 20 — k est pair, et ¢; 1 s'il est impair). C’est une
des raisons qui a conduit D. Quillen & la conjecture 1. Il faut cependant noter
(comme on le verra au paragraphe 2.2) que ce n’est pas de ¢;, qu’on espere
obtenir 'isomorphisme de la conjecture 1, mais d’un caractere de Chern ch; 4

vérifiant ¢; , = (—1)%(i — 1)! ch; x. Un tel morphisme, si i > ¢, reste & définir.
2.2 K-théorie algébrique et cohomologie étale

2.2.0 Plan du chapitre

Le but de ce chapitre est de démontrer un théoréeme de surjectivité (Théoréme
2.2.4) pour des morphismes ¢; ; qui sont la version “modulo £” (i < ¢) des iso-
morphismes conjecturés par Quillen (Conjecture 1 §2.1.1).

Nous avons regroupé au paragraphe 2.2.1 les faits de cohomologie étale uti-
lisés dans ce chapitre. Ces faits sont tres standard, sauf peut-étre le lemme
2.2.1.3, qui est un analogue (conjecturalement en tous cas!) de la suite exacte
de localisation en K-théorie algébrique (cf. 2.2.4.4, remarque).

Au paragraphe 2.2.2.1 on étudie les comportements des morphismes c; g
(définis plus haut en 1.1.2.3) par rapport au transfert de la K-théorie et & la
trace de la cohomologie étale. En 2.2.2.2 est montrée la formule de multiplication
annoncée dans l'introduction générale.

La K-théorie a coefficients est introduite en 2.2.3.1. Un lemme de scin-
dage (2.2.3.2.2) permet de définir des morphismes ¢; j, : Koj—k(A; Z/0V Z) —
H*(Spec A,u%) par lesquels se factorisent les fleches c¢; ;. La propriété de
transfert et la formule de multiplication (pour le produit externe de K,(A)
avec K, (A;Z/¢" Z)) sont montrés pour ¢; j en 2.2.2.3.

Le paragraphe 2.2.4 énonce un théoreme de surjectivité des morphismes ¢; j
(¢ < £). Par des réductions diverses (utilisant les propriétés de €; ), on est
ramené au cas de ¢1,; (la surjectivité est conséquence de la définition), ¢z 2 (le
travail de Tate montre méme, pour les anneaux qui nous intéressent, que cz 2
est un isomorphisme ([?], cf. 2.4.4), et ¢; o.

Les morphismes ¢; o sont étudiés en 2.2.5 : un théoreme de comparaison
di a Grothendieck montre qu’on peut se ramener au cas des classes de Chern

ordinaires, et la surjectivité de ¢; o est alors un résultat de M. Karoubi, utilisant
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la K-théorie topologique (& coefficients) du corps des complexes C.

En 2.2.6 on montre que ’hypothese i < [ n’est plus nécessaire si A contient
toutes les racines [”-iémes de l'unité, pour tout entier v. Le point est que la
cohomologie ¢-adique de Spec A est alors sans torsion (en degré 0 et 1).

Enfin, on applique en 2.2.7 le résultat de surjectivité a I’anneau Z. Grace
aux résultats de S. Lichtenbaum et J. Coates sur la conjecture 2 (énoncée en
1.1.1), on obtient de nouvelles classes dans la K-théorie de Z, correspondant

aux numérateurs de nombres de Bernoulli (Théoreme 2.2.7.2).

2.2.1 Cohomologie étale

Soit A un anneau commutatif unitaire integre dans lequel ¢ est inversible
et un v entier postif. Nous allons décrire les groupes de cohomologie étale
H*(Spec A, u%i) en plusieurs étapes, qui, dans le cas des entiers de corps glo-
baux, ramenent en définitive leur calcul a celui de groupes de cohomologie ga-

loisienne. Ces derniers sont donnés par la théorie du corps de classe.

2.2.1.1. Si A = F est un corps, la cohomologie étale de Spec F' est la co-
homologie galoisienne de F, [?], c’est-a-dire la cohomologie continue du groupe
profini Gal(F/F), ou F est une cloture séparable de F' (cf. [?] ou [7]).

Si le faisceau de coefficients est le groupe multiplicatif G,,, on a :

H°(SpecF,G,,) ~ F*
H'(Spec F,G,,) = 0
H?*(Spec F,G,,) ~ Br(F), le groupe de Brauer de F.

La cohomologie a valeurs dans le faisceau pg des racines £”-iemes de I'unité
s’en déduit par la longue suite exacte associée a la suite exacte de coefficients

(dite suite de Kummer) :
0 — pgv —>GmL>Gm—>O.
On obtient ainsi :

H'(Spec F,pupn) = F*/(F*)"
H?(Spec F, pipr) =~ Br(F)qey,

ot Br (F)(yvy désigne les éléments d’ordre £” dans le groupe de Brauer.
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Le cup-produit [?] H'(Spec F, juev ) x H' (Spec F, pg) — H?(Spec F, 5% ad-
met la description suivante. Le choix d’une racine ¢”-iéme primitive de 'unité
(¢, € F* permet d’identifier pg et u%?? au faisceau constant Z/¢" Z, donc
H?(Spec F, u3?) ~ Br(F)vy. Si a et b sont des éléments de F'*, on note
Ac, (a,b) Palgebre engendrée sur F' par des éléments z et y satisfaisant aux
relations :

xq:a'17 yq:b'17 xy:(uyx

(avec ¢ = £). On peut montrer que A, (a,b) est simple, centrale, de dimension
q?, et que sa classe dans le groupe de Brauer Br(F) est d’ordre ¢ et s’identifie au
cup-produit des images de a et b dans F*/(F*)? (cf. [?], §15, et [?], Chap. XIV,
Prop. 5).

Supposons que F' vérifie la propriété suivante :

(B, q) : Tout élément d’ordre g dans le groupe de Brauer de F’
est décomposé par une extension cyclique F’ de degré ¢ de F'
(i.e. son image est nulle dans Br(F")).

Alors le cup-produit H*(Spec F, jupv) x H'(Spec F, pg) — H?(Spec F, u$)?) est
surjectif ([?], Chap. XIV, Prop. 1, Cor. 2). Ceci est le cas si F' est un corps local
ou global. (Rappelons qu'un corps local est R ou C, ou bien un corps complet
pour une valuation discrete avec corps résiduel fini, et qu'un corps global est un
corps de nombres ou une extension de degré de transcendance 1 d’un corps fini,
cf. [?].)

Notons enfin que si F' est un corps local ou global on a

H*(SpecF,G,,) =0, sik>3]7].

2.2.1.2. Le calcul de H*(Spec A, G,,) donne les résultats suivants.

H(Spec A, G,,) A*
H'(Spec A,G,,) = Pic(A),

le groupe des classes d’idéaux de A, si A est un anneau de Dedekind [?].

Soient F' un corps global, S un ensemble fini de valuations non archimédiennes
de F, et Og 'anneau des S-entiers de F, c’est-a-dire les éléments x de F' tels
que v(z) > 0 pour toute valuation finie v n’appartenant pas & S. En particulier,

Op = O est 'anneau des entiers de F.
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Le groupe de Brauer Br(F) s’envoie bijectivement dans le sous-groupe de

( EE% Q/ Z) X (Z/2Z)™ formé des éléments dont la somme des coordonnées (dans
QU/ Z)f est nulle. Dans ce produit Sy désigne I’ensemble des places finies de F,
et r1 le nombre de places réelles de F'. Chaque composante est donnée par
I'invariant local inv, associé a la valuation v (cf. [?]).

Si A= 0g,ona H*(Spec A,G,,) = 0si k > 3 et des suites exactes

0— A —F*— & Z-—Pic(A) —0
veESy—S

(la deuxiéme fleche a pour composante les valuations v : F* — Z), et [?]

0 — H2(Spec A, Gpy) — Br(F) —22vv, & (Q/Z) — H3(Spec A, Gp) — 0.

On voit donc que si S # ), on a H3(Spec 4, G,,) = 0. De plus, comme & inv,,
est scindée, si 71 = 0 ou si £ est impair, H?(Spec 4, G,,,) est un groupe divisible.
Le fait que 1/¢ € A signifie ici que ¢ ne divise pas la caractéristique de F, et,
quand cette caractéristique est nulle et A = Og, que S contient les valuations
négatives sur £. Sous les hypotheses ci-dessus on a donc : H*(Spec 4, u?f) =0
si k> 3 (par contre H3(Spec A, u$) = (Z/27)™).

2.2.1.3. Le calcul de H*(Spec A7u%) peut aussi étre effectué en se rame-
nant directement au cas ou A est un corps. Supposons que A est noethérien
et intégralement clos, et désignons par j I'injection de Spec F' dans Spec A, et

Jxg* ,u% I'image directe de la restriction du faisceau u?f a SpecF.
Lemme 2.2.1.8.1. Le morphisme de faisceauz (sur Spec A)

pgt — jud pg)

induit un isomorphisme en cohomologie.

Preuve : Ceci résulte du fait que le faisceau u?ﬁi est localement constant (pour
la topologie étale). Grace au lemme 2.2.4.iii) ci-dessous, on peut se ramener au
cas v C A, autrement dit considérer le faisceau constant Z/¢”Z. Le lemme

résulte alors de [?] p. 102. (En fait les faisceaux de 1’énoncé sont isomorphes.
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On peut le voir aussi en considérant d’abord le cas ou i = 1, et le diagramme

0 0

Hev JxJ” pev

0——=Gn—>Juj" G —=D——>0
x LY x £ lxe”

04>Gm 4>.]*j

0 0

et en remarquant que le faisceau des diviseurs de Cartier D est sans torsion.)
Le lemme précédent permet de passer de A & F' par la suite spectrale de

Leray du foncteur j, :
HP(Spec A, (R%j.) j*pg) = HPT(Spec F, j* ') -

En basse dimension on voit ainsi que

(2.2.1.3.2) H°(Spec A, ") = H°(Spec F, j*u$t)
et H'(Spec A, u$') s’envoie injectivement dans H'(Spec F, j*u$)).
Par abus d’écriture, nous noterons désormais ug?,i au lieu de j* ,u?ii.

Supposons que A soit un anneau de Dedekind et ¢ > 1. On peut calculer
les groupes HP(Spec A, R‘Ij*u?i,i) comme suit. Soient v une place finie de F
correspondant & un idéal P de A, et i, : Speck(v) — Spec A 'immersion fermée
correspondante (k(v) = A/P). Si F désigne le faisceau R%j, u$', 'application
F — @ dys 05 F est un isomorphisme (ceci se voit sur les fibres). On a de plus

(12], 3.6, I0)

HP(Spec A, iy i3 F) ~ HP(Speck(v), i) F)

= HP(Gal (k(v)/k(v)); (7, F)(Spec(k(v))),

ol k(v) est une cloture séparable de k(v). Le module (i F)(Spec(k(v))) est iso-
morphe ([?], Cor. 4.8) a (R7j, F)y, la fibre géométrique au point y = Spec(k(v))

du faisceau F. Soit A, le hensélisé strict de A en v, F, la complétion de F' en
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v, T, 'extension maximale non ramifiée de F, et F}, le hensélisé strict de F' en

v. On a des isomorphismes
(R*F)y = H(Spec(Ay @ F),ui') (7], 3.3)

~ H9(Spec F; 1) (car A est de dimension de Krull un)
~ H(Spec Ty pigy') (cf. [?], th. 2, ii)).
On trouve [?] :
Hq(Tv,Muz) 0sig>2,
HO(T,, 4 ~ 202,
et HY(Ty, p&) ~ (T )(T)) @ ps Y sii > 1.

®(i—1)

Si i > 2 on remarque que Ty ® fi, (=

est isomorphe & u® b (tout élément
de valuation nulle est ¢-divisible dans T;%) et cet isomorphisme commute & 1'iso-
morphisme de Gal(T,/F,) avec Gal(ﬁ/k:( ))-

Si k(v) est fini, Gal(k(v)/k(v)) = Z (le complété profini de Z) et donc
HP(Spec A, R'j, u&') = 0 si p > 2 ([?], Chapitre XIII, §1).

En conclusion (cf. aussi [?]) :

Lemme 2.2.1.3.3. Si A est un anneau de Dedekind, il existe une suite exacte :

—  H"(Spec A, ) — H*(Spec F, ) = @ kal(k(v),u?;(i_l))
v
—  H*T(Spec A,M%) —

Cette suite exacte se termine avec @Hl(kj(v),u?ﬁ(i*l)), i.e. k=2, si A est un
v

anneau de S-entiers Og.

2.2.1.4. Si A* contient un élément d’ordre ¢¥, le faisceau u ¥ est le faisceau

constant Z/¢*Z, donc :

2.2.1.4.1.  H°(Spec A, ul!) ~ Z/"Z,
et le cup-produit H°(Spec A, ,u®(z 1)) ® H*(Spec A, pipv) — H*(Spec A, ul') est

un 1somorphlsme .

Le lemme suivant permet de se ramener a cette situation. On note F,, l'ex-
tension de F par les racines ¢“-itmes de 'unité (dans une cloture séparable F'
de F), A, I'anneau des entiers de F),, P,[X] le polynéme minimal d’une racine
primitive ¢-iéme de l'unité ¢, € F,, et A}, = A[X]/(P,[X]). Rappelons que
1/¢ € A.
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Lemme 2.2.1.4.2. i) L’anneau A!, est étale sur A.
it) Il existe une suite spectrale (dite de Hochschild-Serre) dont le second terme

est
EYY = HP(Gal(F, /F), H(Spec A}, uil)))

et qui converge vers HPT4(Spec A, ,u?;i).
iii) St A est intégralement clos, le morphisme de A-modules A!, — A, qui envoie

X sur (, est un isomorphisme.

Preuve : La preuve se résume au fait que, puisque £ est inversible dans A, “il
n’y a pas de probléme de ramification”. Précisons.

i) Utilisons le critere I1.1.1, ¢) de [?]. Soit r un ideal premier (non trivial) de
A[X] contenant I'idéal I engendré par P,[X]. On doit montrer que le polynéme
dérivé P/[X] n’est pas dans r. Or P,[X] divise X*" — A, soit X*" —1 = P,[X]-
Q[X]. Donc ¢*X*" 1 = P![X]Q[X] + P,[X] Q'[X]. Si P/[X] était dans r, il en
serait de méme de #X* =1, donc de X~ (car 1/ est dans A), d'ot1 1 € r.
Contradiction.

ii) Le revétement étale Spec A/, — Spec A est principal de groupe I', = Gal(F, /F).
Ce groupe opere sur A’, en envoyant X sur les différentes racines de P,. La suite
spectrale de 'énoncé est celle décrite dans [?], p. 92, ou dans [?], §VIII, p. 406.
iii) Le morphisme A, — A est toujours injectif par définition de P,. Pour
montrer que c’est un isomorphisme, on peut localiser la situation, i.e. tensoriser
ces anneaux par A(p) (on inverse tous les éléments de A qui ne sont pas dans P),
ol P est un idéal premier quelconque de A. Le résultat est alors, par exemple,

la Proposition 16, Remarque 2, p. 67, de [?].

Remarques : 1) Méme si A ne contient pas de racine ¢-iéme de 'unité, P, n’est
pas nécessairement égal a X — 1.

Ezemple : ¢ =5, v =1, A=Q(¢ + Cl_l).

2) Si £ n’est pas inversible dans A, il se peut que A!, soit différent de A,,.
Exemple : A est anneau des entiers de Q (\/g), ¢ =2 i =4 L’anneau A,
contient (1 + Z\/g) /2, qui n’est pas dans A/,.

3) La suite spectrale du lemme ii) dégéneére si v = 1, car I'y = Gal(Fy/F) est
d’ordre premier & ¢ (il divise £—1). Donc HP(Spec A, u$") = HP(Spec Ay, )T,
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2.2.2 Propriétés des classes de Chern

On utilise les notations du paragraphe 1.1.2.

2.2.2.1 Transfert

Soit A un anneau commutatif unitaire ou ¢ est inversible, P[X] un polynome
de degré d a coefficients dans A, totalement décomposé dans 'anneau B =
A[X]/(P[X]) = A(z). On note z1,--- ,zq les racines de P[X] dans B, g, le
morphisme de B sur A qui envoie = sur z;, 1 < j < d, ¢ le morphisme évident
A — B, et ¢* (resp. g;) le morphisme induit par (resp. g;) en K-théorie ou en

cohomologie étale.

Lemme 2.2.2.1.
i) On peut définir un transfert en K-théorie algébrique ¢, : K.(B) — K.(A),

et il vérifie la formule
d
O Cik =Y G cik, 120, k>0,
j=1

i1) Si B est étale sur A, on peut aussi définir un “transfert” . en cohomologie

étale, et l'on a

dlos - Cik—Cik-ps) =0, d=d°(P[X]).

Preuve : Ce lemme est dii a S. Bloch, [?], Lemme 3.5.3, dans une situation tres
analogue.

i) Le transfert o, peut étre défini & l'aide de la deuxieme définition de la K-
théorie algébrique, puisque B est de type fini et libre sur A (grace a 1’algorithme
d’Euclide) : cf. [?], §4. Désignons par P(B) la catégorie des B-modules projectifs
de type fini. Le morphisme ¢* o, est induit par le foncteur de P(B) dans P(B)

qui a un B-module M associe le B-module a droite
M®B~M®(B®B)~Mg (B[Y Y —x;)).
® ®(B® B) ® (B[Yl/ l;[( )

On pose Filt; M = M ® I;, ou I; est 'idéal principal de B[Y] engendré par
B
(Y —z1)--- (Y —z;-1). On voit que les B-modules Filt;(M) vérifient
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Dot la formule ¢* - ¢, =3 g7, d'apres [?], §2, Cor. 1.
J

La fonctorialité des classes de Chern 2.1.2.1. i) implique par conséquent

procikop. =cirop op.=cixo [N gi | =D giocik.
J J
ii) En cohomologie étale, ¢, est le composé de I'isomorphisme H*(Spec B, uzeii) =
H*(Spec A, p, y%) et du morphisme trace induit par la “somme des valeurs sur
les feuillets” : .S = p' ([?], par exemple). On vérifie que @, - ¢* = d et
o= gj, et il suffit alors d’appliquer ¢, & la formule donnée en i)
J

Ky (B) - H*(Spec B, N%)

w( 1@* w( 1%

Cik

Ki—k(A) ——— H"(Spec 4, N%)

2.2.2.2 Structure additive

2.2.2.2.1. L'identification de H? (Spec A, G; u$') avec [BG, X (A, 1)] (cf. 2.1.2)
permet de représenter le cup-produit en cohomologie étale équivariante par ’ap-
plication

X(A,i) x X(A',j) =L X(A® A i+ )

induite par le produit tensoriel des complexes de RT'(Spec A, ,uze;i) et de RT'(Spec 4,

u?ﬁi), grace au théoreme d’Eilenberg-Zilber
N(X(A,i) x X(A',j)) = N(X(A,i)) @ N(X (4", j)).
On notera que o; ; induit en homotopie le cup-produit
H"(Spec A, u') x H" (Spec A, u%,j) — H**¥ (Spec A® A', uﬁ(iﬂ))

par le procédé suivant. On remarque d’abord que «; ; est homotope a ’appli-
cation triviale sur le “wedge” X (A,7) V X(A4’,7). On en déduit une applica-
tion, unique & homotopie prés (cf. [?], Lemme 1.3.6) de X (A,i) A X (A, j) vers
X(A®Ai+j). Comme S+ =(k+k) — G2~k A §2i~k" o1 en déduit un produit

Toi— k(X (A,1)) @ w51 (X (A, 5)) — To(its)—hr) (X (A® A0 + )
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qui s’identifie au cup-produit ci-dessus, comme on le voit en reprenant l’in-
terprétation en terme d’homologie des normalisés de Dold-Puppe.
2.2.2.2.2. La formule d’additivité pour les classes de Chern 2.1.2.1. iii), se

traduit donc par la commutativité du diagramme ci-dessous :

cXc

BGL'(A4) x BGLT(4) ———— X(4,-) x X(4,)

| )

BGL*(A) - X(4,)

ou @ est induite par la somme directe des modules et

(Na)((@i); (yj))m = Tm + Ym + Z (Na ;) (i, y5) -
itj=m
2.2.2.2.3. Si G = {1} est le groupe trivial, les classes de Chern considérées en
2.1.2 sont associées & tout module projectif P et appartiennent & H?'(Spec A,
15 = mo(X (A, i)). Elles s’interprétent donc comme des éléments de [Ko(A),
X (A,1)], ot Ko(A) est 'ensemble discret Ko(A) (& cause de la formule d’addition
et du fait que les classes de Chern d’un module libre sont nulles). Il s’agit, dans

la terminologie de [?], de la partie “inessentielle” des classes caractéristiques c;.

Notons K(A) le produit de Ko(A) et de BGL™(A). La formule d’addition ci-
dessus sera encore vérifiée par la classe ¢ € [K(A), X (4, -)] définie en composant

les applications
Ko(A) x BGLT(A) =255 X(4,) x X(4,) =5 X(4,1).

Remarque : Une telle classe est universelle pour les représentations projectives
au sens suivant. Si G 2 Aut(P) est une telle représentation, la classe ¢(p) €

[BG, X (4, )] se factorise par application (définie & homotopie pres)
BG — Ky(A) x BGLT(A)

qui envoie z € BG sur ([P], B(p®1g)(x)), ol Q est un module projectif tel que
P @ Q soit libre, et
p®lg:G— GL(A)

est la somme de p et de la représentation triviale de G sur @ ([P] désignant la
classe de P dans Ky(A)).
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2.2.2.3 Structure multiplicative

Soient A et A’ deux anneaux (unitaires et tels que ¢ soit inversible dans
tout corps résiduel), k&, n et n’ trois entiers positifs, a € K, (A4), b € K,/ (A’).

Faisons I’hypothese simplificatrice suivante :

(M) 1 existe au plus un seul couple de tests (c;,cji) tels que 20 — k = n,
2j—k =n', k+Ek =Ek", et que ¢; (a) et ¢; i (b) soient non nuls.
Proposition 2.2.2.3. Sous U’hypothése (M) on a la formule

Cijhth (@ b) = m cik(a) Ucjp (b)

ot a-b € Koyiiqjy—hyi) (AR A") désigne le produit en K-théorie algébrique, et
cik(a) Ucsi(b) € H* (Spec(A @ A'), pp )

désigne le cup-produit en cohomologie étale des classes c; (a) et cj (D).

Démonstration : Nous suivons la encore la preuve donnée par S. Bloch d'un
résultat analogue, dans son étude sur le lien entre K-théorie et cohomologie
crystalline ([?], Théoréme 2.3).

La formule de multiplicativité de 2.1.2.1. iv)

Cs(p ® P/) = Qr,r’,s(cl(p), T ,cr(p); 1 (p/)7 T G (P/))

s’'interpete d’abord par la commutativité a homotopie pres du diagramme sui-

vant :
cXc

Kr(A) x K (A) ————— X(A4,) x X(4',")

| :

K(A® A) c X(A®A,).

Expliquons les notations utilisées. L’écriture KC,.(A) désigne le produit Ky(A) x
BGL,(A) et ~ est 'application induite par le produit tensoriel. Celle-ci est

donnée par la formule

Y(([P),2), ([P'],y)) = ([P ® P'],o(z,y) ® ¢p(y) ® ¢p (y)),

¢ : BGL,(A) x BGL,(A") — BGL,»(A® A') — BGL(A® A')
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vient du produit tensoriel de A" et A et, si P® Q = A" est libre, pp est

induite par

G — GLy (AR A)

g — (g+1Q) @1 m

(¢pr est définie de méme par symétrie). L’application ainsi construite est définie
& homotopie pres (voir [?]).

Notons H(?,C(A,-)) la théorie cohomologique représentée par X (A,-) (cf.
2.2.3 (*)). L’application

,LLN € [X(Aa ) X X(Al7 )7X(A ® Al7 )] = HO(X(Aa ) X X(Al7 )7 C(A ® Al7 )
est par définition la classe €’ de composantes
5{9/ = Qs;r,r/(51> e 75%5/13 T 782’) )

€ € HO(X(Av ')’ O(A7 7’)) = [X(A’ ')a X(A7 l)]

est la classe de la projection de X (A, ) sur X (A,i) (et de méme pour €’), et olt
les monémes de Q.+ sont évalués par des cup-produits.

Mais on a
clp @ pl) = c(p) D e(p) im0 @
ou
¢ = Ps(c1(p),ca(p), - sc(p)sea () +)

et Ps est un polynome universel (indépendant de r et 7’!) & coefficients entiers
(pour des détails et la formulation de ceci en termes de A-anneaux, voir [?]).
On notera ¢ - ¢’ la classe de H°(X(A,-) x X(A’,-),C(A® A’,-)) définie par
(e-€)s = Ps(er,e2, - +;€,€5,-++), et par u’ 'application (définie & homotopie
pres) de X(A,) x X(A’,-) dans X(A ® A’,-) qui représente ¢ - &’. On vérifie
que la restriction de ¢ & X(A4,-) VvV X(A’,-) est homotopiquement triviale, d’ott
une application (aussi notée p') de X(A,-) A X(4',-) dans X(A ® A',-). Le
produit de la K-théorie algébrique est, quant a lui, induit par ’application

(homotopiquement triviale sur K(A) Vv IC(A"))

wi KA x K(A) — K(A® A",
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w(x,y) = vy(z,y) — v(x,*) — y(*,y), la différence étant prise dans le H-espace
commutatif £(A ® A’) (x désigne les points bases) (cf. [?]). On obtient donc
le diagramme commutatif (& homotopie faible prés) suivant, en quotientant par

les “wedges” :

(D) KA AK(A) ——L > X (A, ) A (A

KA A) ——— = X(AR A,").

En homotopie, le diagramme (D) implique le diagramme commutatif sui-

vant :
Ko 1(A) @ Koj_1r(A) e T2i— k(X (A, ) @ moj_p (X (A',))

lui

T (i) — (k') X (A@ A, -)

(Citsi)« \L

Ko(itj)— btk ) (A® A) ———— (it j)— (k) X (AR A'Ji + 5) .
L’hypothese (M) montre qu'’il suffit maintenant d’expliciter I’application
ik (X (A, 1)) @ moj k(X (A", 7)) — Togipg)— iy (X (A® A i+ 7))
induite par la restriction de € - €’ & X (A4,1) x X(A4',j), i.e. une classe de
HY(X (A, i) x X(A,7);C(A® A',) = [X(A,i) x X(A',j),X(Ax A",
suivie de la projection sur X(A® A’,i+ 7). Or on a
=0 si i #1, et

8i|x(A,«;/)><X(A/,j)

' =0 si j #£j5.

Ej'X(A,i’)XX(A/,j’) -

Par conséquent :
(e € )itrjix(anixx(arg) = Pirj(0,--+,0,650,--+,0,€))

= (=(i+7j =D/ -1DIG - 1)) (e Ue)). Voir loc. cit. [?].

On a vu en 2.2.2.2.1 que ¢; U 5; est représentée par une application a;; qui

induit le cup-produit en cohomologie étale. q.e.d.
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Remarque :

Si on dte ’hypothese (M), la formule obtenue est :

Cm i (a-b) = —(m —1)!

(]

(cik(a)/(i =Y U (ejr (b) /(G = DY)

i+ = m
k+k" = K’
2i—k = n
2j—k = n

A chaque fois qu’on pourra définir (de fagon suffisamment canonique) un
morphisme
ch = Zchi,k, avec (—1)(i —1)! chir =cik,

k>0
i>1

la formule de multiplicativité s’écrira simplement :

ch(a-b) =ch(a)Uch(b), ac@@K.(A), be P Ku(A)

n>0 n’>0

(ch est un caractére de Chern).

2.2.3 K-théorie a coefficients

2.2.3.1. Soit g un entier positif. On désigne par M, le cone de la multiplication

par ¢ dans le cercle S*. Autrement dit, on a une cofibration (& homotopie prés)
stLy 8t — M,.

La donnée d’'un délacage (infini) de Ko(A) x BGLT(A) [?] permet de définir un

Q-spectre K 4 tel que

(Ka)n = Q" (Ko(A) x BGLT(A)), sin>0,

et & ce spectre est associée une théorie cohomologique (réduite) h*(+; K.4). L'ho-
motopie du spectre K 4 est la K-théorie de 'anneau A : si S° désigne la sphere

de dimension zéro et sin > 0 on a :
h*”(SO;KA) =7, (Ka) = K, (A) (cf. [?]).

On peut associer a cette théorie cohomologique une théorie qﬁ “modulo ¢”
définie par :
G (X) =Tim [SF A X A My, (Ka)kra—nls = [X A My, (Ka)2—n)-

5
k
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([, ]« désigne les classes d’homotopie d’applications pointées). On définit la

K-théorie modulo ¢ par
Kn(AZ/qZ) = =" (S°).
On a donc, si n > 2,
Kn(A;Z/qZ) = ma—2({(Mg, K(A))),

ou (, ) désigne I’ensemble des applications pointées, muni de la topologie com-

pact ouverte.
La suite exacte
v K (A) =5 K (A) — Kn(A;Z)qZ) — K1 (A) —25 ..
o Ko(A;Z)qZ) — Ki(A) =% Ki(A),
associée a la fibration
(Mg, K(A)) — QK(A) — QK(A)

sinterpréte comme la suite exacte reliant 4k (S°) et A (S°). Le morphisme de

réduction modulo ¢
rg: Kn(A) — K, (A;Z/qZ)

correspond ainsi au bord de la suite exacte de la fibration ci-dessus.
L’application
KA ANK(A) £ KA A

qui définit le produit en K-théorie fournit une application
(M K(A)) A K(A) — (M, K(A® A))
et donc un produit externe
Ko (A;2/)q2) @ Kjp(A') — Kpiom(A® A Z2/qZ), m >0, n>2.

Si on fait 'hypotheése que ¢ # 2 modulo 4, la théorie de Araki et Toda [?],
permet de définir une structure produit sur la théorie JL elle-méme, qui est

fonctorielle en ’anneau, et vérifie les propriétés habituelles.

2.2.3.2. Soit ¢ = £”, ou £ et v sont fixés.
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Proposition : Le morphisme c;  défini au paragraphe 2.2.2.3 se factorise a

travers la K -théorie a coefficients Z/qZ en un morphisme €, :

Ci,k

Kyi—1(A)

Koi (A Z/q7)

H*(Spec A, /A%,i)

Preuve : Elle résultera du lemme de scindage suivant :

Lemme 2.2.3.2.1. i) Il existe un isomorphisme naturel en l’anneau A :
Tai—k—2((Mg, X (A,1))) = H"(Spec A, u") & H" (Spec A, &)

ii) La projection p de wo;__o((Mq, X (A,4))) sur H*(Spec A, p2") déduite de i)

est une section du bord
ik (X (A, 1))~ moi_p—a((My, X(A,9)))
provenant de la longue suite exacte de la fibration
(Mg, X (A1) — QX (A1) — QX(A,7).

iii) La projection de mo;_p—2((My, X(A,))) sur H*(Spec A, u$") est induite
par application
(Mg, X (A7) — QX(A,7).

Preuve du lemme : On notera (G,n) le complexe de groupes abéliens égal &
G en degré n et zéro ailleurs. Puisque S' = K (Z, 1), on peut définir M, comme
le transformé de Dold-Puppe K (Mq) du cone Mq du morphisme de complexes
(Z,1) =% (Z,1). On a donc
My=(+—0—2-"9%7Z—0— ).
Notons Cy(A, ) 'élément 7<o(RI'z/qz(Spec A, )[2i]), de la catégorie dérivée des
Z/qZ-modules bornés qui est la classe des sections d’une résolution injective
de ,u;@i par des faisceaux de Z/gZ-modules sur Spec A (translatée et tronquée
comme 2.1.2.3). Si € est le morphisme évident de D(Z/qZ) dans D(Z), on a
e C(A,i) = Cy(A,1). De plus, on a, puisque Mq est un complexe de Z-modules
libres,

Ext? " (My; C(A, 1)) ~ Bxt2, K (M, @ Z/qZ; Cy(A, 1)),
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ceci grace & la proposition 4.1.3, Chap. VI, de [?] (en remarquant qu’on passe
des Ext de modules aux Ext de complexes par des suites spectrales connues).
Mais Mq ® Z/qZ est la somme directe de (Z/qZ,2) et (Z/qZ,1) et les groupes

ci-dessus sont isomorphes (d’apres la construction de X (A,4)) a
ik (Mg, X(A,i)) ~ Hy;_1.(NK Homi(M,, C(A,i)).
Ce groupe est donc isomorphe a

Exty) 5 ((Z/4Z,2); Cq(A, 1)) © Ext}) T ((Z/qZ,1); Cy(A, i)

~ H"*(SpecA, u?i) @® H"(Spec A,,u;@i) .

Tous ces isomorphismes sont naturels en 'anneau A.

ii) Pour voir que le bord & admet la projection p sur H¥(Spec A,,u;@i) pour
section, il suffit de remarquer que 9 est induite par application M, — S?, dont
la normalisée est Mq — (Z,2).

iii) De méme la projection sur le second facteur est induite par (Z,1) — Mq.

q.e.d.

Preuve de la proposition : L’application ¢; : K(A) — X(A,4) induit un

morphisme de fibrations :

(M, K(A)) QE(A) QL(A)

(M, X (A, i)) —= QX (A, i) —= QX (A, i)

On pose G = po (Mc¢;)2i—k—2, ou (Mc;), désigne le morphisme induit par
Mec; en homotopie. La proposition résulte alors de U'interprétation donnée en
2.2.3.1 de la réduction modulo ¢ en K-théorie.

On notera de méme que la composée de (Mc;). avec la seconde projection
(décrite dans le lemme iii)) n’est autre que la composée de Ko; 1 (A;Z/qZ) —

Ko;_k—1(A) avec le morphisme ¢; g41. q.e.d.

2.2.3.3. On déduit les propriétés des morphismes ¢; j, de celles de ¢; j,. Les fleches
ci,r sont naturelles en A, et le lemme de transfert 2.2.2.1 demeure valable. On

a la propriété de multiplication suivante :

Soient netn’ €N, n’ >2, ae€ K,(A) et be K, (A;Z/qZ), m et k' > 0.
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On fait de plus I'hypothese simplificatrice qu’il existe au plus une valeur de i,
jyketk'telsquei+j=m, k+k' =K' 2i—k=mn,2]—k =n/, et que les
éléments ¢; ,(a) et ¢; 1 (b) sont non nuls.

Proposition 2.2.3.3. Sous l’hypothése précédente, on a la formule :

Gigae(a-b) = M cik(a) Uesg (b),

ot a-b Knin(A® A;Z/qZ) est le produit externe de a et b.

Démonstration : Le diagramme (D) de 2.2.2.3 fournit un diagramme commu-

tatif & homotopie (faible) pres

McAc

(M, K(A)) NE(A) (My; X(A,-)) A X(A,-)

w -

(Mg, K(A® A") < (Mg, X(A® A',-)).

L’hypothese de I’énoncé montre qu’il suffit d’expliciter
(Mg, X (A, i) A X (A, §) 2 (M, X(A® A i +j)) .

On a vu dans la proposition 2.2.2.3 que p’ provient (& une constante pres) du

cup-produit
giUgj € HY(X(A, ) x X(A',); X(A® A i+7)).
La fleche
Toi—k—2((My, X (A, 1)) @ma; (X (A, §)) — Ta(ipjy—r—i (Mg, X(ARA',i+7)))

induite par e; U ¢; provient de I’accouplement C(A,i) x C(A4’,j) — C(A®
A’Ji 4 j) di au produit tensoriel. Il se projette donc par p sur le cup-produit
entre H*(Spec A,pg?,i) et Hk,(Spec AC;@?). q.e.d.

Remarque : Je ne sais pas si la formule de multiplication ci-dessus est encore
vraie pour le produit de deux éléments de la K-théorie a coefficients (défini
comme en 2.2.3.1). On montrera cependant une telle formule dans des cas parti-
culiers dans le cours des démonstrations ci-dessous (2.2.4.5). Il faut remarquer a
ce propos qu’on n’espere pas que la classe de Chern induise une transformation

de théories cohomologiques [?].
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2.2.4 Surjectivité des classes de Chern

On écrira, par abus d’écriture, A D p, si A* contient un élément d’ordre
v =q.

Théoréme 2.2.4. Soient £ un nombre premier, v et i deux entiers tels que
i <€, A un anneau abélien unitaire intégre, A[1/f] le localisé de A au-dessus

de £. Sous les hypothéses ci-dessous on peut définir un morphisme naturel
ai’k : Kgi,k(A, Z/KZ) — Hk(Spec(A[l/E]),,u%f)

et ce morphisme est surjectif.
— D’abord k = 0,1 ou 2.
- Sil/¢ ¢ A on suppose que A est un anneau de Dedekind & corps résiduels
finis.
— Si e ¢ A on suppose que v = 1.
- Si k=1, on suppose que A est un anneau de Dedekind.
- Si k=2, on suppose que i > 2, que A est soit un corps de caractéristique

différente de € vérifiant (B, q) (c¢f. 2.2.1.1), soit un anneau de S-entiers

dans un corps global de caractéristique différente de £.

— Enfin on suppose que (£”,i,k) ¢ {(2,2,1),(2,2,0)}.

Démonstration : La démonstration du théoreme ci-dessus nous occupera jus-
qu’a la fin du paragraphe 2.2.5. Nous montrons d’abord qu’on peut supposer

1/0 € A et pup C A, ce qui sera le cas dans tout le reste de la démonstration.
2.2.4.1. Réduction 1. On peut supposer 1/¢ € A.

En effet, le cas ol nous n’avons pas fait cette hypothése est celui d’un anneau
de Dedekind & corps résiduels finis. Mais on dispose alors de la suite exacte de
localisation :

e Kn(4) = KAL) — & Knoa(Afm) — Kyoa(4) — -

ot m parcourt 'ensemble des idéaux premiers de A contenant ¢ (cf. [?]). Mais,
comme A/m est un corps fini de caractéristique premiére & £, on en déduit que
K.(A/m) est un groupe fini d’ordre premier & ¢ [?]. D’apres la suite exacte

reliant la K-théorie a la K-théorie a coefficients, on voit que le morphisme



2. Deuxiéme partie : A propos des conjectures de Lichtenbaum 51

K.(A;Z/q7) — K.(A[1/€];Z/qZ) est un isomorphisme et ce quel que soit le
choix du délagage de K(A) qui permet de définir K;(A;Z/qZ) et Ko(A;Z/q7Z),
car, pour un anneau noethérien régulier, la K-théorie négative est nulle, cf.
2.2.3.1 et [?]. L’isomorphisme précédent permet de définir ch; ; en se ramenant

au cas ou A contient 1/£. On pose alors

chix = ((=1)"/(i = DY eg,
oll ¢; 1, est le morphisme défini dans la proposition 2.2.3.2. On notera que c’est
I’hypothese ¢ < £ qui autorise une telle définition.

2.2.4.2. Réduction 2. On peut supposer que A* contient un élément d’ordre
.

En effet, lorsque cette hypothese est omise, v = 1. Ceci permet d’appliquer
les paragraphes 2.2.1.2, 2.2.1.3 et 2.2.2.1. En reprenant les notations de ces
paragraphes, soit B # A[X]/(P1[X]). Comme le degré de P; divise (¢ —1), on a

Px © ai,k = az’,k O P s
et le “transfert” est surjectif en cohomologie étale. Il suffit donc de montrer la

surjectivité de cihi,k pour 'anneau B, qui contient .

2.24.3. Lecasoui=1:

On a vu que ¢;1(p) est 'image par le morphisme de Bockstein 3, de la classe
&(p) = (dét(p)) € H'(Spec A, G; G.)

du G-fibré de rang un dét(p) 2.1.2.1 ii). On peut associer au systeme des classes
&(p) des tests
& : Ko(A) — H'(Spec A, G)

&0 : K1(A) — H°(Spec A, Gy,)

par le méme procédé que celui employé pour les classes ¢; en 2.1.2.3. La premiere

classe de Chern se factorise donc comme suit

Ko(A) x BGL*(A) — = K(RT(Spec A, Gy)1)

|

K(RT(Spec A, ), 2).
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Dans ce diagramme, la verticale de droite provient du triangle suivant dans
D(Z) (ct. [?]) :

x LY

RT(Spec A, G.,) RT(Spec A, G)

\/

RT'(Spec A, i) .

Elle induit donc le morphisme de Bockstein :
B, : H*(Spec A, G,,) — H""*(Spec A, jupv)

sur les groupes d’homotopie. On en déduit que, en ce qui concerne les “tests”

de la K-théorie ordinaire, on a

(2.2.4.3.1) ci10=0,c1;1 = By,o& et C1,2 = By o&r.

Le morphisme
& : K1(A) — H°Spec A, G,,) ~ A*,

est (d’apres ce qu’on a vu plus haut) 'application déterminant :

K1(A) = GL(A)/(GL(A), GL(A)) -2, 4%

Donc & est surjectif. Si A est un corps F' on en déduit que
a1 Ki(F,Z)0°7) = F* ) (F*)" — H'(Spec F, ju)

est un isomorphisme (2.2.1.1). (Ceci reste vrai pour un anneau principal.)

Si A est un anneau de Dedekind, et F' son corps de fractions, la suite exacte
de localisation montre que Ki(A;Z/qZ) a pour image dans K;(F;Z/qZ) lin-
tersection des noyaux des valuations Ki(F;Z/qZ) —2— 7/qZ associées aux
idéaux premiers P de A. Autrement dit on a la suite exacte de localisation pour

la K-théorie & coefficients :
v Ky (A 2/q2) — K\ (F;2/qZ) — 9 Ko(A/P) = 3 Z/qZ.

Les groupes intervenant dans cette suite exacte dépendent a priori du choix d’un
délacage de K(A) (cf. 2.2.3.1). Mais on remarque que K (F; Z/qZ) sera toujours
égal & F*/(F*)? (puisque Ko(F;Z/qZ) = 7Z), et que Ko(A/P) sera toujours
égal & Z/qZ (puisque K_1(A/P) = 0). Pour définir K;(A4;Z/qZ) on utilisera un
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délacage de K(A) qui commence par le classifiant BQ(A) de Quillen (2 BQ(A) =
K(A), cf. [?]). I suffira alors, pour obtenir la suite exacte de localisation ci-

dessus, d’écrire la suite exacte de la fibration

[1(M,, BQ(A/P) — (M, BQ(A)) — (M, BQ(F)).
P
Pour définir la fleche €71 pour 'anneau A (ce que nous n’avons pas fait jus-

qu’ici!!) il suffira de compléter le diagramme commutatif ci-dessous :

K\(A;2/qL) —— K\(F;Z/qZ) — D 7/qZ

N

0 —— H'(Spec A, j1pv) — H(Spec F; pipv ) — % Z/qZ.

Le morphisme ¢1 71 : K1(A;Z/qZ) — H*(Spec A; pev) ainsi obtenu sera surjectif
d’apres ce que nous savons du cas A = F. Ceci démontre le théoréeme dans le
casoui=k=1.

Nous aurons aussi besoin dans la suite de la description de la fleche
C1,2 - Ko(A) — HQ(SpeCA,,ugu) .

Celle-ci se décrit, d’apres 2.2.4.3.1, en composant avec le Bockstein (3, le mor-
phisme
&« Ko(A) — H'(Spec A, G,,,) ~ Pic(A).

L’isomorphisme de H!(Spec A, G,,) avec Pic(A) étant précisément obtenu en
classifiant les fibrés inversibles sur Spec (A) [?], on voit que, si A est un anneau
de Dedekind, &, s’identifie & la projection de Ky(A) sur la K-théorie “réduite”
Ko(A) = Pic(A) (rappelons qu'on a Ko(A) = Z ® Ko(A), cf. [?]).

2.244.Lecasoui=2et k=2:
Ce cas a été étudié par J. Milnor [?] et J. Tate [?]. Pour un corps F la classe
de Chern
c2,2 : Ko(F) — H?(Spec F, u$?)

associe en effet au symbole (a,b), a,b € F*, le cup-produit —c; 1(a) U c1.1(b),
ceci & cause de la proposition 2.2.2.3 (et du fait que (2 — 1)! = 1!!). D’apres

2.2.1.1, on retrouve bien, au signe pres, le symbole décrit par Milnor et Tate.
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Si le corps F' vérifie la propriété (B, q), la surjectivité résultera de 2.2.1
(surjectivité du cup-produit en cohomologie étale) et de 2.2.4.3 (surjectivité de

01’1).

Dans le cas ou F' est un corps global, J. Tate montre que
a2 Ko(F) /0" Ko(F) — H?(Spec F, u$?)

est un isomorphisme. Il étudie aussi le cas d’un anneau de S-entiers Og dans F'

(cf. 2.2.1.2 pour la définition). Nous allons en déduire le résultat suivant :

Lemme 2.2.4.4. Le morphisme
a2t Ka(Og) /0" Ka(Og) — H?(Spec Og; 15?)

est un isomorphisme.

Démonstration : Rappelons qu’on a supposé pp C Og (notons cependant
que les arguments de 2.2.4.1 montrent qu’on peut se dispenser de cette hy-
pothése si v = 1). On désignera par o un élément de K5(Og;Z/q7Z) tel que
Bu(a) € K1(Og) =~ OF soit un élément d’ordre ¢ (= ¢”). Si a décrit le groupe
de Picard Pic(Og) = Ko(Og), le produit (externe) a U a décrit un sous-groupe
de K2(Og;Z/qZ) que nous noterons {.

Soient j l'injection de Og dans F', et j. le morphisme qu’elle induit en K-
théorie et en cohomologie étale (N.B. : nos notations différent de celles employées

dans la démonstration du lemme 2.2.2.1). On a :
ju(@Ua) = j.(a)Ujs(a) =0, car Ko(F) =0.

Donc j.(Bu(aUa)) = Bu(j(a@Ua)) = 0, et comme j, : K1(Og) — Ki(F)
est injectif, le groupe €2 est dans le noyau du morphisme de Bockstein 3, :

K5(Og; /0" Z) — K1(Og). 11 s’identifie ainsi & un sous-groupe du noyau de
K2(08)/0"K2(05) —2 Ky(F) /0¥ Ko(F).

Par ailleurs le fait que ¢; o(a) = 0 (cf. 2.2.4.3) permet d’appliquer la formule
de multiplication 2.2.3.3 pour montrer que ¢z 2(a U a) = ¢1,0(a) U c12(a). On
verra au paragraphe 2.2.2.5 que ¢1 () est un générateur de H(Spec Og, pipv) ~
Z/¢" Z. On sait, d’apres 2.2.4.3, que ¢1 2(a) décrit le sous-groupe Pic(Og)/¢¥ Pic(Og)
de H?(Spec(Os), ).
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Donc ¢3,2(£2) est le groupe
B, (H*(Spec Og, G ) ) UH (Spec Og, pev ) =~ Pic(Og)@puer C H?(Spec O, u5?) .
Mais J. Tate démontre dans [?], Théoreme 6.2, que le noyau de
K3(0g) /" Ko (Og) — Ko(F) /0¥ Ko (F)

est isomorphe & Pic(Og) ® e (1'énoncé de ce théoréme considere le cas v =
1, mais la démonstration se transpose sans modification au cas d’un entier v

quelconque). Comme le groupe de Picard est fini, on voit que
Q = Ker (K2(Og)/t" K5(Os) EELIN Ky(F)/Ks(F))

et que cg 9 est injectif sur (2.

Finalement, la suite exacte
0 — Q — Ko(Og) /0" Ko(Og) —25 Ky(F)/Ko(F)
s’envoie par cp o sur la suite exacte
0 — Pic Og ® pupr — H?(Spec Og, u5?) — H?(Spec F, u5?)

(Pexactitude de cette suite résulte aisément du lemme 2.2.1.3.3). Le lemme en

résulte, puisqu’on sait que
a2t Ko F/0" Ky F — H?(Spec F, i)

est un isomorphisme. q.e.d.

Remarques : — On a ainsi montré que la fleche de Tate py ® Pic(Og) —
K5(0g)/tK2(0Og) s’interprete comme un produit (externe).
— Le Théoreme 6.2 et les raisonnements précédents montrent en fait que ’on

a un diagramme commutatif

@Kz(k(v);Z/qZ) —— K3(0s;2/qZ) —— Ka(F; 2/qZ) — ?Kl(k(v); Z)ql) — -

J(Cl,o C2,2 C2,2 icl,l

SHO(K(v), ) ——= H2(Spec O, 1§?) ——= H(F, u?) ——= S (k(0), 1) —— -+

On peut penser plus généralement que la suite exacte de localisation (en K-

théorie & coefficients) s’envoient par les classes de Chern sur les suites exactes
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du lemme 2.2.1.3.3, pour différentes valeurs de 4, £ et v. Ainsi qu’il est montré
dans [?] pour le K3, une telle correspondance relierait, dans le cas d’un corps de
nombres totalement réels, la Conjecture 2 i) et ii) (cf. §2.1.1) & celle qui affirme

que K, (Og) s’envoie injectivement dans K, (F') (méme quand n est impair).
2.2.4.5. Réduction 3. On peut se ramener au cas ou k = 0.

Supposons en effet qu’on ait montré que ¢; o est toujours surjectif. Si a €
K5(A) on sait que ¢z 2 est le seul “test” (éventuellement) non trivial sur a (cf.

2.2.4.3). On peut donc appliquer la formule de multiplication
Ei’g(a . b) = Chg’g(a) . aifz;o(b) s

avec b € Ko;_4(A;Z/qZ) (i > 2). Comme chg o et ch;_s ¢ sont surjectifs ainsi

que le cup-produit

H?(Spec A, u$%) ® H°(Spec A, u2=2) — H?(Spec A, &)

(cf. 2.2.1.4.1), on voit que ch; 5 est aussi surjectif.

Si £ = 1, le méme argument s’applique dans le cas d'un corps F, avec
a € Kq1(F)etbe Ko_o(F;Z/qZ) (on utilise 2.2.4.3).

Dans le cas o k = 1 et ou A est un anneau de Dedekind, on définit le pro-
duit de a € K1(A;Z/qZ) et b € Ko;—2(A;Z/qZ) aaide de la théorie d’Araki et
Toda (cf. 2.2.3.1) et du méme délagage qu’en 2.2.4.3. On sait que K1(F;Z/qZ) =
K\ (F)/qK(F) et que H'(Spec A, uZ") s'injecte dans H' (Spec F, u$") (cf. 2.2.1.
3.2). La formule de multiplication est donc encore valable pour le produit (in-
terne) de a et b. On peut en effet, par fonctorialité, la déduire du cas ou A
est égal au corps F, et elle résulte alors de la formule de multiplication pour
le produit (externe) entre Ky (F') et Ko;_o(F;Z/qZ). La surjectivité de ch; ; en
résulte.

Il reste donc a étudier le cas ou k = 0, ce qui sera fait au paragraphe suivant.

2.2.5 Comparaison des classes de Chern (-adiques avec les classes de Chern

ordinaires

L’étude des “tests” ¢; o est essentiellement due & W. Browder [?] et M. Ka-
roubi [?]. On rappelle qu’on a fixé des entiers ¢ = ¢”, et i < ¢, avec q # 2 si
i = 2, ainsi qu'un anneau A contenant 1/¢ et une racine ¢”-iéme (primitive) de

I'unité.
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Plagons-nous d’abord dans le cas ou A est un anneau contenu dans le corps
des complexes C. On a donc une application BGLT(A4) — BGL'"P(C), ou
le classifiant de droite est celui du groupe topologique GL(C) (autrement dit
BGL™P(C) ~ BU). Elle induit un morphisme

Kgl(A,Z/qZ) —)7T2172(<MQBU>), 1 >1.
On sait de plus que
Toi_o((My, BU)) ~ Z/qZ ~ K3°,(C; Z/qZ) .

Enfin le choix d’une racine g-itme primitive de I'unité dans A établit des

isomorphismes
H(Spec A, u?i) ~ H°(Spec (C,M;@i) ~7Z/qZ. (2.2.1.4.1)
Lemme 2.2.5. Le diagramme suivant est commutatif (i est ici quelconque)

Kai(A; Z/qZ) —"> H"(Spec A, &)

e

Ky?(C3Z)qL) ———=TL/qL.

Preuve : La naturalité des morphismes ¢; o fait qu'on peut supposer A = C.
Le choix d’une racine g-iéme primitive de I'unité fournit un isomorphisme de
faisceaux étales entre (Z/qZ)¢ et (tg)st sur Spec(C). D’olt des isomorphismes

en cohomologie équivariante :
H?(Spec(C), G; ,u;@i) — H*(Spec(C)an, G5 Z/q7) .

On trouvera dans (), §3, la définition de Spec(C)ay, et la démonstration du
fait que l'image de la classe de Chern ¢-adique (associée & une représentation
complexe p de dimension finie d’un groupe G) est la réduction modulo ¢ de la

classe de Chern “transcendante” (ou “topologique”)

P (p) € H*(Spec(C)an, G;Z) ~ H*(G; 7).

K3

La classe d’application BG — |K (H°(Spec(C)an, Z); 2i)| = |K(Z,2i)| qui représente

¢i°P(p) est la composée des applications

BG 225 BU —— |K(Z,2i)|.
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Le résultat de comparaison de Grothendieck se traduit donc par la commu-

tativité (& homotopie pres) du diagramme

BGL*(C) —“> K(RT(Spec(C), p$h), 2i)

e T

BG K(Z/qZ; 2i)

BU ‘ K(Z,2i)

ou application 7 est induite par Z — Z/qZ.

D’apres le lemme 2.2.3.2.1. ii), on voit que 'analogue de la proposition 2.2.3.2
appliqué & K(Z/qZ;2i) fournit le morphisme c\? : Ki*(C;Z/qZ) — 7./qZ
utilisé dans I'énoncé (on notera que KioP(C;Z/qZ) = K5 (C)/qK 5P (C)). Le

lemme en résulte.

Fin de la démonstration du théoréme 2.2.4 :

M. Karoubi [?] démontre le résultat suivant. Soit o € K3(A;Z/qZ) n’importe
quel élément dont I'image dans K (A) est une racine g-itme de 1'unité primitive
de A* C K;(A). Alors les puissances o' de a (pour le produit associé par la
K-théorie de Araki et Toda & un délagage convenable de IC(A)) s’envoient par

les applications composées
Koi(A;Z/qZ) — Koy (C; Z/qZ) — KyP(C;Z/qZ)

sur un générateur de KyoP(C;2i) (et ce, sans restriction sur i). (On montre
d’abord ce résultat pour ¢ = 1, puis on compare les structures multiplicatives
en K-théories algébrique et topologique.) 2

Le lemme précédent permet donc d’en conclure que ¢; o(a’) engendre HY
(Spec A, ,u;@i) (sii < ¢), puisque cEOp est alors un isomorphisme. Si on ne suppose
plus que A est contenu dans C, on peut d’abord se restreindre a 'anneau Ay
engendré par 1// et les racines g-iémes de 1'unité dans A, en utilisant la naturalité
des morphismes ¢; o et isomorphisme H°(Spec A; u$") = H°(Spec Ao; u&"). Si
Ag est de caractéristique zéro, il admet un plongement dans C. Sinon c¢’est un

corps fini F,» (ou £ divise p” — 1). Par conséquent A est le corps résiduel d’une

2. M. Karoubi me signale qu’il peut montrer pour tout anneau A (intégre) que a’ est non
nul quel que soit 4 (si pgr C A).
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extension non ramifiée A; de Qp, et on est ramené au cas précédent (toujours
parce que HY(Spec Ay, u2") ~ H°(Spec Ag, u&*)). On a donc montré que ¢; o(a)
est un générateur de H°(Spec A, u2") dés que o a pour image dans K;(A) un
élément d’ordre g de A.

Ceci termine la démonstration du théoreme 2.2.4.

2.2.6 Le cas d’un anneau contenant beaucoup de racines de I’'unité

Soient F' C C un corps de nombres, £ un nombre premier impair, et F, les
corps obtenus en ajoutant a F’ les racines ¢”-iémes de I'unité, v > 1. On se donne
une suite d’anneaux Ay C Ay C --- C A, C -+, tels que A, soit les S, -entiers
de F,, pour un ensemble S, de valuations de F' contenant celles qui divisent £.
On note Fu, (resp. Aoo) la réunion des corps F, (resp. des anneaux A, ).

Pour tout A, les groupes K, (A;Z/¢"7Z) forment un systéme projectif pour les
morphismes de coefficients Z/¢*Z — Z/¢*~17Z. On convient de noter K., (A;Z;)

la limite de ce systéme projectif (Z;y est anneau des entiers ¢-adiques).

Théoreme 2.2.6. Si A = Ay ou Fo, sik = 0 oul, et si i > 1 est un
entier quelconque, on peut définir sur un certain sous-groupe K, , (A;Zy) de

Ko (A;Zy) un morphisme surjectif :
chy p = Kb (A Zy) — @H’“(Spec A; .

Démonstration :

2.2.6.1. On montre d’abord que les classes de Chern
ci: Koiok(A;Z/0°Z) — H*(Spec A, u$)h)

commutent aux morphismes induits par Z/¢*Z — Z./(* 7 et u?f — M%,i,l.
On sait que les classes ¢;(p) de la cohomologie équivariante forment un
systéme projectif (2.1.2.1). On aura donc, avec les notations de 2.1.2.3, des

diagrammes commutatifs

K(A) —2> X(A,i,v)

!

X(A,i,v—1),
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ou f est induite par ppr — prpv—1. Soit
B/ : <M€V7X(Aaivy)> — <MZ"*17X(Aa7:aV - 1)>

le morphisme induit par 3 et 'application a qui rend commutatif le diagramme :

x ¥

st ) Mo
\Lid lxi \La
gl o« MY

On a le diagramme commutatif suivant

(M, K(A)) —— 2 (M, X (A,i,v))

: :

(M1, K(A)) " (M1, X (A, i, — 1))

ol o’ est induit par a.
Pour montrer le résultat qui nous intéresse, il nous suffit donc de décrire 3’

en termes de complexes. Or « vient du morphisme & : My — My -1 suivant :
x LY

7 Z
lxé iid
7 Z

qu—l

O=——"-0CO

OS=<——-09O

Donc
G BxtY (Mpv—1, X (A, i,v — 1)) — Ext(Mp, X (A, i,v — 1))

a pour projection par p le morphisme de restriction des scalaires de Z/¢"Z a
Z/¢"717Z. Ceci suffit & montrer que les morphismes ¢;j forment un systéme

projectif.

2.2.6.2. On remarque ensuite que les groupes
H*(Spec A, Z(i)) dét. I&n H*(Spec A, u?ﬁi)

sont, sous les hypotheses de I’énoncé, sans torsion. Pour £ = 0 c’est clair car

H°(Spec A, Z(i)) ~ Zy. Pour k = 1, on remarque d’abord que le cup-produit

H*(Spec A,Z,(2)) ® H°(Spec A, Z(i — 1)) — H*(Spec A, Z(i))
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est un isomorphisme (puisque c’est vrai, par 2.2.1.4.1, pour chaque faisceau de
coefficients u?@i). Par ailleurs on peut se ramener au cas du corps Fo, (la suite
spectrale de Leray de l'injection j. : Spec F, — Spec A, montrant, comme
en 2.2.1.3.2, que la cohomologie f-adique de A, s’injecte dans celle de Fi,, en
degré 1 en tous cas).
Mais on a
H' (SpecFo, Zy(1)) = lim F /(F2) ¢

et si ¢ = (x,) est un élément de torsion de ce groupe, une puissance xff/ de
chacune des composantes de x est la classe d’un élément infiniment divisible de
F7_, donc une racine £*-ieme de I'unité. Il en résulte que x, est la classe d’une
racine £*-ieme de l'unité, et x, = 1. Par conséquent lim (FX /(FX)Y) est sans
torsion. ’

2.2.6.3. Le groupe Ky (Aoo;Z /¥ Z) s’envoie surjectivement sur Ko(Aqo; Z/0 "

Z), & cause des suites exactes

Il existe donc un élément (o, ) € @KQ(AOO; Z/¢" Z) tel que I'image de «, dans
(A*) soit une racine primitive ¢“-iéme primitive de 1'unité, pour tout v > 1.
Il résulte du paragraphe 2.2.5 que ¢30((a?)) est le produit d'un générateur
de HY(Spec A,Z(i)) par (i — 1)!. Comme H°(Spec A, Z,(i)) est sans torsion,
on peut définir ch; o = ((—1)'/(i — 1)!) o sur le Zy-module Kb, (As;Zs) C
K3i(Aso; Ze) engendré par ((af)). Par ailleurs

al’l = —6171 : Kl(AOO7Z2) — Hl(SpecAoo,Zg(l))
est surjectif et ’'on a la formule de multiplication
Ci1 (CL . b) = (—1)i(i — 1)' Cihifl}o (a) CihLl(b) s

sia € Kby, o(Ax;Zg) et b € K1(Aoo;Z¢) (ceci se montre, comme en 2.2.4.5, en

se ramenant au cas de Fi). On peut donc définir
a’i,l = ((_1)1/(2 — 1)')61’1

sur la partie Kb, |(Axo;Z) de Ko;—1(Axc;Z¢) engendrée par le produit de
K1(Ax; Zyg) avec Kb, 5(Aoo; Zs). Un tel morphisme est surjectif par 2.2.6.2.
q.e.d.
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2.2.7 Applications a la K-théorie de 7
2.2.7.1 Classes de Chern et suites exactes de coefficients

On reprend ici les notations générales des paragraphes 2.1.2.3 et 2.2.3. Soient

v et ' deux entiers. A la suite exacte de coefficients
0— Z/0'7 — )07 — Z)0" 7 — 0

est associée une longue suite exacte pour la K-théorie a coefficients de A. Il en

est de méme pour la cohomologie étale et la suite exacte de faisceaux

® 0.

®1 ®1
0 — ppw — Py — By

Lemme 2.2.7.1. Les classes de Chern ¢; j, induisent le diagramme commutatif
sutvant :
> Ko p(AZ) 07— Koi (A 2/ 07 7)) ——> Koy (A 207 2) — Koi_ i1 (A; ZJ1VT) - - -

ici,k iczk \Lci,k lcimc

- —— H¥(Spec 4, ,u?ﬁi) —— H*(Spec A, u®" ;) —— H"(Spec A,u%) — H*1(Spec A,,uzeii) e

ov+v’

Preuve : On vérifie que le cone du morphisme de complexes de groupes abéliens

M, — M.y, défini par

v

0 A z 0

| o |
v tu

0 7 ¢ z 0

est homotope a ]\Zu. On en déduit une cofibration (& homotopie pres) M, —

My, — Mgv, et une fibration
(Mev, K(A)) — (Myosor, K(A)) — (Mr, K(A))

dont la suite exacte d’homotopie s’identifie avec la longue suite exacte considérée
dans 1’énoncé (horizontale supérieure). On sait par ailleurs (2.1.2.1 et 2.2.6.1)

que la fleche ¢; : K(A) — X(A,i,v) est la composée de ¢; : K(A) —

®i

X(A,i,v+ 1) avec application induite par la projection Popswr = ,u?;i.

On est donc ramené a prouver la commutativité du diagramme
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o —— Tk ((Mp, X (A, i, v+ V")) I T2ik((Myusur, X (Ayiy v + 1)) LA Toi—k((Myv, X (Ayi,v + 1)) 2. ...

iagoal J/ozs lag,ooq
! /
o

-+ ————— H*(Spec A, i) H*(Spec A, u?ﬂ,) ? H*(Spec A, u%) —_— ...

oil ay (resp. ag,as,ay,as) est induite par X (A, i, v +1v') - X(A,i,v) (resp.
p,p, X(A,i,v+1) = X(A,i,0),p, cf. Lemme 2.2.3.2.1). En termes de com-

plexes, il suffit de vérifier la commutativité (& homotopie pres) du diagramme

Hom'Z(Mgu,C(A, i,v+1)) I, Hom'Z(]/\ZZHUI JC(Ai,v+ 1)) —L— Hom'Z(MZ,,/,C'(A,i, v+v'))

lNﬂ'l iNﬂz

Homj, (M, C(A,i,v)) P Hom, (M,,., C(A,i,1'))
& £
C(A,i,v) s C(Ai,v + 1) d C(A,i, ).

Soit ¢ € HOm;(M@J,C(A, i,v+1v")),
0 Z Z 0

L

"*)0*)02+k*>01+k*>0*>"'-

On a (po Nm)(p) = Nmi(pz(1)), et (j' o Nm)(p2(1)) = € p2(1) (car
lapplication composée fiprvr — fer — g+ est la multiplication par é’/)
méme (poj)(¢) = £ py(1), dapres la description du morphisme ]\ZVW’ — My
La commutativité de la partie droite du diagramme se montre de méme (et a

été déja vue en 2.2.6.1). q.e.d.

2.2.7.2 Les numérateurs des nombres de Bernoulli interviennent dans la
K-théorie de Z

Quand on a des informations sur les groupes de cohomologie étale intervenant
dans le théoreme 2.2.4, celui-ci fournit une minoration du groupe de K-théorie
correspondant. Nous n’expliciterons ces résultats que pour K4(Z) (2.2.7.3) et

dans le cas suivant :

Théoréme 2.2.7.2. Soit { un nombre premier proprement irrégulier, et b; un

nombre de Bernoulli tels que i est pair, i < ¢, et { divise le numérateur de b;/2i
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(=¢(1—=1)) (cf. les remarques). Alors :

i) L’ordre de Ks;—o(Z), ou ceur de Ko;—3(Z) et Koj—1(Z), sont divisibles
par £.

ii) Si de plus (% ne divise par lordre de b;/2i, £ divise certainement [’ordre

de KQZ',Q(Z) .

Preuve : La conjecture 2 (2.1.1) a été démontrée par J. Coates et S. Lichten-
baum [?] pour Panneau Z[1/¢] quand ¢ est proprement irrégulier (rappelons que
cela signifie que ¢ ne divise pas le nombre de classes du corps réel Q((; + Cl_l)).

Donc I'hypothese de 1’énoncé implique que H*(Spec Z[l/ﬁ],j*Wz@) est un
groupe fini non nul (rappelons que Wé®i est le faisceau sur Spec Q de toutes les

racines ¢”-iémes de I'unité, v € N). La suite exacte de coefficients

-+ — H*(SpecZ[1/€], u$") L H' (Spec Z[1/1), 1. W)
24 H'(Spec Z[1/4], j.WE') L H' (Spec Z[1/6), u&%) — 0,

montre que les groupes H*(Spec Z[l/@],,ugz’i), k =1 et 2, sont non nuls. Donc,
d’aprés le théoreme 2.2.4, on en déduit que les groupes Ko;_1(Z;Z/l7Z) et
Ko;_o(Z; Z/¢Z) sont non nuls.

Considérons la suite exacte

o= Koy 1(Z) = Koy 1 (Z; ZJ4Z) i} K ;i 2(7) REN Koi—5(7)
4, Ko o(Z;ZJ07) — Koi—3(Z) — - - .

i) D’apres A. Borel [?], on sait que Ko;_1(Z) est fini (¢ est pair). On en conclut
que si Ko;_2(Z) ne contient pas d’élément d’ordre ¢, alors les groupes Ko;_1(Z)
et Ko;—3(Z) ont un élément d’ordre £.

ii) Si £2 ne divise pas le numérateur de b;/2i, la multiplication par £ est nulle
dans H'(SpecZ[1/{], W*"). Donc il existe un élément o € H*(Spec Z[1/£], us")
tel que ¥ o p(a) soit non nul. Mais le morphisme de Bockstein 8 = 1 o ¢ est le

bord de la longue suite exacte associée a la suite exacte de coefficients
00— p’ — ps — pd’ — 0.

Soient ¢ € Kg;—1(Z;Z/fZ) un élément tel que ¢;1(a) = o et B’ le Bockstein

associé (en K-théorie) & la suite exacte de coefficients

0 — Z/NT — 70?7 — ZJ0T — 0.
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On a, d’aprés 2.2.7.1, ¢;2 (8'(a)) = B¢;1(a), et de plus f'(a) = (¥’ o ¢')(a).
Donc ¢'(a) est un élément non nul d’ordre ¢ dans Ko;_o(Z). q.e.d.

Remarques et perspectives :

i) L’hypothese ¢ < ¢ ne rend pas vide le théoréme précédent. En effet, les

congruences de Kummer
b;/2i = by /2i' (mod¥) sii=i #0 (mod({—1)),

montrent que si £ est irrégulier il existe toujours un nombre b;/2i dont ¢ divise
le numérateur et ¢ < £. Des exemples sont donnés par £ = 691 et ¢ = 12, ou
{=37eti=232.

ii) On sait que si £ < 4001, il est proprement irrégulier [?].

iii) Il est possible que des arguments utilisant les suites exactes de 2.2.7.1 per-
mettent de supprimer ’hypotheése pepr C A, v > 1, dans le théoréeme 2.2.4 (je

sais le faire si v = 2). Je conjecture que la limite inductive des morphismes ¢;

Cik # 1£>n Cik: H_I}ani,k(A;Z/f”Z) — H"(Spec A; Wl®i)

v
est surjective sous les hypotheses de 2.2.4 — moins 'hypothese ppr C A. Un tel
résultat (qui est compatible au théoreme 6.6 de [?]) impliquerait la conjecture
2 1) et 2 ii) (grace au résultat de A. Borel) et la surjectivité dans la conjecture
1(i<0).

2.2.7.3 Sur la 3-torsion de K4(Z)

Les conjectures de Lichtenbaum et Quillen impliquent que K4(Z) n’a pas de
3-torsion (contrairement & ce que j’'avais annoncé dans une version précédente
de ce travail).

En effet, si K4(Z) avait de la 3-torsion, le groupe H'(Spec(Z[1/3]), j.W3)

serait non nul, ainsi que
H?(Spec Z[1/3], u$?) = (H?(Spec Z[1/3][j], u$?))G21(Q0)/Q)

oll j est un élément d’ordre trois dans C*. Mais H?(Spec Z[1/3][j], u$>) = 0.
Notons en effet A = Z[1/3][j]. On a H'(Spec A, Gy, )(3) = Pic(A)s) = 0 (car 3

est un nombre premier régulier). De plus, modulo la 2-torsion, on a

H?(Spec A, G,,,) = Ker(Br(Q(j)) — @ SBr(Qv))zo (cf. 2.2.1.2),
veESF—
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car le nombre premier 3 est totalement ramifié dans Q(j), donc card(S) = 1

et Br(Q(j)) est donné par une seule équation dans @ Br(Q,) (la somme des
vESy

invariants est zéro).
2.3 Classes de Chern et (co)homologie du groupe linéaire

2.3.1 L’image de I’homologie de la diagonale dans celle du groupe linéaire

Dans ce paragraphe, on fixe un nombre premier impair ¢, et H,(X) (resp.
H*(X)) désigne ’homologie (resp. la cohomologie) de X a coefficients Z/¢Z.
On note V' le dual d’un Z /¢ Z-espace vectoriel V.

Soit A un anneau intégre unitaire contenant 1/¢ et le groupe p, des ra-
cines f-iemes de 'unité. Nous ferons ’hypothese que chaque groupe d’homologie
H.(GL,(A)), n > 0, (ot GLo(A) = {1}, par convention), est de type fini. En
particulier, A*/(A*)¢ est de type fini.

On désigne par C le groupe des unités A* de l'anneau A, et par p, la
représentation diagonale de C™ dans GLn(A).

Par ailleurs, on note P, = P(z1,--- ,xy) algébre (graduée) des polynomes
an variables x; sur Z /¢ Z (chaque variable étant de degré deux), et A,, = A(A]
-+« x A7) Talgebre extérieure du produit de n copies de A = Hom(A*,Z/{Z),
graduée en posant dO(A}) =1,1<j<n.

Le groupe symétrique X,, opere sur 'algebre P, ® A,, par permutation des
variables x; et des copies A; de A". Les éléments suivants sont invariants par
hINE

Tin = Y 701,881,
1<j1 <+ <ji<n

doin(a) = D, ;@ @5, ® @, ®a,,
1<j1<--<j;<n
1<k<i

pour tout choix d’un élément a dans A°, d’image a; dans A}, 1 < j < n. On note
M (resp. M ™) l'espace vectoriel engendré par les éléments o; ,, (resp. do; ,(a),
a € A’) dans P, ® A, et L,, = P(M 1)@ A(M ™) l'algébre anticommutative libre
(graduée) de base M = M+ + M~ (cf. [?]).

Théoreme 2.3.1.

i) L’injection M — P, ® A, induit une injection

f:L,— P,®A,.



2. Deuxiéme partie : A propos des conjectures de Lichtenbaum 67

it) L’algébre H*(C™) est isomorphe a P, ® A,,.

iii) L’application composée
H*(GL,(A)) 2 H*(C") — P, ® A,

contient f(Ly) dans son image.

Démonstration : i) résulte du lemme 9 de Quillen dans [?]. En effet M~ a
pour base les éléments d 0; ,,(b), ot b décrit une base B de A°, et 0 < ¢ < n. Soit

w un élément du noyau de f de la forme

w= Z ar pr dor(bh)
I,b7
ot arpr € P(xy,--+ ,,), I décrit les parties de {1,--- ,n}, et bl = {b'iecI}
les applications de I dans B, et ot d o7 (b?) est le produit des éléments d o; ,, (b*),
i € I, pris en ordre croissant. Soient ay pr dor(b!) un des termes de w, I’ le
complémentaire de I dans {1,--- ,n}, et b’ une application de I’ dans B.

Dans l'expression (égale & zéro) f(w,dop (b!)), le seul terme de la forme

plr, - n) @ (b, A---AbP ), 1< ju <, ot b € b (resp. b'") sii eI (resp.
iel'), est £(arpr J) @ (bp A--- AL, avee, dapres [?], J = ] (x; —zj). La
Jj<j’

description d’une base de P,, ® A, a partir des z; et de la base B, montre que
le terme ci-dessus est nul, i.e. ayr =0, d’ott w = 0.

ii) On sait, d’apres [?], qu’il existe un isomorphisme
o1 H*(C) == PL®A;.

La formule de Kiinneth montre donc I'existence d’un isomorphisme
on H(C™) =5 P, ® A, .

iii) L’isomorphisme ¢ peut étre décrit a ’aide des classes de Chern décrites au

paragraphe 2.1.2.2. Pour cela on notera

¢, (p) : H*(Spec A, u$") — H*~°(G;Z/IZ)

i,€
les applications duales des tests

cic(p) : Hai—o(G;Z/0Z) — H*(Spec A; u$") .



2. Deuxiéme partie : A propos des conjectures de Lichtenbaum 68

Lemme 2.3.1.1.

i) L’inverse de @1 sur HY(C) est l’application composée :
A" — H'(Spec A, j1p)’ el H'(C)
ii) L’inverse de p1 sur H%(C) est application composée
Z/07 = H°(Spec A, o) 2205 20y

Démonstration :

i) On a vu que ¢1,1(p1) est 'application déterminant composée avec p; (et la
réduction modulo ).

ii) On sait (cf. 2.2.5) que ¢1,0(p1) est obtenue par réduction modulo ¢ de la
classe de Chern usuelle ¢;(p1) € H?(C;Z). On obtient bien ainsi un générateur
de H?(C). (On notera que p; détermine le choix d’un générateur du groupe

we C C, et donc lapplication ;.) q.e.d.

Notons 7; la projection de C™ sur son j-ieme facteur, composée avec pq, et
HE®(Spec A, u*)" == H"(Spec A, j1g)' @ - -- @ H"(Spec A, jig)' @ H (Spec A, jue)

I’application duale du cup-produit.

Lemme 2.3.1.2. Sie=0o0ul, ona

Golpn) = D [dolm) @ @ d o(m)]ow
1<ji<+<gi<n
cialpn) = Z [10(mj1) @+l o(mg) - @ ¢ o(m5) @ )y (m5,)] ow.
1S < <sisn
1<k<i

Preuve : Si p; : G; — GL(A) et ps : Go — GL(A) sont deux représentations
et
P1 Eﬂpg : G1 X GQ — GL(A)

leur somme directe, la formule d’additivité des classes de Chern donne en ho-

mologie (d’apres la formule de Kiinneth et 2.1.2.2)

CielprBpa) = Y wplei e (1) @ iy e (p2)]
i1+ig=i
£1F#eg=¢
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ol
W'+ H** (Spec A, ™) @ H®2(Spec A, ui™) — H*(Spec A, ")

est le cup-produit, et ot on inclut ¢ : Z/¢(Z id, Z/UZ.

Le lemme s’en déduit par dualité en remarquant que
pn:ﬂ'l@’n’2@...®ﬂ'n'

Fin de la démonstration du théoréme : Le cup-produit est injectif (2.2.1.4.1),
donc w est surjectif. D’apres le lemme 2.3.1.1, ¢} .(p1) est surjectif et donc
limage de c;7E(pn), e = 0 ou 1, contient tous les éléments o, ,, et do;,(a) de
a*(C™).

q.e.d.
Remarques :
i) Dans [?], D. Quillen montre que si A est un corps fini (auquel cas A’ est de

dimension 1), on a des isomorphismes
L, == (P, ® A,)®" ~ H*(GL,(A))

(cf. en particulier dans ce texte la remarque 2 du paragraphe 7).

ii) Si les résultats en homologie ont un énoncé plus compliqué, ils présentent
cependant I'avantage sur ceux de K-théorie de ne pas nécessiter I'inversion de
(i — 1)I. De plus les travaux de D. Quillen [?], [?], et K. Brown [?], rameénent
dans une certaine mesure I’étude de H,.(GL,(A)) au calcul de I'image dans ce
groupe de ’homologie des différents groupes abéliens élémentaires contenus dans
GL,,(A). Or on remarquera que, si par exemple Pic(A) =0, 1/¢ € A, et pup C A,
un tel groupe est conjugué a un groupe diagonal. Le probleme de l'injectivité

des tests ¢; j est donc peut-étre plus abordable de ce point de vue.
2.3.2 Classes caractéristiques et groupes arithmétiques

Ce paragraphe est indépendant des précédents.

2.3.2.1. Préliminaires :
Soient A un anneau de Dedekind dans un corps de nombre F, et A’ = A[1//]

son localisé au-dessus d’un nombre premier £. On a vu que

H°(Spec A'; W2") = H°(Spec F; W2") .
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«

On notera w, ) Pordre de ce groupe, et w; =[] wl@.
¢

O]

On peut calculer w; ’ comme suit. Soient F,, I'extension de F' par les racines

£7-iémes de l'unité, et Fo = |J F, Pextension ¢-cyclotomique maximale de
F. Le groupe Gal(F,/F) S’ensgile dans les unités Z; de I'anneau des entiers
l-adiques. En effet, I’action de ce groupe de Galois sur F' est déterminé par
son action sur une racine ¢“-ieme primitive ¢, de I'unité. On a : g((,) = 9,
o g € Gal(F,/F) et €(g) € (Z/¢*Z)*. Un choix cohérent des (, fournira un
plongement

e:Gal(Foo/F) — Zj .

Lemme 2.3.2.1. Soit vy la valuation ¢-adique. On a

ve(w;) (w()\i —-1)).

= inf
A€e(Gal(Fao /F))
(On notera a(¢,1) cette quantité.)

Preuve : On a
H(Spec F; W) = HO(Gal(Fuoo [ F); W),

et le choix de racines primitives de 'unité identifie We®i a Q¢/Zy, Vaction de
Gal(F,./F) étant donnée par la formule g * ¢ = £(g)'¢. Un élément ¢ d’ordre

0% sera donc invariant pour cette action si et seulement si o < «(4,4).  g.e.d.

Remarque : Ses nombres a(4,4) sont finis car e(Gal(F/F)) est d’indice fini
dans Zj. Si A = Z, on retrouve la définition de Von-Staudt des dénominateurs
des nombres de Bernoulli (cf., par exemple, J. Milnor et Stasheff, “Characteristic

classes”, Appendice, Annals of Math. Studies, n° 67).

Le groupe de Galois de F, ;) sur F est en général cyclique. En effet (Z/¢7Z)*
est cyclique, sauf si £ = 2, v > 2, auquel cas c’est le produit de Z/27Z par un
groupe cyclique. On voit ainsi que Gal(F,,)/F) est cyclique sauf si £ = 2 et
v/—1 ¢ F. On nommera cette situation le cas ezceptionnel (cf. [?]).

Définissons un groupe pg,; de racines de 1'unité (dans C) comme suit :
- en général 11, ; est le groupe des racines e (i) _jemes de Punité ;

- dans le cas exceptionnel (ot Gal(F,(24)/F) n’est pas cyclique) uz ; est le

groupe des racines 229~ jemes de P'unité.
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Si £ et i sont fixés on pose I' = Gal(F(pe,;)/F). On voit, d’apreés ce qui
précede, que l'ordre v de I' est aussi I'exposant de Gal(Fy ;) /F). Mais par
définition de a(¢,7), tout élément g de Gal(F, ;) /F) vérifie g* = 1. Donc on
peut écrire ¢ = 7y s, pour un certain entier s.

Par ailleurs, 'anneau B engendré dans F'(ju ;) par A et g, est libre sur A

de rang v (par l'algorithme d’Euclide, cf. 2.2.2.1).

2.3.2.2. Ordre des classes de Chern entieres :
Dans ce paragraphe on note BG I'espace classifiant d’un groupe GG, muni de sa
topologie si ¢’est un groupe de Lie, et H*(X) la cohomologie & coefficients entiers

de lespace topologique (resp. du groupe discret) X. De plus GLo, = |J GL,,.
n>1
Soit n € NU{oo}. On va définir deux idéaux K et K’ dans H*(BGL,(C)) =

H*(BU,), Panneau des polyndmes sur Z en les classes de Chern universelles c¢;,

i < n. L’idéal K (resp. K’) est l'intersection d’idéaux K, (resp. K) indexés
(0
i

uf?

par les nombres premiers. L’idéal Ky est engendré par les classes w
(e

%

Ciy 1 < M.

L’idéal K, est engendré par les classes w; '¢; en général, et (1/2) ci,sil =2,

dans le cas exceptionnel.

L’inclusion de GL,(A) dans GL,(C) induit un morphisme ® entre leurs

espaces classifiants.

Théoréme 2.3.2.2. Soit Ker ®* le noyau de l'application induite

®* : H*(BU,) — H*(GL,(A)).

K Cc Ker®* ¢ K’

(autrement dit, Ker ®* = K, a la 2-torsion prés dans le cas exceptionnel) (cf.
ausst [?]).

Démonstration : Les idéaux K, et K décrivent la (-torsion de I'image de ®*.
Le fait que Ker ®* contienne K a été montré par A. Grothendieck, et résulte de
la comparaison entre classes de Chern f-adiques et classes de Chern ordinaires
(cf. cor. 4.11 de [?]). Montrons que Ker ®* C K’.

Soient N et i des entiers > 1, et £ un nombre premier. Les notations étant
celles de 2.3.2.1, effectuons la division euclidienne n = vk +n’, 0 < n’ < v. Le

groupe M;f,i opere de la facon évidente sur le A-module libre B*, ce qui permet
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de le plonger dans GL,;(A). La composée w de ce plongement avec l'inclusion
habituelle dans GL,, (A) va nous servir de test pour les classes de Chern ®*(¢;).
Pour cela, soient x1,- -,z les classes de Chern des caracteres de “Zi obtenus
en le projetant sur ses facteurs pp; C C*. Si £ est Pordre de pp; (i.e. = (¢, 1)
en général et @ = a(2,7)—1 dans le cas exceptionnel), I'algébre H* (i ;) contient

Palgebre de polynémes (Z/(“Z)[x1, - , zk].

Lemme 2.3.2.3. La classe de Chern totale (w*®*)(c) est égale au produit

k

[y, ot fol@) =] -e(9)).

i=1 gel

Démonstration :

On a, par définition,
k
w=Y pom;,
=1

ot 7; est la projection de (uu,;)* sur son i-eme facteur et p le morphisme composé
pei — B* — GL,(A) — GL(C).

Mais p se factorise par GL.,(B), ou l'action de p; est la multiplication dans un
B-module a droite.

On peut filtrer M par des modules M;, 1 < j < v, de telle sorte que
M /M soit isomorphe & g} (B), ou g; décrit le groupe I'. La formule d’addition
des classes de Chern donne donc

cp = [ ctg" (),
ger
p’ est U'injection de gy ; dans B. On a donc ¢(g*(p') omj) = 1 — e(g)z;.
q.e.d.

Lemme 2.3.2.4. Si [' est un groupe d’ordre v contenu dans le groupe multipli-
catif (ZJ0*Z)*, on a fr(z) =1+ 27, modulo L(Z/L~Z)[x].

On montre ce lemme par récurrence sur .
Fin de la preuve du théoréme : Des deux lemmes précédents résulte que si
vs <7, ona (W) (cys) = tog(z], -, 2)) plus des éléments d’ordre < p®, ou

o, est la s-ieme fonction symétrique élémentaire. Ces classes sont donc d’ordre
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(2, et elles sont algébriquement indépendantes (apres réduction modulo £*~1).

Un raisonnement par récurrence sur « termine la démonstration.

Remarque : Le méme raisonnement s’appliquerait & un anneau tel que H,(GL,
(A);Z) soit de type fini (en particulier A* est de type fini et donc les nombres

(£) (£)
W

;~ sont finis). On se restreindra & des nombres w; ’ ol ¢ est premier a la

caractéristique de A. On pourra remplacer BU par le classifiant étale BGLg (F),
oll F est la cloture algébrique séparable du corps des fractions de A, ou raisonner
avec les ¢; j; considérés au paragraphe précédent. Un exemple est fourni par un
anneau de S-entiers dans un corps de fonctions (de degré de transcendance un
sur un corps fini).

Si A = Z, le théoréme ci-dessus a été démontré indépendamment par L. Evens

et D.S. Kahn [?]. Voir aussi [?].

2.3.2.3. Le cas de SL,,(Z) :

L’inclusion de SL,,(Z) dans SL, (R) induit un fibré universel £ sur BSL,,(Z).
D. Sullivan a montré que la classe d’Euler e(&) vérifie wy, e(¢) = 0 [?]. Comme
le carré de e(§) pour le cup-produit est la n-iéme classe de Pontryagin (si n
est pair), on voit que l'ordre de cette classe est divisible par w,/23. Quant
aux classes de Stiefel-Whitney de £ on voit, en les testant sur la diagonale,
qu’elles sont nulles (sauf la premiere) et algébriquement indépendantes (cf. aussi
[?], p. 78 et suivantes). Enfin si n = 2 ou 3, un calcul explicite montre que

Ker ®* = K’ (voir premiére partie, paragraphe 1).

3. Par contre, pour un groupe comme SL2(Z[1/2,1/3]), M. Karoubi montre que la classe
d’Euler du fibré universel est d’ordre infini (et ce bien que son carré soit tué par we = 12)
(cf. aussi le contrexemple de Milnor [?]). A ce propos, je ne sais pas s’il existe des groupes
G C SLyp(R), discrets dans SLy (R), et dont la classe d’Euler ne soit pas une classe de torsion.
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