.R. z—&gad Be. Pams t. 272, p. 433‘436{8 février 1971), HBéris A

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Poins eritiques  des  fonctions
invariantes sur une G-variété. Note "' de M. Lous Micues, transmise

par M. Henri Cartan,

Solent G un groupe de Lie ammmi? le dinrension finie, et M une variéte réelle,
paracompacte, différentiable, 7, sur imgm»zéﬁ définie une action G de G O
Solt F Pensemble des fonctions réelles, 07, d o8 sur M et G-invariantes, Nous
allens étudier Pensemble des points me M pour lesquels df,, la différentielle en m,
de toute fonction f&F est nulle,

Rappelons les propriétés essentielles de Paction des groupes de Lie

compact \;i}ii% ‘notons b le morphisme de variétés Gx M- -\ qui

définit Vaction de G sur M, &, == g, ) le difféomorphisme de M corres-

de G et g,= @7 m) Papplication G-

pondant A M définie pour
chague . ivons aussi g.m pour (g, m). Le stabilisateur de m
est le sous- B’Pi”}h}?f’ i;,, =L ) e%%* (i 1l est fermé. L’orbite Gim) de m
”;g Eszz;agé de 4, elle est done compacte el fermée, 51 5 — g.m, alors
_ c’est-a-dive (5, €/G,,), en notant (H) Ia {éésw de Gﬁj{%e
gaison gjg ?& ¢’est-d-dire I'ensemble des sous- groupes de G conjugués a H.
La relation 3 g€ G, KCgHg ' est une relation d’ordre, notée ., sur -
Pensemble © des classes de conjugaison des sous- groupes de {;é Nous
notons N C Q@ le sous-ensemble des classes de conjugaison (Gon) z‘gm appa-
raissent fi&ﬁ:& Paction de G sur M.

3

i y A une correspondance i} i?ii*if'f}qii&
“isomorphismes (= {%»;} ) d’orbites
Hm G, on dim s

I e

entre & et &, 'ensemble des classe

de . Puisque dim(

— Mm

onifie dimension,
Ire inverse : plus le ﬁg%}}é sateur (z,, est
setite, (G, =

w;-
R
-

on utilise sup ¢

tion d’équi-
elle définit
des orbites

pour les

ela
qu
n

ag;g;@ééa (522 une strate sst Vuynis

.g ?25.:% e




Soit d{x, y} une métrique riemannienne sur M; en la moyennant par
la mesure de Haar normalisée de G, on munit M d'une métrique rieman-
nienne

-~ o
die, vy - ; Az o, oy

qui est G-invariante. Le groupe G agit done par isométries sur M. Soit
une sous-variété fermée de M, invariante par G : G = Q. Il existe

.

un voisinage V, de () tel que pour tout reV,, ’%n?sif? q) est bien défini

5

zj €} (cest }%“: pied de la gmf} isique

et correspond & un point unique r,

menée par z, perpendiculairement a Q). Puisque la métrique 4 est inva-

riante par G, la rétraction V,
riante par G.
e} Ageis, @,

> Q, qui est difféventiable, est équiva-

Sryt T ige ii}&,,

Ainsig€ G, > g€G, .. En prenant pour  Uorhite G{m), on obtient done

s ) y s P
() E;?; ZE Y 210y ;}/Jf’ BT £

ETupe rocaLe bpe Lacrion b Gn. — Choisissons un systéme de
coordonnées géodésiques dans le voisinage U, de m. Le groupe G,. trans-
forme entre elles les géodésiques passant par m; il agit done linéairement
sur U, par une représentation linéaire équivalente 4 celle: g~ (d],),,
sur ’?m M), Ie plan tangent en m &4 M. En désignant par r la rétraction
ﬁquwgn&ﬁig sur G(m), définie sur le voisinage Y:}i;' ), la variété ~t (m),
qui est le plan normal & G(m) en m, est agpeis}g la tranche en m; par (1),

elle est invariante par G,. Ainsi T (M) est la somme directe de deux sous-
espaces orthogonaux et G,-inva ariants, respectivement tangents 4 Porbite
£

4 la tranche

(3 T My -1, (G (s Mw%iﬂa\ £

Soit Fp== My Nr~'(m) Pensemble des points de la tranche fixes pour (.
L’équation (1) nous montre que F,, est aussi Uintersection de la strate

et de la tranche




4 N
(U I
Notons que la représentation linéaire de G, sur K, ne contient pas la

représentation triviale,

OrpiTes critigues. — Soit F ensemble des fonetions réelles, (7
définies sur M et G-invariantes r.m) = f(m}. 5i pour tout f&F,
Af,. = o, ¢’est encore vrai pour tous les points de G{m)
cetle orbite est critique pour ¥,

¥

et nous dirons que

Tutonivwe 1. — {ne urbile eat critique pour ¥ si et seulement si elle
est wsolée dans sa strate.

La diftérentielle df,, est un élément du dual de M}, invariant par G,
et annulant les vecteurs de T,,/G/m"). La métrique G-invariante sur M
(M) une structure d’espace euclidien, sur lequel G, agit

induit sur T,
par tz‘*{zm%’@rmazzsm orthogonales. Au lieu de df,, nous. - pouvons done
considérer son dual : i}f?ﬁf}fa' .. I est orthogonal a

H

tangent & Uorbite, et il est invariant par G,,. Done

15 Yied, (eadf. el (F..

Le gradient est orthogonal & l'orbite et tangent 4 la strate. Si Uorbite
en m est isolée dans sa strate, T,,(F,) = o et done (grad [),,== o ; Porbite
est critique.

Réciproquement, nous allons montrer que si Uorbite G/ (m) n’est pas
isolée dans sa strate, elle n’est pas s?zizqz;& ?gf ?;vpat%zgw . a une
dimension > o. Nous choisissons des coordonnées géodésiques au voisinage
de m et pour chaque point ¢ de la tranche : t&€r~'{m), nous &gimigsﬁ}m
deux coordonnées : 'ordonnée I sur un axe mz€F,, et la distance 5 & cet
axe. Soit (I} une fonction réelle, C”, & support compact définie sur cet

‘ / .. 7 0. Pour un nombre 2 convena-

axe msz
blement choisi, ;‘s fonetion

est délinie pour tout point ¢ de la tranche; elle est réelle, (07, 4 support

”'“B

npaect et G,-invariante :

¥ iheiz,,
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Nous avons done caractérisé complétement les orbites critiques de &
et nous avons aussi moniré ‘

Conorraire. — Le point m est sur une orbite critique pour F si et sen-
lement si la représentation lindaire du stabilisateur Gy, sur la tranche en m,
ne contient pas la représentation triviale. ol gy A e

Notons encore que si une strate contient un nombre fini d’orbites,
elle est fermée et ses orbites sont eritiques, s k

Nous pouvons encore partiellement localiser d’autres extrémums pour
chaque fonction f€ #, lorsque M eat compacte 8’1l existe des strates fermées
_contenant un nombre infini d’orbites (la strate étant compacte, ces orbites

ne peuvent &tre toutes isolées). 5 :

Tufoneme 2, — Lorsque M est compacte, sur toule composanle connexve (g
d'une strate fermée S et dont les points apparfiennent a une infinité d’orbites,
le gradient de toute fonction f€ F est nul sur au moins deuz orbites distinctes.

o la restriction de la fonction feF i C.. Puisque pour tout
meECl,, gm{%“,; est tangent 4 Cg, on a ' : ST ‘

@ e mels, . (gad =T grad £l

Lorsque M est compacte, C, étant fermée, est compacte et f|. atteint
son maximum et son minimum (différents ou non) en au moins deux points
m" et m” d’orbites différentes; le gradient de flc est nul sur ces orbites
et 'équation (12) montre qu’il en est de méme pour le gradient de f.
- La théorie de Morse équivariante (*) fournit d’autres conditions sur la
localisation et la nature des extrmums des f€F. : _
Dans (') on trouvera une application de ces deux théorémes 4 la phy-
sique des particules élémentaires. : AR S

*) Séance du rer février igy, b, H TG S 1

') Quand M est compacte, si Taction est Ct, elle est G= : péf. () el el ,

(*) Pour une revue des actions différentiables d’un groupe de Lie compact, poir par

exemple [(*), (%), (). e | |
() Wucnone et Wo-¥1 Hsiawns, Amer, J. Math.; 89, 1967, p. 705. ,

Properlies of the Breaking of hadronic inlernal sym- ‘

—

(*) L. MicueL et L. A, Rapzear:,
melry (Ann. Phys., tg71). N o , !

(*) D. Montaosmeny, Compact groups of lransformations, . 43 of Differential Analysis,
Bombay Colloquivm, Bombay, 1964,

() R. 8. Pavass, The elassification of G-spaces (Memoirs of the Amer. Malh. Soc., n® 36,

196a).
() B 5
" A G

Jg. ] s 92, 1970,
Topology, 8. tq6g, 2. £
(Institut des Hautes Eludes Scientifigues,
15, route de Chartres,
91-Bures-sur- Yoelle, Essonne.)
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