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Exposé de Loui: EICHEL

LT ﬁetta prenikre»;nurnée dn celloque eat consacrée~aa gruupe de o
‘;VPoinéaré ot X% ses relations avee les groupes de gymétrie des partiegl  h
. é1{mentaires, Do nombrewx traveux sont’ ‘parus & ce sujet dans les 3onrqéyl !
- . da physigue, Il n'eab pas question de lea passer en revne dans c¢@ tj 3
: ecntérnn¢exd'xntrndustiau; Je voudrais simplement rappeaér dei guelquis
Laazfaﬁs, ceux qui me' paraissen% ; lux zuportants
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f;“k“é&ﬁ.xnn ile,de &nnner1d&s Qﬁiinit*aun qué tous 1 #@ﬁ& el 3 ;
] i Je. e - ‘Gontepterai done d'xqﬁiqnez e qntations.

}”égggt*tampa e (espa,&vaxyx, rhed A

iEbnr touﬁ piiu; $A 3 _
* §g§§ 'y ﬂidknwakl permet &9 éfini

7ff?q,kﬁru _&mpnnions), le'pzodg‘

Q{ﬂgj eﬁ»gﬁig# de plus qua le sens dn temps sqit préaervé, en aaﬁrﬂptrainﬁ alcrs
' 53 *awa—"r0upa orthochrone £? le graﬁpe total dtant le praduit &i?ect ;
g s Et x dg ol Zz est le groupe ds denx éléments L S‘ tsavr#n& deut nagpas
Sa sampnaante connexe ‘de 1lidentité: de" £ eb; gag.translaté 2R lég ﬂymétr1“9

,,,,,

d'eapace, £0.esb un groupe de. Lie simplw, reel, sans centre, nﬁuvca”w c&a dqt
dimension G. Son revétezent nn1versel ?a est isomorpha a qL(S C}, 15 gronpe
des matrices 2 par 2 sur le corps des complexes et de déterminant - 1. Le

) gentre de J,O a deux éléments : K /Z = L.



i

Ies bomofhétina dans & de centre x, de rapport positif A forment
un groupe igomorphe A Q (10 gmmpe multiplicatif des réels posi‘i*s) 5 el!ﬂs
commutent avee les transformatlons du groupe de Lorentz lazsgaat % fixe et il

est utile de considérer les produits directs: £ x RY v PA R L, ® Q

L'actlon sur l'espace-temps du groupe £ x Qﬁ laissant fixe x
ge décompose en quatre orbites : x lui-méme, T o My = ﬁ+ U BF et £ ~‘F;,V
1'ensemhle des points de genre espace par rappart & x¢; "

Soit ?5 le groupe des translations de €, Le groupe de Lorentz
1nhomogene est appelé groupe de Pozncare par. les- physlciens l G’est le
prodnit semi-direct = <§ L. Nous conaidérerons anssi les sous~greupes
orthochrone. p' = G st et connexe Pa = @A 5,, ‘ainsi que le recon-
vreméntf@“ = %g £ de B,. Enfln, avec les dziatatinns (hcmothéties po-~
sitives) on peut former les groupes. @ = ﬁg A (£ x A% P @ ot
jrespeatxyement 9 ot sg. ; o T b .

E 0 Zeeman a dqnne nna earacﬁerlsatiaa remarquable &a cas grnﬁges
La ralatzon y € F (y dans le futur '*est &ne relat1on &'arﬁte Fartiel

sar & qu’on appelle Ia re!at,, (sakzte. Une permntatioa [ ée e (= une

: .me)fpreaerve 1& cansallté si !

v € P = f(Y) € Ff( ) Zeemgﬁf§§> a montré que les permut&tions da”ﬁ qui,
aingi’ §ue leur inverse, préservent 13 causalité forment le groupefs Nous
reviendrons que 1'importance de- ee theeréme pour les theories relgtivistes.f}
Notons que la notion de continulte, ‘ni celle de llnéarxté n*inyérvzmnnent
Dans le méme ordre d'idde, on peut établlr que tous lea automﬁrphxsaes de

P01ncare sont coutlnus (5 6),~et plus precisement )

Aut P o= Aut Pl= Aut P, = 9D,

Une théorie p%vsique egt relativiste si son groupe d’automorphism&

g; contient le groupe P,. Nous savons depuls la découverte de la non-
conservation de la parité que(§ ne contient pas P , pour les ;ateractions
faibles. Les transformations de Poincaré fenversant le temps doivent étfe~': 
réinterprétées physiquement comme renvers¥ment du siouvement, une telle trons-
formation ponvant tonjours étre réalisde sur wn systeéme physique (tvansf9r~ )

nmation "aetive"” aun sens de Wigner {7). Cela n'est pas le cas pony les synétri



d'n«pnoa,,lnrﬁque le gystime contient des noultlnoa\ ni pour les dilatationa
Uinvariance "pasgsive” pour les dilatations est simplement de l'analyse

dimengionnelle),

La premidre fois que fut caractérisde toute une famille da repré;
sentations lindaires, unitaires, continues, irrdductibles d'un groupe de Lie
non ahélien, non compact, ce fut par E. Wigner 8), pour le groupe de Poin-
caré (représentations de masse rdelle), Complété par les travanx de Gelfand
et Naimark ? et de Bargmann (10), celui de Wigner caractériae tcatea les
représentations continues unitaires et méme projectives de P, . Dans d'autras
exposés anjourd'hui, G. Fuchs et P, Renouard vous parleront des "diatribnt101

caracterea" de Po et Rideau de la "formmle de Plancherel” pour P,.,

La cinématique des particules 4lémentaires (conservation de
L'énergie impnlsion, du moment cinétique, les regles de aéiections, les
correlatlons angulaires, les effetg de polarisation, eto...) n' est qu'! une
étude du groupe de Poincaré, La masse, le spin, 6ventuellement la parite,
sont. des. 1nvar1ants du groupe P (eventuellement P ). ‘Leur détﬂrmlnatlon
pour les nouvelles particulea ou “réeonnances" que l'on découvre nembreuses
depuis quelques années, ne font 1nterven1r que des considératxans clnémati—
ques. Les particules sont encore paracterlsées par d'autres nombrés qunn—
tiques qu'il est tentant de rattacher - d'antres sous-groupes de g, , Te
groupe d'antomorphismes de Ia thearié des particules fondamentéleat Cependani
une fhéorle phy51que est plua ow fioins approchee et les phydcléns cherchent,
a trouver le groupe g} le plus ﬁrand possible, quitte A ne con31derer
qu'une approximation assez grossidre. Comme vous le savez, SU3 est alors
un sous-groupe intéressant de 9" Mais des groupes hien plus grand ont &té
considérés : SU6, U6xU6 et méme U(6,6), dont nous entendrons parler A
ce colloque, les jours prochains,.

Sahant que dans une théorie relativiste P est sous-groupe de (i )
d

qu'est-ce que celd implique pour ce dernier ?

Si P est sous-groupe invariant de 9,, parce que P n'a pas de
x
centre et que  Aut P = D est un produit semi-direct po A (r X T, X ﬂ+),

on peut en voncluxi } (sans considération de oonflnulto) que ﬁ, est un prodoi
{



semi-direet g, = 5’0 A Q on ¢ est le "groupe d'invariance i’nterne de 1;1:':
théorie™. Ce prodnit semi-direct est entiérrement caractérisd par 1'homo-
morphisme ¢ : Q - E/'PO =2, x 22 X R::_. Si Im .ﬁABf n'est pas ‘\ré‘,(!nix& ’
l'unité, la théorie contient des dilatations et par conséquent un spectre
de masses. Le plus petit spectre de masse correspond aux plus péﬁits aonay
groupes de ﬂ.i , e¢'est 7, (groupe cyclique 1nfin£) qui donne un spectra de
masse m = q mo, o> 0, n entier, m masse fixe. Lorsque f est tnvlal,
‘ 3‘ ~ge réduit an preduit direct Po x Q. ‘
, ; ; .
Evidemment les physiciens sont préts A abandonner l'hjf‘potliém qne :‘{.g
Po eat sous-gronpe invariant de 5‘ Par analogie avec dea cas simplea da
la mecanlque gnantique non relativlste {oscillateur harmonique, potentiel ’
coulomblen) ils ont alors espere que le groupe 3, baptisé alora'"groupe
dynamique" pouvait donner le apectre de masse des particules élcmeatau‘ks.
Mais le théorime &'O'Reafartaigh( 2 dont deux preuves rlgoureusas, ncm encore‘
publléea, sont dues a R, Joat et & 1.5, 9ega1 rend bxen mince ces esgoxra :

soit ,L'{- nna representatlon unltaxre, contume, 1rréductib1e d'., groupe

de Lm ccmnexce ‘de dimension finze, contenant P 3 81 le. spectre”’
de la ‘restriction de U f'"

(wh

‘se reduit 2 ce point

mase
contmnt uxx point wolé le apeotra de masse

onciliatlan de co poiﬂt de vue avsc

Wotons aussi. le prix dexl‘ﬂ’
le theoreme de Zeeman., Si nouswad“‘etf ns‘ que le groupe (} agit (en tant
que wraupe ') sur 1'eepaee !empa 37 ot si nous vuulcma préserver la cmma-
lltu, alors @ n' aglt pas efféctlvement son actlon etaﬂt A traverﬂ Le
quotient {‘ /J< , sous groupe: de . Pnur slmphher la discugeion, ‘
admettons. que ce quotient cst F‘ . S1 @ contient P , on en cenclut qufil
"~ est le produit semi-direct ‘ (.:1' = :MA

” . k - 3 L 4 4 2 v
La structure Q,’Lﬁta P du groupe d'invariance d'une théorie quantiqu
N & o : e A
o . . v , : 3% eut~
relativiste (on-dit encore que 3, est une exttzzlizasm(l;z; P par ) pen
N y . kS ] . ‘ !
atre obtenne de plusieurs hypothdses générales ' 7’ . La théorie des
: : Y 4 9 as les plus
extensions de proupes nous permet de caractériser s dans les cas les plus

» 1 . ‘
intéressants ‘16). Par exemple, si d’{ est un groupe simple compact alors

f}a = (:‘ﬁ-‘f go)/gg



‘exposé demaln 28) . par contra'T

S X

~

) N g ! e

ot %, est engendré par (a, w), ® racine carrée de & ;o élément non.
- e

trivial du centre de @ ., Cette équation est encore valable pour una larga
. S (18

classe de groupes ’(( ). Si d'autre part on se borne pour (’ aux

~groupes de Lie finis, on peut alors passer aux algdbres de Lie: da 1ﬁ et 9 f

et la litterature mathematique permet de caracterlser toutes les extension&

de 1'algdbre de Lie de Po par 3& 19)  Bien aue ces consideratlons 9ermﬂttent

de comgrendre la relation entre spin et charges (-1) 23 ( 1)h 1, comme 1'ont

(14)

montré Lur¢at et Michel . Blles conduisent en définitive & une trup

faible relation entre invariance relativiste et symetrie interne, te gui
(‘.Q)}

aneantlt 1'espoir d'expliquer ainsi (comme 1'a aussi montré Me Glinn (
01)

la relation entre masses et nombrea quanthues internes due a Gellu&ang
et Okubo(“g)
(23)

i
¥

IY y a vingt mois, Gursey et Radicati ot 1ndependemment Sakita(

" ont montré l‘utlllte de grouper les partlcules elémentalres ﬂn supermnltlple'

. de masqes volqines et de spins 6szérents, analogues aqx supermult;pleta con-

sldexes par Wigner pour les noyaux(zs). Bien que la théorie noh ;
(inﬁarlaﬁce Galllpenna) de Wigner axt un groupa d'lnvariance<z ~%'1a°th60rie~

refatlviste ébiquetée an début SUG
a mﬁzns de payer nn prix prob1b‘ti
du groupe (SL6 ¢ en a 70, Ie :

ont 144) mais par d'autres défau

elai;vlate

peut pnaaéder ug tet grouyﬁ d’lnvarianm
,Anon seulement par Ie nﬂmbre &é purambtre:

‘continu, abandon de la causallta,ﬁv

¢

,>rsey nous donnera directement son point

de vue sur 1'1nterpretat10n de UG.

Comme vous le savez, on. parle m01n3 maintenant de grOﬁﬁe A'inva-

rlance et 1'emphase en est aux algdbres de courants, aujet qui sera traité

le dernter jour, principalement par L. Radicatl et Y. Ne'éman.

Il somhle bien que pour la symétrie dite d'1nvariance de spin
(combinde ol non avec l'invariance par rapport a 1'isoapin oun SU 3) il
n'existe pas de limite ou cette invariance devienne exacte si ce passage
% la limite entrafne aussi le passage A la limite non relativiste. L'electro-

dynamique quantique, appliquée par exemple aux etats atomiques eat un hon
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exemple d'un tel cas; en effet dans les atomes les moments cinetiquea

orbital et du spin sont conservds séparemment dans une honne approximation
(couplage de Pussel-Sanders = spin independance) les interactions spin-orbite
faisant intervenir un ordre supérieur de la constante de structure fine

o N 1{7 . Cela peut s expliquer par l'invariance du Lagrangian d'interactio
(726 7v5g 9 A, () % pour 1e growpe G = ) x sL(2, ©) on P
isomorphe au groupe de Poincaré, agit sur la varieable x (par sur action
transitive sur 1'espace-temps) tandis que SL(2, C) agit sur les indices
spinoriels o, B et veetoriels, o . L'action "physique" du recouvrement di

antmn

groupe de Poincaré, Po est définie par l'injection de f x g de

e

Ei gi?é P& x SL(2, ¢) o) F; Iy P& a pour noyau %, , le centre de 5;
ot Po -8y s1(2, €) a pour noyau le groupe > des translations.

(Ker t A Ker g = 1= f x g injectif). Cette invariance par Pé x SL(2, ¢)
s'applique & tout le Lagragian de l'electrodynamique exceptd an terme

qu(x) y“ d 9(x) a"x , (terme d'energie cinetique dn Lagrangian libre
dxu

des Permions). Or on ne sait pas construir une théorie cohérente od ea terme
serait identiquement nul (de serait une théorie relativigte dite "du:couplage
fort" ), Mais pour les atomes les effets de ces termes sont petits, L'inva-
riance de spin de 1'electrodynam1que quantique a été élegamment discutée par
I, Llpkln.(ga 30) .

Lo passage & ume autre approximation (par exemple de la relativité
restreinte & la relativité galilienne), activité caractéristique des physi-
ciens, n'ta &té que péu étudide paf les mathématiciens junsqu'alors. Le probleéme
a pourtant été bien posé par Segal il y a quinze ans 31) ot un cas particu-~

32), la contraction de groupe de Lie,

probléme plusg récemment repris par Saletan (33) et d'autres physiciens.

lier a 4t4 é&tudid par Inonu et Wigner (

Depuis peu, cependant, la déformation des structures algébriques
est devenue d'actualité chez les mathématiciens., Pour les algdbres de Lie,
cela peut 8tre présenté de plusieurs manidres. La plus géométrique est la
suivante: considérer cnsemble tous les algdbres de Lie qu'on peut construire
sur un espace vectoriel En de dimension n . Chacun est défini par

9
N = n“(n-2)/2 constantes de structures et dans cet csapace En les relations



de Jacobi définissent une variété algdébrique (intersection du Cours du
second degré ayant leur sommet commun A l'origine)., Si les constantes de
structures varient, comme fonction d'un paramétre (vitesse de la lumidre,
temps) on suit un chemin sur la variété de Jacobi. Le groupe linéaire GLn
sur En transforme une algébre de Lie en algdbre isomorphe. Les points de
la variété de Jacobi représentant une algebre de Lie a un isomorphisme prés
forment done une orbite de GLn |, gui est GLn/Aut L , le groupe d'anto-
morphisme de 1'algébre au point I étant le stabilisateur de ce point, Si
1torbite est une morceau de sous-variété de dimension inférieure au\mnrcean
de la variété de Jacobi ou elle se trouve, on déforme 1l'algdbre en sortant

de cette sous-varidté.

Pour une algébre semi-simple sur En , 1'orbite a donc une dimen-

q ~
gion n“ - n et c'est un ouvert dans la variété de Jacobi. Les algebres

gemi-simples ne sont donc pas déformables (34). Mais si l1'on se rend sur
1a frontidre de leur orbite on les contracte! Madame Levy, s'enspirant d'un
travail de Gerstenhaber (35) a établi quelques nouveaunx résultats et nous
dira aussi cet aprés-midi quelles sont les déformations possibles de 1'al-

gébre de Poincaré.

»



(1)
(2)
(3)

ey

()

REFFRENCES

- - oo

E.C. ZEEMAN, J. Math, Phys. 5, 491, 1964,

ZFEHAH.& donné d'autres formes a) et b) de son théordme :
" a) m est le groupe des permutations qui, avec leur inverse, préaetve
- la relation y € BF: (qui n'est pas une relation d'ordrs) v?, Ref, 2
Notons que le theoriéme est faux si on se restreint 3 y € o,
(i.e. tout rayon de lumidre est transformé en rayon da’lumiéra);

"b) D est le gronpe des permutations respectant le genre de In uépa—

ration. Les points de 1'espace temps i.e. les reldti&hs'x‘a v
(coincidence) vy € ar, (séparatlon de lumidre) y € F (séparation
de temps), y € e - f (séparatlon d'espace); Ia pgeuye est donnée

en réference 4,

B;”JICHEL, Cours 3 l'Ecole d'eté de Brandeis (dnit étré pubiié par
Gurdon and Breach en 1966), ; , :

‘Ce résultat a été annoﬁté dana L; MIEHEL, Lectnrea on theorstioal
ipnysics Vol.VIT a, p4;113” prversity of. Colorado Press {1964), ﬁai&

aveée nne preuve. incnmplete, ccmpletée en réf. 4. Une autre yrquve eat
domude en réf. 6. Wotons qua les groupes Aut € et Aut £ pnur leos grwupe4

’:,abstraits q:!z - 2 sont«morbidement grands.

(6)

1)

()
(9)

.. MICHEL, Cours & l'Ecole d éte 1965 de Cargkse (Gﬂ!‘a@) (aaw étr’a ,
pnbllé par Gordon and Breach en 1966)

E.P: WIGNER‘, N, Cim. 3, 517 (1956); see also
A.S. WIGHTMAN N. Cim. Supp. N. Cim 12, 81, 1959

E.P. WIGNER, Ann. Math. 40, 149 (1939)

I.M, GELFAND, M.A., NAIMARK, Acad, Sci. USSR, J. Phys. 10, 93, 19486
and Tzv, Akad, Nauk SSSR., Ser. Mat. 11, 411 (1947)

(10) V. BARGMAN, Ann. Math. 48, 568 (1947)



(11)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(129)

Voir par exemple: L. MICHEL , Phys. Rev. 1373, 405, 1065 ou ref. ¢ .
L. O'RATFEARTAIGH , Phys. Rev. Letters 14, 575 (1965)

La preuve de TI.E. SEGAL peut s'etendre & un point disecret (non iaoié)

du spectrej communication de 1'auteur,

Voir par exemple: F. LURGAT and L. MICHEL , N.Cim 21 (574) 1961 or
Comptes Rendus Conference Aix-en-Provence (C.E.N. Saclay, France, 1062)
p. 183 .

L. MICHEL , Lectures at the Tatanbul Summer Sechool 1962 edited
Gzoup Theoretlcal concepts and method in elementary particle physics
(r. GURQEY Editor Gordoh and Breach, New York, 1964)

L. MICHEL ', Nuclear Physics 57, 356, 1964,
Cela ne requiert pas non plus d'hypothéees de continuité.

L'équation n'est valable Que pour les extension centrales, c'est-a-dire
celles ou I‘homomnrphlama cannnique correspondant » —-#(3h5'%£ est
trivial. C'est ce cas qui est traité en ref. 16 et qui correspond A

‘4

la situation physique.w‘

Le thdor¥me pertinent, qui«petﬁét;de se ramener a un problime classique
et soluble, est le théordme 13 de C, HOCHSCHILD end J.P. SERRE
Ann., Maths. S8 7, 591, 1933,

W.D. MC GLINN , Phys. Rev. Letters 12, 467 (1964)

M. GELL'MANN

S, 0XUBO

7. Gﬁhsmy' ot L,’RAbICATI , Phys;‘ﬂev. Letters 13, 209, 1064

B. SAKITA , Phys. Rev. 136B, 1756, 1964



(29)

(30)

(31)
(32)

(23)

(34)

(35)

B.P. WIGNER , Phys. Rev. 51, 106, 1937

L. MICHEL , 2nd Coral Gables Conference on Symmetry Principles

at High Fnergy p. 331 (Freeman, San Francisco 1065) .
L, MICHEL et B, SAKITA , Ann. Inst, H.Poinearé 2, 167, 1985,

Voir son exposéd pour deg réferences. Caractérisons ieci ls schéma

de  ZIMMERMANN, Ann. of Phys. (New York) 37, 303, 1966 (voir laussi,

T. FULTON, WEISS , ibid 37, 1966) utilisant SL(6,C) inhomogine gui.
agit sur un espace a 36 (eventuellement 72 dimensions) quten peut .
projeter sur l'espace temps A 4 dimensions, E; . Mais alors E£L(6,C)
n'agit pas comme groupe sur €4ret son plus grand soﬁs-groupe qui

le fait est SL(2, C) x SU, ! | -
H. LIPKIN , pretirage.

Les "théories" basées sur SU(6,6) (par exemple les nombreunses

publications de Trieste) sont basées sur le mﬁme‘gchéga,.mais ou

~le groupe SL(Q,C) , an lién a'8tre remplaéé par‘/SL(G;C) l'est

par . SU(6,6) O SU(2,2)'x\SUé,Q’St(S;C).x SU, . La considération

que tous les mésons qui “pﬁ@?entﬁ exister, semblent exister.

I.E. SEGAL , Duke. Math. J. 18, 221, 1951

[

E. INONU , E.P. WIGNER, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S. 39, 510, 1053

M. J. SALETAN , J. Math. Phys. 2, 1, 1961

Ce qui est rassurant pour les algébres de courants, qui sont semi-
simples, Définies & un temps donné, une transformation de Poincaré
change leurs constantes de structures. Dans quel corps (o mlme
anneau) sont-elles définies? C'est une question & lagquelle il n'a

pas été répondu explicitément! Ce pourrait-8tre un cofpa de fonctions,.

M. GERSTENIABER , Ann. Math. 79, 59, 1064



