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1.- OPERATEUR DE POLARISATION POUR UNE PARTICULE

Energie et impulsion ne déterminent généralement pas entidre-
ment 1'état d'une particule; on appelle polarisation 1'ensemble des
observables supplémentaires nécessaires & 1a description compléte
de 1'état.

Les états d'une particule sont décrits, en méecanique quan-

tique, par les vecteurs normalisés d'un espace de Hilbert 'K sur

<< lequel agit une représentation continue, unitaire et irréductible, du
., groupe de Poincaré restreint @o (plus exactement, du groupe de

recouvrement 6? unfversel de 62,)othm transformation infinitésimale
de paramétre da appartenant & ce groupe est représentée par 1'opé-
rateur unitaire I - i A da , o A est par conséquent hermitique.
L'algébre de Lie de GQO est donc reprééentée par l'élgébre
de Lie Cl,engendrée par tous les générateurs infinitésimaux A , ol
le crochet (Al’ Ae} de deux éléments quelconques est déterminé
par les relations de commutation des éléments de 070 . Considérons,
dans C},, une base d'éléments A que nous noterons de la maniére

suivante :

PW ()~ = 0,1,2,3) pour le générateur du sous-groupe des transla-
tdons le long de 1'axe de coordonnée Y\

Mf”v = - MVp pour le générateur du sous-groupe des transfor-
mations de Lorentz homogénes dans le 2-plan ‘L'9

(elles laissent invariantes les deux autres coordonnées).
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Leurs crochets valent

1)  Wer, ipr] = o
(1) GV, 1 mPe] o g MR T L MYTgRP - 4 MRV -
- i (gt

(1m) EL P’l , 1 MP\)] = i Pl’“gﬂ.v - 1 PV g;\k

écrits avec les facteurs i pour qu'apparaisse le fait que CL est,
& un isomorphisme prés, une algebre de Lie réelle. D'un point de
vue physique, PO ) 3? et MP”,'sont respectivement les observables
énergie, impulsion et moment angulaire relaztiviste.

Le physicien n'utilise pas (A , mais bien son algdbre enve-
1oppante‘6t s clest-f—-dire 1'algébre associative définie de manidre
canonique & partir de ( et ol 1'on identifie le commutateur
A1A2 - A2A1 de deux éléments quelconques avec leur crochet [Al,Aé].
Les observables attachées & 1la particule sont tous les éléments
de CI qui soient des opérateurs hermitiques; ce sont donc toutes
les fonctions réelles des PK et Mf*g s et construire un ensemble
complet d'observables commutables, c'est construire une sous-algébre
abélienne maximale de Ei . Cherchons—en une qui contienne les pA
Comme les MPY ne commutent pas avec les pA , NOUS ne pouvons
utiliser directement le moment angulaire. Pauli (non publié, cité
par Lubanski dans Physica (1942) ) et Bargmann et Wigner (Proc. Nat.

Acad. Sc. 34, 211 (1948) ) ont introduit un pseudo-quadrivecteur W

commutant avec P
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ot S0 si R sfesV, @ me sont pas tous différents

=/-1 si A spsV s @ sont une permutation paire de

Expve 0,1,2,3

1 si A, W sV, ¢ sont une permutation impaire de
051,2,3

Utilisant (1) et (1"), on voit qu'on a bien

[P;l ' W‘A_] = 0 (3)

Les équations (1") et (2) fournissent aussi

p‘lw)\:w"‘Pz:g,E:o (4)

On appelle E 1'opérateur relativiste de polarisation, et on

peut encore le définir par les équations

W =F.7 et ¥=p27-Px7 (5)
o T = (M23, M31, Ml2) et W= (m°L, MC2, 1°3) (6)
®

Les équations (1'), (1") et (2) fournissent les relations de

commutation des composantes de W
| [w , M\“V]:: i gi’W"— i g){ wit (7)

= - v '
[wa,w‘,,]- iﬁa\wf pY w0 (7')
Nousg utiliserons librement les gf“v pour élever ou abaisser

les indices; ainsi

wY = g;pc’mh-

On montre facilement que les deux opérateurs :
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52 _ oA _ f
P.P=pP°=pP ga\»PV‘P)PA (8)

W.w=w=wlowy (9)

commutent avec tous les 15’l et M\’& ; donc qu'ils appartiennent
~— ;

au centre de C},; mais celui-ci, puisque nous avons considéré une

représentation irréductible de (ﬁ; ;, ne peut, en vertu du lemme de

Schur, contenir que des multiples de 1'identité. Par conséquent

P2 = p 1 (10)

m <étant la masse de la particule, et

w2 = - m?§ (§+1) I (11)

dont nous verrons la signification physique dans la suite.

Le systéme complet d'observables commutables que nous cher-
chons & construire contiendra donc 23 ’ EE s les Px et n'importe
laquelle, mais une seulement, des composantes WM de W . I1 ne
peut en contenir plus d'une, puisqu'elles ne commutent pas entre
ellés. Avant de décider laquelle nous choisirons, il convient de

préciser la réalisation de 1'espace ﬂ(Ades vecteurs d'état.

2.~ DESCRIPTION DE WIGNER DES ETATS D'UNE PARTICULE

Wigner a classé les représentations continues, unitaires et
irréductibles du groupe de Poincaré restreint pour m ) 0 , et en
a donné une réalisation explicite (An. of Math. 40, 156 (1939) ).
Nous pouvons utiliser directement son travail iei.

"

Les vecteurs de 1'espace g{ sur lequel egst représenté @%

sont des gpplications




I1I-5

i — K ip g 0 — Xipek (12)

ol
/ -Q-m est 1'hyperboloide de masse m : p_2 = m? > Y

K est un espace de Hilbert de dimension finie n
)((p) est le vecteur de h de composantes )( (p) et de
i : a( e
norme “X”& dans ﬁ, .
Pour que X appartienne a 9@ g 11 faut et il suffit qu'elle

satisfasse 1a condition

@ Xl -fixl 6pan,-

i

(8% [,
""35. Yo ) X9 O ¢prd 2 oo (13)
avec O (p) =1 si p°S 0 et =0 si p° ¢ O (13")

“X“ est alors la norme de X dans j’( et K lui-méme est une inté-
grale directe d'espaces de Hilbert h (p) = hp s tous égaux & h ,
relativement & la mesure G (p) dSL2_, invariante pour les trans-

. formations de @0 :

®
K - fh(g) 6 (p)all (14)

Si (al, /\1) et (32!/\2) sont deux transformations de

Poincaré quelconques, on sait qu'elles se composent suivant la loi

(asAy) (apa Ay = (8 +7 8o Ny AY) (15)

A partir de 13, Wigner a montré comment une transformation de

Poincaré (a,/\) est représentée sur ’16 :
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n

(e W@ =52 2 a g N % W o)

ou les Qo\B sont les éléments d’une matrice unitaire n x n ; les

matrices Q (gg/\l‘) et Q (pg /\2\ se composent suivant lé loi

Q (9_9/\1) Q(/\Il 2, N) =« Qp_g A /\zj (17)

Les transformations de Lorentz homogénes A telles que

/\p = p forment un groupe appelé le petit groupe de j L'équation

(17) montre que les Q(p, A) constituent ume représentation uni-
taire de dimension finie du petit groupe de p . On peut en outre
montrer que cette représentation est irréductible du fait que la
représentation considérée de GOd sur"gf’, 1%est., D'ailleurs, géné-
raiisant la théorie des représentations induites donnée par
Frobenius pour les groupes finis, Wigner a construit toutes les
représentations irréductibles du petit groupe de p , ol p parcourt
QOF (Pour plus de détails, voir 1l'article de A.S. Wightman :

m
"L'invariance dans la mécanique quantique relativiste". Les Houches,

1960).

3.= ETATS DE POLARISATION D'UNE PARTICULE D'ENERGIE-IMPULSION
DETERMINEE

3.1 - Espace hp des états de polarisation
Si 1'on désire étudier indépendamment la polarisation de la

particule, il est commode de travailler avec les vecteurs 7‘.(3)

de hp munis de la norme
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. a -
el - 2 Yow L ® (18)

bien que hp ne soit pas un sous-espace de iﬁ?puisque la mesure

69(2) dwflm est continue. Considérer hp comme sous=—espace de 5%?

c’est supposer qu'il existe dans y{,des éléments de la forme

Xp > - § (o) X (p) (19)
c'est-a~dire des "vecteurs propres™ de 1'énergie-impulsion
pA = ph = §(py- (20)
2 D>=2" | >  avee { mip2y =0(m-p2 (20)

Les équations (16) et (17) montrent que le petit groupe de P
est représenté sur h, par les matrices Q (s \)

Dans la suite de ce chapitre, nous ne considdrerons plus que
des états \g_j> oli 1'énergie~impulsion de la particule soit mesurée.
De 1'équation (3), il résulte que, pour toute fonction opératorielle

F (W) , ona

PPr (o> =0t rw|p> (21)
F(W)ig > est aussi un état d'énergie-impulsion D , mais en général
avec une autre polarisation; nous noterons Ep la "restriction" de
v a hp .

Remarquons une différence essentielle entre les mécaniques

quantiques relativiste et non relativiste pour les particules &

spin non nul. Les états de la mécanique non relativiste sont repré-

sentés par des fonctions de carré sommable \f (3’994) de la variable
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continue T (& 3 dim.) et de la varisble discrdte ¢ , de telle
maniere que les observables dépendant seulement de 1'impulsion
agissent uniquement sur 33 s tandis que les observables attachées

4 la seule polarisation agissent uniquement sur o< . L'espace des
vecteurs d'état est par conséquent le produit tensoriel Sf(fn(jb h
de l'espace des fonctions de carré sommable en "F’ et d'un espace

de Hilbert finidimensionnel, 1'espace de polarisation. Par contre,
comme l'opérateur relativiste de polarisation W est construit a
partir des Px y 11 est impossible de dissocier la mesure de la
polarisation de celle de 1'énergie-impulsion : c'est ce qui explique

que 1l'espace des états relativistes ne soit pas un produit tensoriel

mais une intégrale directe.

3.2 = Cas 22=m2>0

Le vecteur p est de genre temps et son petit groupe est par
conséquent le groupe des rotations de 1'espace euclidien & trois
dimensions. Les Q(E’/\) constituent alors une représentation irré-
dﬁctible :I>(j) du groupe des rotations sur l'espace de Hilbert hp
& n=27j+ 1 dimensions. Pour rendre claire la signification phy-
sique de W , nous allons construire, & partir des W}_ , un systéme
de générateurs infinitésimaux S<i) (i = 1,2,3) de ;I)(j> .

Choisissons, dans 1l'espace de Muikowski de 1'énergie-impul-

sion, une base adaptée & 1'énergie-impulsion particulidre p . A

cet effet, donnons-nous une tétrade de vecteurs unité

) =p/ 2 (1=1,2,3) (22)
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qui forment tine base orthonormée

A0 (A L s (23)

avec l'orientation "droite"

S Ave E(;() (P E(&r) _Q(g) __s¥XAYY o0)
tenant compte de cé qué gtd = - g1
. . I1s satisfont aussi &
2} e o) - Exp (25)

Dans cette base adaptée, nous définissons les opérateurs

s - o 1y

= o n(“) (26)

L'équation (4) entraine
S(O) =0 (27)

En multipliant (26) par m g.ds n(p) , (25) fournit

3 -
. . Q)

W o=mo S(l) _11(1) =m Sen (28)
P i=1
ol ‘g ,'Z et w gsopt des notations symboliques pour S(Z), g(l) et
3
J_ Trespectivement.
i=1 |

On a :

y_f}:-m‘??.?:-mz?z (29)




ITI-10

Les relations de commutation (7"), la définition (26) des

S(i) et 1'équation (24) fournissent les relations de commutation
(1) GDI . (k)
[s , S 3 =1 £ S (30)
qui peut &tre écrite symboliquement
. -
T X =18 (30")

Les S(i) satisfont les relations de commutation des com-
posantes d'un moment angulaire, c'est-&-dire des éléments d'une base
de 1'algébre de Lie du groupe des rotations de l'espace euclidien &
%3 dim. Dans le systéme au repos de la particule, g(o) est 1'axe de
temps, p_(i) les axes d'espace et (30) montre que T est vl'opéra—-

teur de spin. Dans le référentiel arbitraire ol nous travaillons,

E? est donc une généralisation relativiste de 1'opérateur de spin.

D'agilleurs, dans le systéme au repos

- - -
p°=m,_§=o,wg=o,wp=ms=mf? (31)
. ; —
ce qui montre que 1'opérateur de spin S dans le systéme au repos

peut &tre considéré soit comme la partie d'espace J1 = M23 y

J2 = M31 ’ J3 = M12 , du tenseur antisymétrique de moment angulaire,

soit comme la partie d'espace du pseudo-vecteur polarisation
L W dans h .
m P p (3)
Puisque les Q(p, A) constituent la représentation ]D,;L

du groupe des rotations, les équations (29) et (30) entrafnent
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W= —mP %= - j(3+1) I (32)

o 2 j est un entier > 0 .

Une base orthogonale de l'espace hp est constitude des

(2j + 1) vecteurs propres dans hp de 1'opérateur

s3) -4 —%— W, . M2 (33)

les 2j+1 valeurs propres distinctes étant spécifides par M tel que

j-p entier}O/-jé)‘\-éj’ (33")

I1 est évident que 3(3) peut 8tre remplacé par un quadri-
vecteur arbitraire orthogonal & D - Nous pouvons maintenant répondre
3 la question posée & la fin du premier paragraphe : comme généra-
teurs d'une sous-algdbre abélienne maximale, nous choisissons les
P}‘ et - 1 W . 3(3) , en remarquant que ce choix ne convient que

— &
pour étudier une particule d'énergie-impulsion p .

2
Comme nous avons montré au premier paragraphe que W est

un multiple de I sur tout 1'espace %ﬁ , (32) entraine
Wl = - m? j(§+1) I (34)

On dit que la particule a masse m et spin Jj ; ces deux
quantités sont les invariants de la représentation qu'elles carac-

térisent entiérement.

3.3 - Cas p2 =mé =0
e

Ce cas est trés différent du précédent bien que les physi-

ciens utilisent le méme vocabulaire. Le vecteur p est ici du
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Lsomorphe
genre lumidre et son petit groupe est ¥ groupe euclidien du plan,

dont les Q (g,/\) constituent une représentation irréductible.
Dans 1l'espace de 1'énergie-impulsion, le 3-plan orthogonal

a P contient D - Nous sommes donc obligés, pour construire notre

tétrade, d'introduire un vecteur arbitraire de genre temps 1t avec

@(t) >0 (ce qui signifie que 1t est & 1'intérieur du céne d'ave-

nir). D'ou

T.p=x¢ >0 , (35)

Soient n(®) = 1,

-— = 9 =

a(1) | a(2) a3 2 7&7 p -1t (36)

les quatre vecteurs de la tétrade, qui vérifient les conditions

(23), (24) et (25); (26) est remplacée par

S(Q) = - ;w-p . E(d\) (37)
d'oll, en vertu de (25) :
_ _ a(x) )
W= - 5™ g g 5@ (38)
avec s(e) 4 5(3) . P.Wy=0 (39)

L'équation (29) est donc remplacée par

2 \2 3 2 1112 2} 2
et 1'on trouve pour relations de commutation des S(i)
1503, s)] - i s(2)
o,
Ls@, 2500 ] -1 s(1) (41)

(s, s ]

0
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Ces relations de commutation‘caractérisept bien l'algébre de
Lie du groupe euclidien du plan, S(l) et S(z) représentant les
composantes de 1l'opérateur de translation, 5(3) l'opérateur de
rotation. Wigner (Ann. of Math. 40, 149 (1939)) a montré que

w2 > O' ne peut avoir lieu que pour une représentation de dim.

infinie de hp 3 pareille représentation ne présente pas d'intérét
ici puisqu'aucune particule & "spin continu" n'est connue. Les

photons et les neutrinos correspondent au cas
w2 =0 (42)
¢e qui implique, en Vvertu de (40)
s(1) =Ms(2) =0 (421)
puisque (S(q))l' = S(q)

I1 ne nous reste donc qu'un seul opérateur S

(3) _ _ g(0)

et hp est de dimension 1 . Comme nous 1'avons vu, —%7 8(3) est
le générateur infinitésimal du groupe des rotations du plan. Sa
Valeur propre parcourt, en considérant aussi les représentations
doublement valuées, 1'ensemble des entiers ou demi-entiers A . On

a donc dans hp

1%« s(3) _ A od 21 est un entier >0 (43)

et (38) fournit
0, = 53 (200 4 ) < 15

ced.d. zp = x p (44)
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L'équation (44) étant vraie quel que soit P
W=AP (44)
‘L'invariant A est souvent appelé le spin de la particule de
masse zéro. C'est en réalité son hélicité. Dans le référentiel par-

ticulier o 1 est 1'axe de temps, on a

oL pO

. qui est 1la définition la plus courante de 1'hélicité; 1'équation
(44') en donne simplement une forme covariante et plus générale.
Si 1'on consideére une représentation irréductible, non de
Cj; , mais du groupe engendré par 000 et 1l'inversion d'nspacé, le
petit groupe de p est le groupe engendré par le groupe euclidien
et 1'inversion totale du plan; appelant toujours hp 1l'espace
des états de polarisation correspondant & la valeur p de 1'énergie~
impulsion de la particule, c'est maintenant un espace & deux dim.
. sur lequel
la rotation O (W) du plan est représontéévpar'la matrice

0 e—i\l\\{
1'inversion P du plan est représentée par la matrice

((o 1
¢ 1 O) (avec c£= + 1)
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hp posséde une base canonique de vecteurs propres \p, 1;25 de

)

x correspondant aux deux valeurs propres K: + \K\

(ll\ entier ou demi-entier strictement positif); les \g, + >

sont appelés respectivement :états de polarisation circulaire droite

ou gauche. On voit que ,& est bien un pseudoscalaire ; cela résulte
de ce que W est un pseudo-vecteur alors que P est un vecteur
(voir équation (44')).

On aurait pu appeler ‘g, + > état d'hélicité droite ou
gauche, mais nous ne voyons pas de raison qui justifie 1'abandon
d'un vocabulaire créé il y a 150 ans par des physiciens fameux. De
toute maniére, nous nous opposons & 1'utilisation de 1%hélicité
s'agissant de particules de masse non nulle. Car ce n'est plus alors
une quantité invariante, comme nous le verrons au paragraphe 5.1

(équation (67)).

4.- MATRICE DENSITE POUR LA POLARISATION

Soit {n > un vecteur d'état normalisé d'un espace de
Hilbert H ; cela signifie que <:rﬂ11:> = 1 . Le projecteur sur ce

vecteur d'état est

B= > < n ) (45)

qui vérifie

Tr P, = <n\n>=1 et P =p¥ -p2 (46)
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La valeur moyenne ou espérance mathématique de A dans
1'état |n > est
Lafaias st 4P (47)

Comme multiplier ‘n> par une phase ne change pas Pn .
celui-ci convient mieux pour représenter un état physique que
\n > lui-méme.

. I1 arrive souvent que l'information dont nous disposons sur

1'état d'un systéme physique ne soit pas compléte. Nous n'en connais-
sons que la probabilité ¢, d'8tre dans un état (n e~ i

Considérons le cas le plus simple ol tous les (n> sont
orthogonaux. Bien entendu la probabilité totale, qui est alors Z Cn
vaut 1 . Nous dirons que 1'état physique considéré est un mélemgz1
incohérent d'états orthogonaux |n > avec la loi de probabilité cp-

L'espérance mathématique de 1l'observable A s'derit meintenant :
@ gcn (n‘A\n>=ﬁ'A€cnn\)<n\)¥ Tr AQ (48)
o @ = 2;—:-011 \n> <n‘=%cn 2 (49)

L'opérateur est appelé la matrice densité du systime phy-

sique. Citons comme propriétés caractéristiques de la matrice densité

e*=¢ (50)

oy i (50')

Tr eké 1 % k entier positif (50")
s 5L 0 2 2.4, est défini

< ‘el > > V‘ >EH ¢ que ;ssitiVen e —
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Le cas ek = 6 (¥ k) correspond & un état pur, c'est-a-dire
un état qui peut &tre décrit par un projecteur Pn de dim. 1 ou par
le vecteur d'état associé & ce projecteur.

Dans les expériences réelles les états physiques ne peuvent,
la plupart du temps, étre décrits par des vecteurs d'état, mais seu-
lement par des matrices densité. Nous serons donc souvent amenéds 2
utiliser ce formalisme plus général. La probabilité attachée & une
certaine observation dans une expérience sera donnée par Tr e A
o A est un opérateur hermitique correspondant au dispositif
expérimental .

I1 résulte du 3eme paragraphe qu'une base naturelle pour
l'espace de Hilbert % des états d'une particule de masse m s£ O
et de spin j est constituée des vecteurs ‘p ’ /3;> , Ou /9 est
tine valeur propre de s(3)  aéfini par 1'équation (26) (-j< ﬁ(g).

Le produit scalaire est donné par
{p ,o(\ B> - £, (02" 8,0 (51)

oll é\m est 1la fonction 5 sur 1l'hyperbolofde de masse donnée par
II (1) . Tout état \X> peut 8tre représenté par ses composantes

VX > = & @ > ey (52)

a'on
<X,D<>;j % E, Y:L’ (t.))) X“ (p) S"“ (E"f) ‘S‘ou' d'ﬂ-md' ﬂ:—w =

(2 (o) X ) d R
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qui est précisément 1'expression du produit scalaire impliqude par
1’'équation (13).

Nous ne considérerohs pas ici le cas général d'une matrice
densité dans éﬂi . Nous supposerons que 1l'impulsion de la particule
est, soit non'observéé, soit mesurée avec ﬁne précision suffisante
pour pouvoir, saﬁs faire d’approximation excesgive, limiter la des-

cription de 1'état & 1'espamce de polarisation h. . L'état de pola-—

1Y
risation le pluéwgénéral sera alors déerit par la matrice densité
(0(55 qui est un opérateur hermitique sur hp possédant les pro-
priétés (50). Cette matrice densité fournit la description la plus
générale de la polarisation d'un flux paralldle de particules mono-
cinétiques. Elle se transforme, sous 1'action du groupe de Poincaré,

—
comme le produit tensoriel )(,Qp'yL; c.2.d. tenant compte de la loi

de transformation (16) pour les composantes
(e -3 Q@ (Ap,A) e(Ap) q* (Ap, A) (53)

Nous allons maintenant étudier des formes explicites de (’

pour déterminer la quantité covariante qui décrive la polarisation

d'un état ou mélange d'états d'énergie-impulsion p .
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5.- DESCRIPTION COVARIANTE DE LA POLARISATION

5.1 - Particule de masse m > O et de spin %

Ce cas est trés simple car dim hp =2 j+ 1= 23 la matrice
(’(R) la plus générale qui satisfasse les conditions (50) a alors
la forme
e =3 (I1+%C (g mT) (54)
‘ .
avec 0 < (? (£)>2 é . (501
oli les composantes de %E sont les trois matrices de Pauli définies
par leurs relations de commutation
=4 - o=ty
TN -1 X (55)
et qui vérifient
AR CL O S P (569
@

On les représente habituellement par

0 1 0 -i 1 0
(1) - (2) - | (3) - 5
v (1 o) % (i 0) T (o —1) o

ol
(55) montre que, dans hp , 1'opérateur S peut &tre représenté

par %% ;f(g) s'éerit alors

Q(p)=%(1+2%,(g)-§)=%(l~§;?fng.ﬁp) (58)
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ou (p) = % (1- 2 g._vgp) (58")
-4 5
si 1'on définit § = ‘5 w n (59)

Les équations (54') et (59) impliquent respectivement

0 ¢ -8% g1 (60)
_$_ ° E = 0 . (61)

' Sont équivalentes les deux équations
@ et =g (p) (62)
et Tr QW =-3-8=1T ¥ (621)

| L‘éQuation (62) résulte de;(54),>(55) et (56), en particulie:
de ce que (55) entraine Tr:E = 0 . Pour passer & (62') il suffit,
en vertu de (28) et de (59), de multiplier les deux membres de (62)
per 2 T m .

En résumé, 1'état le plus général de polarisation d’une par-
ticule de masse m > 0 , de spin + et d'énergie~impulsion o est
décrit par le pseudovecteur ~%— S %gi est 1'espérance mathématique
de 1l'opérateur W . Lorsque S = O =\§', la particule n'est pas
polarisée. Lorsque §? = -1 =-—§§23 la particule est dans un état

pur de polarisation (?2 =(’) le long de S . De fagon générale la

longueur (‘ §2)~} =(‘%2)‘% . (63)

est le degré de polarisation. L'état de polarisation partielle S

peut toujours &tre considéré comme mélange incohérent des états de
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1+d i :
polarisation §/d (avec 1la probabilité i et de polarisation

- -/d (avec la probabilité lig) » Mais si cette décomposition

peut &tre plus commode qu'une autre, elle n'est pas plus physique.

I1 est souvent pratique, dans un systéme de référence donné,
de décomposer S en parties transverse et longitudinale. Soit
-
%= (1, 0) 1'axe de temps. Le vecteur longitudinael £ est le vec-
teur unité de genre temps orthogonal & p dens le 2-plan (i, p),
C.a.d.
2
& = -] (64)
(65)

=(l: s V_ir)v i,

il
o

= s

u
i
El“’
o]

1

I+

@ L.

ou p e+ t=E-= ?2+m2>m
P
Dans la tétrade —;1'- 3 g(l) § 3(2) . »_?,_, la composante de
temps de g(l) et g‘2) est nulle. La composante de la polarisa-

tion g dans le 2-plan (g(l), 2(2?) est appelée transverse

s Al ) (1) (2) (2) (3) %
S = n + g n » ol A (67)
’ A5 o TR

transverse longitudinale

Il est clair que la décomposition de la polarisation en
parties transverse et longitudinale n'est pas covariante. Il convient
donec, quand on parle de polarisation transverse ou longitudinale, de
spécifier dans quel syst®me de référence on travaille. Beaucoup de
physiciens appellent \s (3) (dans (67)) 1'hélicité; encore une
fois, cela n'a aucun sens & moins de spécifier le systime de

référence.
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Hélicité et polarisation longitudinale sont une seule et
méme chose pour une particule de masse non nulle. Cependant le mot
hélicité est aussi utilisé pour désigner la polarisation circulaire -
qui est, elle, une quantité invariante = d'une particule de masse
nulle. Nous ne voyons vraiment pas pourquoi tant de physiciens uti-
lisent le mot hélicité s'agissant de deux notions qui possédent
déja des noms tout & fait satisfaisants; peut-8&tre seulement pour

rendre les choses encore plus obscures pour les non-initiés.

5.2 - Particule de masse m = 0 et de spin %

C'est le cas du neutrino. S'il nfexiste qu'une polarisation
circulaire pour le neutrino, le probléme est banal puisque hp est
de dim. 1. La connaissance de p caractérise complétement 1'état
de la particule, comme pour une particule de spin O , Comme les
neutrinos n'ont que des interactions faibles et que celles-=ci ne
conservent pas la parité, il parait satisfaisant de penser qu'il
n'existe pas dans la nature de superposition d'états du neutrino
avec des polarisations circulaires différentes (par exemple, ces
états sont séparés par une régle de supersélection : CP entre
My ou Y'Y 3 "charge muonique" pour distinguer Y et V',
etcee.). Il se peut néanmoins qu'il n'en soit pas ainsi; il faut

alors étudier la situation résultant de la possibilité qu'exis-

tent des superpositions linéaires de neutrinos de polarisations

circulaires opposées. C'est, dans ce cas, une représentation
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irréductible du groupe de Poincaré 00) contenant 1'inversion d'es-
pace qui agit sur 1l'espace W des états du neutrino. Lorsque

ms 0, la restriction & JJO d'une représentation irréductible de
('’ est une représemtation irréductible de U; ; pour

m = 0, \)\\ # 0 , au contraire c'est la somme directe des repré-—
sentations m = 0 , U\\ et m= 0, -\'X\ - hp est donc, comme
nous l'avons Vu, un espace & deux dim. avec la base canonique

‘g, + > définie par les équations
E‘E’i‘.>=i\}\‘2_}£; i> (68)

On peut obtenir ce cas m = O , \M;é 0 , comme limite du
cas m >0, j= \2\ o Mais c'est une opération un peu laborieuse,
sauf dans le cas \ll = 4 que nous allons examiner maintenant; en
effet, pour \X\ = % , dim hp = 2 reste constante dans le passage
4 la limite.

Soient les énergies-impulsions p avec p2 = m? # 0 et

q avec q2 = 0 ; le passage & la limite fait tendre p vers q et

nous supposerons que le plan (p, g) reste fixe. Les deux relations

Eaﬂ = 0 (69)
E2=——%—m2 (70)

restent évidemment valables quelle que soit la valeur de m (} 0).

Soit t un vecteur unité de genre temps dans le 2-plan (p, g) -

Pour décrire la polarisation de la particule d'énergie-impulsion p
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nous pouvons utiliser l'une ou l'autre des deux tétrades
(1) (2) L oL m '
n n e (71
Q/mv_ sy 4 R \/_2__2._ \/._2——2._ )
m VYo =m o =
1 2 3
oo mdd s g B B, e o ) (72)
\/2-m2
ot X=p.«t >0 (73)
Ces deux tétrades ont les mémes Vecteurs 3(1) et 3(2) .
(1)

La premidre est une simple généralisation de la tétrade R/m St
2(2) 1 & ol X, est le vecteur longitudinal défini par les équations
(64) & (66); elle s'y raméne lorsque 1t est 1'axe de temps; (67)

se généralise en

5= x® 51, 5@ g@ ,2() )5 e g (zy

Quant & la tétrade (72), elle est particulidrement bien
adaptée & 1l'opération de passage & la limite puisque, pour
E=2 4 2(0)’ g(l), 3(2) restent fixes et m --» 0 , donc elle

tend vers la tétrade définie par (3%6). Définissant
s) = -y . a® (75)

3
avec S(o) = - \/0‘2 - w? SSL) (77)

puisque p . W, = 0 (remarquer que la définition (75) différe de
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de (26) par un facteur m ). A la limite

(3)
s(1) 3 0, 5@ >0, 2 o 32
ou Z: est 1'opérateur de polarisation circulaire défini 'par

Z\g,z>=zlg*at_> (78)

L'équation (62') S = —%— Treﬂp et les équations (74) et (75)

© donnent

\q(l) - —I?E_ Ty e S(l) E(Z) = _7‘2;.. Tr es(z) “6 (3)= T:;‘ (0 L (79)

ol l'opération de polarisation longitudinale I vaut

3)

pe-Zy b2y se =2 5000 o2 B0 (a0
szmz oc'-mg (8

en vertu de (75) et (77). Donc I —-9.42: , C.ta.d. que 1'opérateur
de polarisation longitudinale de la particule de masse non nulle
tend vers 1'opérateur de polarisation circulaire de la particule

de masse nulle. I1 est facile de vérifier que les opérateurs
25V 252

m M m

des matrices de Pauli, et cela indépendamment de la valeur de m .

et 1 vérifient les relations de commutation

= o
Cela signifie que 1'état représenté par F: + (1 +§-‘t) tend
Vers un état représenté par la m8me matrice f sy L et > étant

représentés par Tz . L'opérateur de polarisation transverse

1=2 y-1 -

i

t) (81')

m

(3) 2
P ) (o)
2 8
m &_2 - m2
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est représenté par 1;(1) g(l) + 1:(2) 3(2) qui est un opérateur
vectoriel constant, dont la limite est évidemment bien définie. A
noter que nous avons parlé de polarisation longitudinale et trans-
Verse dans le seul but de rencontrer 1'intuition des physiciens. Le
vecteur 1 de genre temps peut &ire choisi arbitrairement, ce dont
nous avons d'ailleurs tenu compte tout au long de potre raisonne-
ment :’2: apparatt comme wm opérateur invariant alors que I dépend
@ explicitement de % . Bolent ' un sutre choix du vecteur uwnité
de éenre temps et” I 1;opérateur tranéverse correspondant : de ce
que 2 ﬂv-Jb. Zi,g‘, on trouve I - I' -==3>» O . Une étude plus dé-
tailléde montre que l7on peut supprimer la condition "le plan (gﬁg}
reste fixe lorsque p --» g " ; g(l) et 3(2) ne sont plus fixes
et la limite dépend de la trajectoire de D . Mais on montre que
les deux limites ne peuvent différer que d'un vecteur proportionnel
a q - La polarisation transverse correspondante est modifide par
. un pseudovecteur collinéaire & P . Physiquement, cela revient & une
transformation de jauge. On peut aussi dire que 1'espace des Vec—
teurs de polarisation transverse est 1'espace-quotient de 1l'espace
des vecteurs orthogonaux a P par le sous-espace des Vecteurs col-
linéaires & p .
En résumé, la polarisation de la particule de masse nulle
et de spin %+ est completement décrite par un opérateur 2 de pola-

risation circulaire et un opérateur I de polarisation trans-

verse. Leurs valeurs moyennes 15(3) = Tr(DEE et Sp=Tr f) I

[

e ———————————————————————)
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sont respectivement un pseudoscalaire et un pseudovecteur orthogonal
3 D s ce dernier défini & un pseudovecteur collindaire & P Dpres.

Le degré de polarisation vaut
\L

a- ("\q’z)% ) (@(3))2 ) §§) (52)

503 = Particule de masse m D0 &t de spin J quelconque

‘,"  o (Ce paragraphe est de Cl. Henry)

Nous considérons, dans hp s 1z base composde des (2j+1)

' , vecteufé,pr6pres\jn1>>'de - ~%— Ep . H(S) . Pour toute transforma-

tion /\ du petit groupe de P » (@se transforme, d'aprés (53),

suivant la l1oi

(OQ = (P_, ,\) (OQ égs {\} (83)
| o5 (i) n(J) -
00éa d. Pemtlmig == %n;- %é Dm'lml {Om}mg (\r )mgm'z

Xy o) p) e (83%)
mmy T1T3 Wigmp T mymp
puisque le petit groupe de P est 1e groupe des rotations.

Les éléments IC; o de la matrice densité apparaissent
Bt s
donc comme les (2j+1)2 composantes d'un vecteur de 1'espace support

de la représentation D(j)ﬁb D(j) du groupe des rotations. Comme

p(i) @ pli) ~ i@i p(k) (84)
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cet espace posséde une base sur laquelle le vecteur en question a
les composantes egk) (k= 0y 000y 2 3 ==Ky 0oey + k) qui
se transforment respectivement suivant les représentations D(k)
du groupe des rotations.

La matrice qui exprime le changement de base est une matrice

de coefficients de Clebsh-Gordan, et 1l'on a2 :

23 k ; — (] J k k
Con =2 F_ (-1)7""1 Nk P
B k=0 g=-k my - My = g q

- <\fﬁ§<§>1\a> Com\e®)s > ¥

en vertu de la définition méme de 1'élément de matrice réduit
<:Tj‘\T(k)\\j:>' de 1'opérateur tensoriel irréductible d'ordre

k T(g) (g = ky 200y k) (Pour la démonstration, voir V. Fano and
G. Racgh "Irreducible tensorial sets", et pour la définition du
symbole 3j de Wigner en fonction du coefficient de Clebsh-Gordan

correspondant, voir A. Messiah "Mécanique quantique", Appendice d).

Donc ,2" \—1’* " N2xk+1 (o(k) (k) (85)

TR & Lol

Le calcul montre que

1) mpe=V2j+1 (0)

(0) R S 86
—9 REEEE (e6)

puisque Tr F =
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Tr ((om(t)) = (=1)2 (k) ﬁl.“l(_li)_“_d__ (k) <4 ll T(k)“ i>
2 k + 1 2 k +
(87)
en tenant compte de 1'hermicité de,(’ qui entrafne
3) c(]‘;) (= 1)(1 (J(k) | (88)
B R 2 (k) ’13
4)%%6(1 Fqn!ﬂrf %erq <1 (89)
‘ puisque Trez
| 2
: 5 p
5 (k) (%) A )
) & P8 Pa < (2x+1) ¢ eilf?f...,j} e (90)

qui est valable pour tout k = 1, ..., 2j , et résulte de ce que
fest définie positiVe et de trace 1; (90) permet de définir le degré
a(k) de polarisation polaire de 1'état décrit par la matrice ¢

a(k) . () (k) (2k4+1) Max a5 k)z i
@ z::k ra mE 3=Jse.,33\m -m 0 (91)

l'ensemble des degrés d(k) étant le degré de polarisation de 1'état
En raison de (89), il n'existe pas d'état ol tous les d(k) attei-
gnent simul tanément leur maximum.
On peut choisir
2(X) - 5(8) (5) , (92)

les y(;{) étant définis de la manidre suivante : dans le polynéme
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harmonigue y(i) C;) s complétement symétrisé par rapport aux com-
posantes correspondantes de 'E?, définies par 1'équation (26). Les
lois de transformation, pour le groupe des rotations, des ( ) (r)
et des composantes d'un moment cinétique entrainent que les

y(ﬁ) {gs se transforment comme les composantes standard dfun opé-
rateur tensoriel irréductible d'ordre h , puisque la symétrie par

rapport aux s(1) est conservée par toute transformation linéaire.

Bar conséquent

o 2i 'k \ 5 —w
- 1 o 2k + l k) -

o

Cal s o Ty GGG >

1,27 N2k+1 (k)( _:;_;) )
2341 7k o ) ‘k)n;> Cala), 5

=i, 7 M2k+1 p<k)y(k)( %'ﬁow)= (93)

q =P

=0
3
2] N2 R w1 k
) (2 2 V. L1 2k + 1 (ml-)
® (n 190.,0911&) 23*1+k§3 iy \k)\\j> I 11;
3 1 1 k
oo TE% wl... W‘k ézék f7<z) y(i) (211 vevey D

k

3 E A !
1 k
= ———— o ¢ o W ooow g 6 o (94)
P kl( xz;o . Ay

L

A A
L_ -l s+ - v - = My
= 2j+1 o W X + . W W BRY, - W W W SX)’L\’ +

S
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ol les s sont les composantes covariantes (dans le sens

Alooolk
opposé & contravariantes) d'un tenseur de Minkowski dfordre Xk .
Pour que soit claire la définition des (k) (nx goo nA

donnons un exemple :

y§2) (T) = - % V%‘% z(x+iy) = = % \)%% (zx+xy+izy+iyz)

(2) = = \( (5) <1> (1) (3) (3) _(2),
='%;yl Y?)l ¢ nl,/lz == % ( nA]_ + ln"(l 12

2 3
¢ a2 ).

Les y(k) ?;{ ’ ,'ﬁg\k) possédent les propriétés '
1 :

1) d'8tre complétement symétriques par rapport & l'ensemble des

indices a g eees A (95)
1 k

2) d'&tre homogénes deldegré k par rapport & 1'ensemble des

3 variables n2J (96)

Ay 5 opixe 2 Y1E (1,0000K)

1,

3) y( )(x‘l,...,nx )-— (---1)q nklg.a.,nlg (97

A=A

yeoey ?11() =0 (98)

3
4) )\éc ék) (nl ,..,.,ni =A ,,,,,;}

Viy Vj €§1, coey k}




ITI-32

3 . - |
5) Z 22— y(K) (?11:”9531{) y(k) ?19“9?21{): c(k) gqq. (99)

la constante réelle c(k) ne dépendant pas de ¢ .
On a alors pour les Sﬂi e les propriétés
k

1) elles sont toutes réelles (en vertu de (88) et (97) ) (100)
2) ce sont les composantes d'un tenseur complé&tement
symétrique (en vertu de (95) ) (101)
1) 3) ce tenseur est, pour chacune de ses composantes,
orthogonel & p , c.8.d.

3

X N
=0 Vi€ (1,...,x 02
kéé p le © o e Ai= Aooo /Lk E ( ) (1 )
(en vertu de (96) et (23) )
3 3 A .oolk (k) (k)
4) > ... s s 1 = 2 k c(k)
Aj=o  A=o A e /)*k <j\‘\y )\\ > ;k F
(103)
@ (en vertu de (88), (97) et (99) )

(91) et (103) prouvent que les degrés d(k) sont des invariants

relativistes.

5.4 - Photon

Nous n'avons pas besoin de la matrice densité pour la pola-
risation du photon. A titre d'exemples d’application de pareille

étude, nous citerons :

_——J



