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l.,- STRUCTURE DE LA PROBABILITE DE TRANSITION

Si Pi est la matrice densité de 1'état initial, la dis-
tribution de probabilités dans 1?'état final est caractérisée par la
matrice

. »
vG} = SEE S (1)
On mesure en général dans une expérience la probabilité de

transition vers un état déerit par (7' ; probabilité qui vaut

J%: Tr (pf P') = Tr (S‘Oi s™* Q') (1) (2)

Lorsqu'on observe 1'énergie-impulsion msis non la polarisa~-
tion (c.a.d. que 1l'on intégre sur la polarisation dans 1'état final)
«W{pst la quantité utilisée dans le second chapitre oh 1'on avait
fait e' indépendant des varisbles de polarisation. De fagon géné-
rale fD' est un opérateur hermitique déerivant 1'appareil de
mesure.

Lorsqu'il y a deux particules dans 1'état initial (phéno-
méne de collisipn), (3 est le produit tensoriel fﬂ: X F?f . Au
contraire S(} s n'est jamais un tenseur décomposable, cela carac-
térise le fait qu'il y a eu interaction; E&? est une combinaison
linéaire & coefficients positifs de produits tensoriels de matrices

densité correspondant aux particules sortantes. Mais, de toute

(1) I'opération de trace n'dtant ici & effectuer que sur l'espace de
polarisation de la particule sortante.
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toute maniére, puisque toute matrice densité dépend lindairement
des tenseurs de polarisation salaoolk de 1a particule qu'elle
décrit, et quevﬂK)dépend linéairement des matrices densité attachdes
4 chacune des particules intervenant dans l'interaction,\/ngdépend
linéairement du tenseur de polarisation de chacune de ces particules
Nous ne considérerons désormais que des particules de spin 4
alors, pour chacune d'entre elles, les grandeurs que 1'on observera
gont au plus ¢ p et S avec

Par exemple, dans la désintégration du \* polarisé, on observe tout
au plus gy_ 9 §Y" Py s §e s mals ni 1'énergie-impulsion, ni 1la
polarisation des deux neutrinos (ce qui correspond & une intégration
sur ces observables).

Nous supposons évidemment 1'invariance pour les transforma-
tions du groupe de Poincaré connexe (Ti ; nous avons alors (voir par
exemple H. Weyl "Classical groups") que les seuls invariants que
1’on puisse construire avec les quantités observées, 3 partir des-
quels 1finvariant \J«/ doit lui-mfme &tre construit, sont les pro-
duits scalaires du type Py - §2 » By o Pp et 87 . Sy, ainsi que
les déterminants (a,b,c,d) = ZR\”VP aa by ¢¥ d° faits de p et
d¢ s . Il faut aussi tenir compte de la polarisation circulaire A
des éventuelles particules de masse nulle., La table 1 indique comment
ces invariants (pour 600 ) sont transformés par symétrie dfespace,

renversement du sens du temps et conjugaison de charge :
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TABLE I
P ou FC T ou TC PT ou PTC
PP, oOu 5.5, + + +
_I_)_ '..5.2 - + -
42
(a’b,c’d) 2 g, 2 § - e +
45
3p, 18
(a,b,c,d) - + - -
1p, 38
A - N -

Pour établir cette table, i1 faut se souvenir que s est
un pseudovecteur tandis que P est un vecteur. Quant & la conju-
gaison de charge C , elle commute avec toute transformation du
groupe de Poincaré puisqu'elle n'agit pas sur les observables ciné-
matiques; elle laisse donc invariants r et s . Pour ce qui est
de T , il faut tenir compte de ce que ce n'est pas seulement le
renversement du sens du temps (x° --=> - x° , x - ‘;) , mais

mais aussi, afin que 1'énergie reste.positive, le renversement du
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mouvement (E -~»E , p =3~ p =) S°-38% | § =3 - §) ; 1a

dernidre ligne de la table découle immédiabtement de 1*éguation

W= AR

2.~ NON CONSERVATION DE LA PARTTE

Comuent observer une absence d- symétrie pour la réflection
d'espace ? Etant donné un systéme physique dans un état Z:l s 11 se
peut qu’existe un systdme identique dans un &tat 22{ (état "miroir
obtenu & partir de 2:1 par une opcération de symétrie d'espace P .
Si Z:& est le méme état que 2:1 o on d1lt qu'il posséde une symé-—
trie spatiale interne.

Si Z:i n'existe pas, les 1ois de la nature décrivant des
phénomeénes ol intervient le systime on question ne sauraient 8tre
invariantes par P . Si Z:{ existe, nous dirons que les lois de 1la
nature concernées sont invariantes par P si et seulement si 1la
probabilité A12 pour le systeme d’dvoluer de 2:1 vers un autre
état Z:z est égale & la probabilité ﬁ112 d’évolution de Z:& vers
2:; ; ol 'Z:a = P 2:1 et 2:2 = P 2:2 o Définissant

A - )12 ;132 et A

la non invarience par P sera généralement démontrée 3 partir de

112 £ 1/12 ou 2,# 0 .
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Comme P <échange Z‘l y Z:Z at AlZ avec Z’lg Zg et
2’12 s 2lle laisse invariant l alors qu’elle transforme 2) en
- l} H 2 est un scalaire et ﬂ‘un pseudoscalaire. De ce que les
Probabilités de transition A,, st N, ne sont jemais néga-
tives, on tire (1" < A et 1'on pourra parler d'une "violation
maxima de la parité" lorsque lﬂ:“z Aro Par contre, il ne suffit
pas que ﬂf = 0 pour que la parité soit conservée, ean vertu de cette

regle de logigue trés simple mais trop souvent oublide :

est équivalent &

(A = B) €%====%9 (non B == non A)

mais n'a aucune influence sur 1l1a proposition inverse

(B :;% A) é;::% (non A =3 non B)

o A est ici la symétrie par P 2t B le fait que A= O .

Pour cifter un autre exemple historijue

P =%9 pas de dip8le électrigue du nucléon
et dip6le électrique du nucléon =4 0 =3 non P
sont des propositions équivalentes at vraies.

non P == dip6le électrique du nucléon = 0
et pas de dipble électrique du nucléon =%§ P

sont des propositions équivalentes mais fausses.
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2,1 - Désintégration spontanée d’un systéme A non polarisé

Soit la réaction A -=> a + b + ... (5)

ol a a une masse ms= 0 et un spin Ja = ~%_ . Nous supposons

que les énergies=impulsions P et p de A et a, et la pola-
risation g de a sont les seules quantités dynamiques obser-
vées. En vertu de ce qui a été &tabli au premier paragraphe, la

probabilité de transition ﬂklz peut s’derire

112(§)=f+gPo_S_ (6)

cacr

ou f et g sont des fonctions (scalaires) de 22 = M2 ) p2 = m2

et P . p . Pour mettre en évidence une violation de la parité par
)

la réaction (5), il suffit de montrer que g % 0 , c.d.ds A <4 O

( ﬁ)défini par (4) ). '112 (S) peut aussi s'éecrire, en vertu de ce

que nous avons vu au chapitre III,

i g W W
2.12(.3_‘) = Tr (()fe') = Tr Qf (1“2 "ﬁl‘."‘ N é) "“"jé—“‘" (I“”g '-;';T- ® S) =
s’
= f(1 —§,§)=f(1 +§o\<) (7)
a=Hex ot 5=3 -”?5 a =t o3, 2(3))
o
’ p.a=0 et 0L ~-2a2 (1

a caractérise le pouvoir polarisant de la réaction (5) et peut

aisément &tre calculé & partir de )\12 (§)
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i_ qie (ﬁ =2E(i)) N 112 (ﬁ . E(i%)

& — (8)
12 '&2=0)

f apparalt comme la probabilité de transition vers 1'état non pola-
risé de la particule a avec 1'énergie-impulsion p : 12(§;O) = f

Les équations (6) et (7) antrainent

~-fa.s = gB.s (9)
(1)

valable \fg_; les composantes de a et P dans la triade n ’
3(2), 2(3) sont donc proportionnelles, c.a.d. que a est un vec-

teur (orthogonal & p ) dans le 2-plan (B, p) . Par conséquent

a = x X (10)

ol g, est le vecteur longitudinal de 1a tétrade ~§— ’ g(l), n(2),

g', en ayant choisi 1t = —%— (voir Chapitre III, paragr. 5.1).

0K - al < 1  entratne -1 X 1 (11)
£ 2 0
X.p=0 et R =-1 entratnent ¢ = Ky p-XKy; P (12)

M2 + m2 - x2

NS

2
sachant que x° = (g—g) et A= (Mimt+x) (-M+m+x) (M-m+x) (Mém-x)

avec Ky = et Ky = —20 (12¢)

(12m)
QIZ (E?g)"xlz (g=-1)
En vertu de (8), o = 5 F ; donc
observer ;le(g =-§) = Alz(s = - g) y C'est mettre en évidence

une violation de la parité.
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Dans le systéme au repos de la particule initiale
P = (N, —O)) , 2_— est la polarisation longitudinale; 1'équation
(12) la donne dans:tout gystéme de référence; elle est entidrement
caractérisée par le pseudo-invariant o . Nous pouvons appliquer

tout ceci aux réactions

M- }‘*—"‘\J ’ T"") e +V K "‘)I‘A""\‘J y

4 la désintégration [:5 de noyaux non polarisés et aux désintégra-
tions de Q-h et d'hypérons non polarisés.

2.2 - Désintégration d’une particule polarisée de spin 1/2

Nous supposons maintenant que = 1/2 et que 1l'on observe

jA
uniquement les énergies-impulsions P et p de A et a (a éant
un des produits de désintégration) et la polarisation g de A. A
partir de ces quantités, on ne peut former qu'un seul pseudoinva-

riant p . 8 . La probabilité de transition s'éecrit donc :

A12 (§_)=f"52'.§
RS
c.ad.d., dans le systéme au repos de A ot P = (M, 0) et
s=(0,73)

i =
:\12(_8_)=f+gp-

w}

= f + g\g“ _s?\cos 6 =

£ (1 + ot\? \cos ) (13)

i
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cos S o -1
ol 9 \3\.\;\

| S| st le degré de polarisation de A

-3
oL=:~£L§lLL- est le paramétre d'asymétrie

112(33_) > 0 entralne - 1L X £1 (14)

Observer o¢ 5= 0 , c'est mattre en évidence une violation
de la parité. Nous étudierons cette asymétriae dans la désintégra-

tion de \n et d'hypérons polarisés.

3.~ INVARTANCE PAR RENVERSEMENT DU MOUVEMENT

—
Etant donné un systéme dans 1'4tat [ ocaractérisé par des

. : L - , u -3

énergies—impulsions p = (p®, P) et des polarisations s = (89, 3)

) , 1<
nous pouvons aussi le congidérer dans 1'¢%atv ZLL ) obtenu en rem-

. ) -
placant p et & respectivement par E(C) = (p®, -p) =t

S(C) = (g9, —"g) : c'est cet état que nous appelons édtat de mouve--

ment renversé construit & partir de Z; )

o~

Considérons un cas simple : Z‘l et 222 sont deux états
d'un méme systéme - c.4.d. sont constitués des mémes particules -
et la transition Zil ) 2:2 est une diffusion élastique. Si 1'on

n’observe qu'une polarisation, elle est alors orthogonsle au %-plan

de collision en raison de la conservation de la parité; par sxemple

<
S5,y = (.13.1’\ P /\g'l)* de composantes L\\*“e p,l\v p2\>qu
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Appliquons- T :

R U I L B A A £

en notant ' les observables attachées & une particule sortante.
Parmi les invariants pour ﬁPo que l'on peut construire et qui sont
les seules quantités physiques dont dépende la section efficace, un
seul est changé par T ; il s'agit du déterminant (gl,gl,gz,ggl)
qui se transforme en la quantité opposée (g'it), 2'{t), R’gtj, E{CZ

‘ T
Comme py + pp=p'y +p'p =D pi ) + p'fF) = p () 4 p O

on a 3

, (O @ (1) (m)
(B2 By» 2o 2'y) "(—’?’-1 By B 0 B )"

= (.E.’.'](_t) ’ _I__)_](_t) 9 ggc) ’ g'](.Z)) (16)

Puisque la polarisation est orthogonale & chacune des éner-
gies~impulsions, le gseul invariant ol elle apparaisse est le déter-
mirdant que nous avons considéré; (51’ P1s Pos E'i) exprime donc le
pouvoir d'analyse de polarisation de la diffusion P + Do o
2'1 + p', tandis que g'l(Ta, 21(7», 22(3), 2’1(2)) exprime le
pouvoir polarisant de la diffusion gl(zj + Ez(z) - E,l(€)+g,2CC):
pour qu'il y ait invariance par renversement du sens du temps, il

faut qu'en mesurant ces deux pouvoirs on trouve des valeurs moyennes

égales, puisqu'il faut que

112 (P-l + Bz -2+ .1?.'2) = léf) E:gz)** EQZ) -~ p_’;fz) (O
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Dans le cas d'une désintégration, Zﬁ_ et «52 décrivent
deux systémes physiques différents. On aura donc, pour les

matrices densités (’i et f72 correspondantes, la relation

L= A4 = o (17)

Cela résulte de ce que chacun des états possibles du systéme
initial est orthogonal & chacun de ceux du systéme final (on
travaille maintenant dans 1'espace de tous les &tats possibles de
tout systéme physique). ,

I1 est trés difficile, dans une désintégration par couplage
faible, de tester 1'invariance par T en comparant kA, et
2210t) : 11 faudrait reconstituer la particule initiale & partir
de ses produits de désintégration ! C'lest pourquoi l'on doit se

12 et A(Z) .
Les dpux relations Q‘lz = ;Lpt) et 2.12 = ‘l‘gl) ne sont équi-

contenter d'un test approximatif : on compare 2

Valentes que pour autant que ﬂ.lz = 121 pour toute transition,
ce qui est vrai & 1l'ordre le plus bas des perturbations, comme
nous allons le montrer.

| -0On sait que
%12 = Tr 8 Pl s* (02 tandis que /’121 = Tr 8/02 S‘*'(Ol
En développant S en

S=I+1H+ 0 (H2)

il

(18)
avec H= H*’ puisque ss* = I

on a, & l'ordre le plus bas des perturbations
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,212 = Tr H pl H @2 = Tr H P2 H‘fg = ‘12, (19)

L

“

en vertu de (17). Il est tout & fait justifié de faire 1'approxima
tion (18) dans le cas d'une interaction faible. Cela étant, pour
observer uae violation de la symétirie par T 3 11 faut, comme 1le
montre 1a Table 1, observer un déterminant. Ce n'est pas possible
dans 12 désintégration du W s'il -st admis qgue les neutrinos
n'ont pas de polarisation transverse §T » Comment faire dans 1la
désintégration du ‘u ? Comme il =8t actuellement extrémement
difficile d’cobserver les deux neutrinos, les seules observables
dont nous disposions sont p 9 S, 9 P v 2g

Mesurer Py Spos Bros 840 # 0, c'est mettre en évidenc
une violation de 1'invariance par T (et d'ailleurs aussi de
lfinvariance par P ). Btant une combinaison lindaire de 'ET“ et
EL ,ila composante longitudinale de g ne contribue pas a ce
déterminant. I1 faut donc mesurer une composante transverse de
la polarisation de 1'électron : 1la composante transverse ortho-

gonale, dans le systéme du tp au repos, au plan (}%}, g}) puis-

que, dans ce systéme :

=2 —
s s =m,_. S . ( X s \> (20)
Qg\” PER B ‘Q ol ?z, 2
Mals c'est une expérience trés difficile qui n'a pu encore

Btre réalisée !
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Dans la désintégration du neutron polarisé, le groupe

d'Argonne (Chicago) a étudié le déterminant

(gn’ S, 0 Py g&)= m, (‘?nx?p '3& (21)
dans le systéme au repos du neutron. Ils ont trouvd une valeur
moyenne nulle, c.a.d. n'ont mis en évidence aucune violation
de 1'invariance par T dans la désintégration du neutron.

I1 convient d'insister sur le fait que cette absence de
violation de 1'invariance par T n'a été &tablie gqu'au premier
ordre des perturbations pour les couplages faibles. Mais dans les
désintégrations faibles fournissant plusieurs particules inter-
agissant fortement dans 1'état final, 1'approximation au premier
ordre des perturbations des couplages forts n'a pas de sens et
nous ne pouvons considérer que AlQ = ,221 7y 1'invariance par T

n'exige pas que A » Ainsi, dans la désintégration

12 - 12

d'un hypéron polarisé en un nucléon =t un ’“r, la valeur moyenne

de (gy ’ §y s Py s §ﬁ) peut étre différente de zéro (sa va-

leur mesurée est petite dans la désintégration du /\° et non
-+

encore connue dans celle du 2.") sans que cela implique une

violation de 1'invariance par T .

4.- INVARIANCE PAR TP .

Soient Z(P.i’ gi) et Z’(g'i 9 E'i) deux états, A et

)q? les probabilités de transition respectivement de i: Pi> gi)

- ZL)CB'i, gti) et de Z:Q? (Bvi’ = §'i> -~ Z:TP (Ei’ - §;)°
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L'invariance per TP exige A = ‘}ﬂT y Ce2tod., dans le cas parti-
culier ou 1l'on n'observe pas de polarisation, ),(gi -—> p’j\ =

= a\(g'j —-é»gi)/ Cce qui est 1'expression du principe du bilan
détaillé. La propriété bien &tablie des désintégrations faibles de
ne pas conserver la parité entraine une violation de 1'invariance

par TP puisque, au premier ordre des couplages faibles, elles

sont compatibles aveec 1'invariance par T .

5.~ INVARTANCE PAR CONJUGAISON DE CHARGE C et PAR C P .

Soient :Eb et .Z:é les états obtenus & partir de deux
dtats 2. et Z) en remplagant dans chacun d'eux toutes les parti-
cules par leurs antiparticules (sans changer ni les énergies-im-
pulsions ni les polarisations). L'invariance par conjugeison de
charge exige que la probabilité de transition lﬂ de ZLC -3 Zic.
soit dgale & A de X -—>»§i] - En particulier, 1l'invariance par
C impose T = 'C% y Co2.d. que les Vies moyennes d'une particule
et de son antiparticule soient égales.

Les désintégrations ﬂ- (n —=>p +27+Y) et ﬂ*(p -~3 n +
+¢ +V) ne sont pas conjuguées de charge. On peut par contre tes-
ter 1'invariance par C sur les désintégrations Tt —{>*Li +'V';
Du fait que D o S ne change pas par C , 1l'invariance par
conjugaison de charge entrafnerait que 1'on obtienne 1a méme valeur

moyenne en mesurant la polarisation longitudinale du Yf et du \A“

provenant respectivement de la désintégration du 1T+ et du 'n*"
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Le signe de cette polarisation ne fut mesuré pour la premidre
fois qu'en 1960 par des physiciens russes en utilisant des tx des
rayons cosmiques. Ils trouvdrent des signes opposgés pour Txi dans
le systéme au repos du 'nFi-, v? ayant la polarisation longitu-
dinale + 1 tandis que tg+ a2 la polarisation longitudinale - 1 ,
c.a.d. que

S . +=F (F Pu = Ko p ‘) (22)
avec

2 2

= et K, =
T A -

en vertu de (12) et (12'), en tenant compte de ce que (£’W"gf;§ = (
puisque g“ - Py est 1'énergie~impulsion d'un neutrino. On peut
donc dire que la désintégration du T présente une violation maxims
de 1l'invariance par conjugaison de Charge. Par contre, elle egt
compatible avec 1'invariance par CP (mais cela n'établit pas

CP !) puisque £1Tw Sy est un speudoscalaire.

Le signe de la polarisation longitudinale de 1'électron de
désintégration du ‘ﬁt a été mesurée mais peut-8tre pas avec cer-
titude absolue. Tenant compte de ce que 1'invariance par C est
violée dans la désintégration du T s la mesure de 1'asymétrie
dans la désintégration du \J polarisé a établi que celle-ci viole
aussi 1'invarisnce par C . En effet, dans les deux cascades
T-->» \x + ))’ - 2+ v+ s On observe la méme asymétrie
A“§V”°-EE,’ que 1'électron provienne de la désintégration du TY+
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ou du T~ (négative, sauf pour les quelques électrons de basse
énergie). Puisque, dans la désintégration du T , la valeur
moyenne de ETY. §*~ change de signe avec 1lg charge, on peut en
conclure qu'il en est de méme de celle de g\,, . P‘b dans la
désintégration du tL « La désintégration du &5 présente donc elle
aussi une violation mexima de 1'invariance par conjugaison de

charge, et elle est compatible avec l'invariance par CP .

6.~ INVARIANCE PAR CP T .

I1 semble bien que l'invariance par CPT soit d'une nature
plus fondamentale que celles précédemment étudides dans ce cha-
pitre. La théorie quantique des champs locaux 4tablit 1'invariance
CPT , c.a.d.

) .y
A (i—" )=\ (zcm "> S (23)
a4 partir de 1'invariance par CE; y le groupe connexe de Poincaré.

Dans les processus de désintégration, on ne peut la tester
qu'au premier ordre des couplages faibles. Elle prédit un change-
ment de signe de 2*;' gil (c.2.d. de la polerigation longitudi-
nale de 1'électron) dans la désintégration du ‘xi non polarisé,
et de '§¥“"'§J (c.2.d. de 1'asymétrie de 1'impulsion de 1'élec-
tron) dans la désintégration du \kt polarisé, Yﬁ et P: ayant
la méme polarisation. Dans ce dernier cas, elle prédit encore un

changement de signe de la polarisation transverse de 1'électron



IV-17

orthogonale au plan (;af , Ei;) (dans le systime au repos du %&);
mais nous avons vu que 1'invariance par T exige que cette pola-
risation soit nulle. R.G. Sachs = proposé un test direct ot absolu
(= non limité au premier ordre des perturbations) de 1a violation
de 1l'invariance par CPT dans la désintégration du K° . Nous

étudierons ce point dans 1a suite.

Pour conclure, disons que tous les résultats expérimentaux

obtenus & ce jour sont compatibles avec les invariances par T ,

CP et CPT .
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V. _O__REMARQUES PRELIMINAIRES

T 0 e e s . i . s . . s it et e s o ot e e 1

Les notations standard ont constamment changé en théorie de
Dirac depuis vingt ans (sans parler depuis 1927 {). Souvent ces changements
n'ont pas été délibérés, mais ont simplement suivi une mode. Il n'est d'ail-
leurs pas difficile de lire des articles écrits en des notations différentes.
I1 est un peu plus difficile de travailler avec deg conventions différentes
de notation. J'utilise donc les miennes et je recommande au lecteur qui

voudra vérifier certains calculs d'utiliser les siennes ¢§
I1 me semble qu'un bon systéme de notation doit :

1) refléter au maximum la structure mathématique (ex : utilisa-
tion d'une notation covariante, possibilité d'utilisation des Y ne dépendant

que de leur algdbre et non 4'une représentation particulidre.

2) notations aussi condensées qué possible,; mais laissant faci-
lement la possibilité de spécialiser & un systéme particulier de coordonnées
ou une représentation particulidre. Cela intéresse toujours le Physicien de

faire des calculs simples.

3) 1la notation doit avoir, en tant que code, une propriété de
correction des erreurs (par ex. homogénéité dimensionnelle, réalité appa-—

rente des expressions réelles, etc...)

Nous rappelons que A = ¢ = 1

respectivement
18ip=veo0 1

\% . U
gp = gp\/ = -1 81 4 sz: 1, 2,3 gv = 1

Osipyfvy 0



e 81 Ay M, V, € ne sont pas tous différents
uv

= 1 si " sont une permutation paire de 0, 1, 2, 3

it

-1 si sont une permutation impaire de O, 1, 2, 3

Convention de sommation :

Tout indice qui apparfit deux fois dans un produit, en posituius
supérieure et inférieure, est sommé, sauf mention explicite du contraire.
Il est alors muet. Un indice non muet doit donc apparaitre dans chacun des

deux membre d'une égalité.

Exemple :

(2% H
= = ‘—1

g, 4 & ng g 0 )

. . . A%
On peut abaisser ou lever les indices avec les gp .

Noter que :

SEVP Epr (2)

sN“’PeMVP -4 (3)

E}\wpe;\pvp' _ 3 gpp' (3)

e}‘“VPch,p. = -2 (8", gpp.— gvp. &) (3m)
e}‘“"f’e)\‘),wpa - - €, e, & .- g:. Vo g;. &,

I S N R S

Pour les matrices

En général on n'écrira pas les indices. Sinon, ils_seront infé-

rieurs et & sommer explicitement s'il y a lieu.

Transposé de A . AT ; (AT)OLB = A&x (4)
Complexe congugué : A ; (K)aﬁ - %18

s . =T * -
Hermitique congugué : A" - &  ; (A >aB - A&x



Ve_1__L'ALGEBRE DES MATRICES DE DIRAC

Il est défini par

\Y Vv Y
AV P (5)
on peut écrire aussi

v
W= gy Y (6)

On montre que cet algdbre est de dimension 16, une base étant notée

I‘A avec A = 04 15 (7

ou encore

o _ 1, I—-(w)= N [(2ouv) - pv_ §1I<YPYV_ )

) _ ey f(4) -y (8)
. 1 123 9
ot Y =720 e VYV = ¥ Yy )
noter que :
Yg = YOY1Y2Y3 = "Ys (9")

On notera encore la base

I“(l’ a) (i = 0,1, 2,3,4 indique le nombre (9")

de Y“ (W = o0, 1, 2, 3) dans le produit)

On peut évidemment baisser les indices : I?i a)’ Il en
’

baissant celui de ochaque yp.

On a

I%AJ L}AJ = 1 (sans sommation sur A) (10)



Vc4

Définissons

I+

L}

W(4, B) € w(B, 4)
par IR (¢ o)
L@ e, mr® re G o (11)

en utilisant 15 notations 9".

Notons que}fb w(i, a s iy b) ne dépend pas de a : nous

noterons donc
2, w(i, a4, ) -, (11¢)

Cet algébre & 16 dimensions est isomorphe & celui des matrices 4 par 4 et

cette représentation & 4 dimensions est sa seule représentation irréductible,

& une équivalence prés.

De TrAB = TrBA et du fait que tout IA'(sauf,Fo) peut &tre

mis sous forme de produit de deux matrices qui anticommutent on s
A
A0 ™™ . o0 (12)

et pour toute matrice 4 x 4

Y A 1
X = ¢, [" < e L avec 6, = Z'ﬂerA (13)
Définissons
1 AB 1 A =B
R R N ; =I°T (14)
A 1 A ,
ey = I (14")

De (10) et (11) on voit que cAB:est le symbole de Kronecker (eAB- 1 8i A = B,
0 si A ¢ B), €ap = €

les indices A = 0, ...15, (EAB est une matrice diagonale avec 8 éléments

et ces symboles peuvent servir a élever ou abaisser

1T et 8 éléments -1)



