STp—

Nous pouvons encore calculer
Tr ?(E, =) §)f(l’a>

nous trouvons

pour i = 0 <v'(p,5,€), v(p,s,€)> = -
1= 1 <viyv o= Y -
i= 2 <V,C’PVV> = TI‘TG}‘V =
i= 3 <V,Y5¢V> = TI'?’YEY“ =

b?f =

i = 4 <V’Y5V>

Ve3a

m scalaire

p

P vecteur

Bwp
€ Sap B

mSu+ E‘p‘1

0

tenseur anti-
symétrique de rang 2

pseudovecteurs



Vo9__Lh_CONJUGAISON DE_CEARGE

5:1. Définition de la conjugaison dans AQD

P

Nous avons étudié en 2.1 la représentation linaire p — S(A) &

. . : T . . . , A
un signe prés, de Jf sur l'espace & 4 dimensions E des spineurs de Dirac w.

Pour les w € B, v A w = v*w est une forme lindaire en w qui
définit donc un isomorphism entre E et le dual E' de B
+ - -
E'> L-P;;, &fv(w) = Vvw = v EE (118)

L'espace & est le complexe conjugué de E, c'est-a-dire, méme loi d'addition

des vecteurs dans E et B, mais un scalaire opére sur les vecteurs de &
comme son complexe conjugué opére sur ceux de E., Une telle correspondance

entre E et E est un "antiisomorphisme'.

Nous avons vu de plus que la forme sesquilinéaire v A w sur E
Cy e = . . 0
{c'est une forme bilinéaire sur & x E) est invariante par<g?a Nous avons

aussi établi l'existence de la forme bilinéaire antisymétrique (on dit enceore

N 2
forme symplectique) v D w, invariante pour QF (en prenant e = 1). Cela
3
etablit donc un isomorphisme
BE'3 ¢, 4 (W) = vDw ey vEER (119)

on obtient donc un isomorphisme entre E et E, c'est-&-dire un antiisomor-

phisme

, . . 4 . .
de B gui est invariant par &f et qui est défini par



s0it dtaprés (25)

1T -1

<!

(120)

.. : c . . . .
Cet antiieomorphisme v (, v est dit "conjugaison de charge'. La raison

physique de cette appellation n'apparaitra gu’au chapitre suivant. Nous en

poursuivrons alors 1'étude.

Notons simplement les relations entre l'antiisomorphisme C

it

: 2
v & 5 qui est une involution (¢

représente 1l'inversion d'espace (P

it

ei). On a

P o
1) et 1'isomorphisme v__" epy v qui

PC = ei CP et (PC)2 = (CP)2 = - 1 (121)

Notons enfin que nous aurions pu choisir pour E! —s B ¢V(w) = v B w,

ce quil nous aurait conduit &

(122

mais cela ne correspond pas & l'électrodynamique quantigue. Nous étendrons

la définition de l'antiisomorphisme C & /ﬁD par

‘o - PSR . c
(Nous évitons la définition plus usuelle v (Qj =

(123)

-1 -
C  v(-p) pour ne pas

, . . ) . . L c .
introduire les énergies négatives, mais évidemment v (p) correspond bien

aux fréquences négatives du champs {(x), comme rnous le verrons).

Par contre, nous allons voir que cet antiisomorrhisme 7 G¢

Tw

4 . - 4 S - . -~ - - . g
ép restreint & 4p fait sortir du sous-:ispzcs & deux dimencions K

)



5.2 Une notation encore plus générale

Posons

fi
ek

V(M>(E9 8, €8) = { vgg, £, &) pour X
v (g, 8, §) pour M

]
I
Ean Y

Pour alléger 1'écriture nous n'écrirons pas toujours explicitement les

variables p, s, E.

De 119' et 119 on & (notant que C est involutif)
L0 =1 ()

u(M)+ = u(_M>D
Nous pouvons donc étendre les formules 113' et 113", en posant :

?§M)(R’ 5y E) = V(M)(E’ 5, €) ® Q(M)+(E! 5, E) = V(M)ﬁ v(—M>D

et pour - s2 + §2 = 1, le projecteur p(M)(g, 8, §) est défini par

Gr) 000 00+ Lo () (s o

P Y p 1Y

et de (126) et (125') on déduit, gréce a (33)

5p<-M) _ G g () ( “‘”n"’) p.-p ! (MT,

grace a (36), de
P, 5 0 < 1 (e iy 1) (6 4 m)

on déduit

7@ 5 0 - 204 1y - 1505 - )

V.34

(125)

(125')

(126)

(126")



Vels

¢'oli la genéralisation de (113")

r

(1)

{\'1 T .
P, s 0 = Y, e e I L) (127

= ;1-(1 + iy5;£ + i\{SMg)(;{ + Mm)

]

2-1-5(1 + iYS,Yf + i’\YiﬂIn“@)(rj + I«.‘;’!:)i’YO (12
b

p(M>(E’ 8, §)

c
Cela nous montre que v (g) n'est pas dans 44 puisqu'il ne satisfait pas

& 1'équation de Dirac (f = m) v(p) = O mais & (p + m) v(p) = 0.
De

o 2y 5 000 gy w3 £) - 1< o, 5, 1), (g, sy g5 (128
nous pouvons étudier la structure de JQI)comme espace d'Hilbert & 4 dimen-—
sions et la position relative de‘[D et 4° (engendré par les vc(p)),h et
1’ ne sont pas orthogonaux bien qd244 lincpengendre linéairement tod% -
(Eutrement dit les vecteurs v M (2, qg) pour p, s donnés et les 4 couples dg
valeurs de M, ¢, forment une base de A{E mais qui n'est pas orthogonale)

lorsque m # O. Le cas de la masse nulle mérite une étude spéciale.

2e3 Lla transformation de Pauli-Glirsey pour les particules de

Dirac de masse nulle.

c
Lorsque m = 0, v(p) et v (p) satisfont 1'équntion de Dirac

e
PRy )

p7(p) = 0 et (127') nous montre que

M) -I . .
P( /(P.s 5, E) = P( )(L, 5, - §) (129)

En prenant pour base dans .é; les polarisations circulaires v(p, €) avec

+ s .o . L SN
€ = - 1, on vérifie que 1'on peut prendre (en fixant une phase arbitraire;

vi(p, €) = vip.-¢) (130)
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soit, dans rnos notations condensées
(r/

"—VI\ ) .
W, ) o vip,- ) (131)

Ce qui nous permet de généraliser encore (116') en

-

- + , ,
(M), v ) o
neo, v, 0 e v (e 38 e iys(ﬂ(o>t%;’%(2>faf))+ 1MY5rg§>>z

4
(132)
ou nN= MM'e!
Soit O une matriceunitaire 2 x 2, une nouvelle base de ,{2
sera donné par
v'(M>(p) = v(M)(p, ) (= sous-entendu) (133)
€ £ B

ol les vé(M) seront des états généraux de polarisation.

En utilisant la relation (132) on peut encore écrire (133) :

N\

M M ~ nin) /i
€ € cQ
L'invariance de la théorie quantigue des champs de Dirac de
masse nulle pour les transformations unitaires unimodulaires reliant les
¢tats conjugués de charge a été étudié systématiquement par Pauli,

N. Cim. 6, 204 (1957).



V.6 LES AMPLITUDES COVARIANTES DE DIRAC

6.1 But et méthode générale

Notre but est de donner explicitement des expressions de la
forme :

() (8,)+

(M1)+ lp[iqaqvéMg)(Rzzﬁzsgz) = Trv, (32”§2’§2)v1 (p1,s1,§1)

(1,2
v (2yrEgE I

(135)

Indiquons une méthode générale pour obtenir ces expressions &

une phase prés.

Pour alléger les notations nous notons (127)

:riM)(B’.E’ E) = YSM)(Q,_E, £) & V§M)?gj_§, £) par ?ﬂ= v, f v:
(136)
Nous avons alors
wevl (Vv) - PR (136")
et de :
vV, o= VIV, (137)
nous déduisons
oA L e L G (137')

Si1 Tr j\ f; % 0 nous avons alors en fixant la phase arbitraire

+ DS 7D N "1/2
= 1
v1ﬂv2 J1J2('I‘r J1 J2) (138)
i o> A
Si Tr J1‘j; = 0, il suffira de prendre une matrice inversible X = fo y X,

réel telle que

v; Xv, 4 0
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A
De telles matrices existent (sinon on n'aurait pour tout A, 'I‘rv1 £ vgjf“ = O,
ce qui impliguerait v, € v; = 0) et 1'art sera de les choisir. On obtient
alors, par la méme méthode,

=fxff; (I‘rj?X@X)-1/2 (1380)

Nous laissons au lecteur le soin d'établir explicitement des

formules générales. Nous allons donner ici des tables générales pour deux cas.

6.2 Amplitudes pour deux particules de masses £ 0 et tétrade

associées.

Il est facile de considérer des particules de masses différentes

. . . 1/2 . . -
en notant que v est homogéne de dimension m ce gui nous permet d'écrire 127

‘ (m.m )2
Vg, 8 e M, 8 - 120 (1, 1S ) (139)
4
ol
1_1.2 = 1 _8-2 = - 1, E._S_,. = 6] (139')
Gréce & (17) nous pouvons alors écrire
1
(M) (M) (m1m2>2 5
v i (m, u'y, s8') 0 v +(ng, ) = ———-foo S(M (T + iy (A + m) (140)
4
ol
2 \
u? _\.1.2= T u'.s =ues =0 .S.'2= §=-1 U'=Au, s'=As (140")

La transformation A est déterminée modulo le groupe & un paramétre (isomorphe
. i . . . . . . .
al,3 e W) laissant invariant u et 5jces derniéres transformations multiplient

simplement fjam(m2 u, 8) par la phase et

. . . . + .
Dans le cas particulier oli u = u', si s' = T g (140) est donné

par (116) légérement généralisé



V.39

() (3) (1) + (3) T2 55 =
v (mfg}e'n ) & v (mpu,en ) = ——Z———(6€E,+1Y 7 rcc,)(¢ +m) (141)
si u = u'y s8' +s8 £ 0 on peut prendre A - ZS+S, on trouve alors
aisément

v(M)(m13,e' n(B)) ] (M)+(m22’s\ = T(1 + iy N+ ) (142)

résultat oue donne encore la méthode générale exposée en 6.1.

Nous laissons au lecteur le soin d'derire explicitement

M, ) M)+
0 (p, 0 g0 5 8 v 2 (g, 5y )

par la méme méthode générale.

Nous donnons simplement ici la table 2, qui nous sera utile

par la suite.

TABLE 2
Pour les tétrades conjuguécs u' = Aot n'' = A ,.m
o Mg = Zpip 2,
(1) Co (M) + ,
v (m1 u', e'n 3) & v (m2 , € 23)

) \’m1m2

= S 1) (&
= M 4K (1.{' + hll) \668

Fay? et ) (4 )
iy %.u ) (d + M

ol



‘roddv-loppant, on obtient

= X
o
K2 | o
X = -— 4 H{u'+ u) +1iB iyt - Cgifne vy 4 e (ur+ w) P -
X 1’) O | \" {u'+ u)} 1%1‘1] “3 { ’,\1 . p\zg?;O”U + u) ¥y
o
' .
+ -— A - u (A.ut) 5 1 . 5
N R
on
> \
. = L pvpo
| = 688' s A = net B > ! up(Ac)ee,

6.3 Une particule de masse # O et une particule de masse nulle

Cela nous servira souvent pour le couple de leptonspv ou ev. Nous

ne nous intéresserons qu'd la polarisation circulaire de la masse nulle.

De
(1) + . ,
P08 0 = TGk n (fewm
et de vi(é, ) @ v(‘)+( €Y = % (1 + iNy5§3d
nous déduisons
T g 5 C‘, 7 .
Fig, o g o) - - S (1+angy N (pHa ) (1+y ) (143

L/Jﬂfﬁ“M%MHQ.S

Un ces perticulicr interessant est de prendre pour g 1l vecteur lon

ritudinel dans le systéme de référence o p+a est colindaire cu vecteur de temp

Or trouve done

go]

3
T
[

1 (144)
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Wnoemoloyant la méticde Sériérale Jour
o (x) () + 1 .5 o
JUNE = =1 ¢ v ’(3,5) vy (£7ﬁ> = - (1 + iy NEYA(/ « (145

4 \1oeg

1 r PP = (W p;( \ -+ . ) . X B
= - p— Lg'g + mmqply + \kgskvpﬁq R 14F9v,c + 04 Ty o+ ilEpey J {135

1o
!
[
®

C i e . 2
S1 N E = 1, emoloyer (1307 aves X = ¢ ou L = =1 i.p =25n.3 =0

. trouve, au signe orés,

N N N IR a5
2 = + 1y }-.f:')%y{(/{ + o) L Tg5,

4 \Q).q

Ve LT RUNVIRSENR

Nous voulons que 1l'opération renvergsement du temons T

-t -—
(ty ) = (-t, T) induise scur les énergies-imolusion le renversenent du

- -—
mouvement I(E,Q} - (E, ~0ye Le forwalisie ne peut Btre invariant oour 7
e

St

quc si T est reosrdésentd par un artiisomorplisee. Ainci le factour o

dans la transformetion de Feourier ne peutl rester luvariant par O que ol

at—--t, -1 on ajoute i -» ~i. Nous somwns donc amend & &tudier les ro ord-
N
. . . - . P i PR - v
sentations de . gui sont lindaires Lour los Sléments de « el antilindaire:

£q 2 (V2R Z . . . N . .
dcur les éléments de ~ . Wigner leur a donné le nom de co-renrésertations.

La transformetion antilindaire corresdordact & A € C¢ out ie
oroduit de l'antiigconcrplisne O introduis on Vo5 21 de 1u tranasforcatiog

lirdaire T(A) introduite en (59') (59")

Uoitl a(A) la signature tesporelle de A

a(n) = EYy

Pour a(A) = ~1 nous déliniuzons dorc
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Nous pouvons donc assembler (148) e% (74)  en une seule fouation s

W) () o eimRgep A A1 a A ) (149)

1]
AM = 1&(/\)

11 est facile de voir que cela définit bien une coreprésentation
& un facteur prés du groupe complet de Poincaré.

Le spineur de Dirac adjoint se transforme (exten510n de(75‘pour
alA) = -1) selon

0%y LR (M1 sy ) (1491)
) [o.]
() 2™ (p,5,8) sV = a(h) P (Aps. e) (150)

N = a(h) At v pY

(A=) = deth AP v 5V
(AE) = a(A)(deth)g
3% = a(\)u

o 2 e 5 o £ s 5 e 5 e 2 e T s
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V.2 Lig.1 & 3

V.3 Forn. (9)

V.4 Fornm. (11)

V.5 Lig. 12
V.7 Tab. (29)
derniére Colonne

V.7 derniére lig.

V.8 Lig. 10

V.9 Form. (41)

V.10 Lig. 11

i
]

V“12 Forrm.(59")

V.13 Table 1
! lig. 5

H

V.15 Lig. 15

!

V.16 Form.(67)

Vil

ERRATA
Texte initial fexte corrigé
O ¢ o« . e e
/pvp
€ T eee = T ece
TPy | -1 ...
5 L rp« v\ p a ; 5 1 P \, p il
Y= 31 E;prc\ ro | VETOOT & vpa o+ Ty
! " \ (3,9) (1,2
,E(A>‘P(B)= cw(iyaszi,b) | pla) F(B/=(u(i,a;j,b}[] I
Ty I!A _ Cﬁ :‘: e Iui _ Ef
X, I X ot
)LA I A

Par un argurent semblable, on a

B >‘Y5

on a cB = -1 CB = -1

En appliquant cela & F dans (25) Z1n aopliquant celd & F dans (29)

SOE 1 Juvp 1 Jpvp 5.k 1 Juvp 1 JBvp
\{ O/ = é‘ [ vaz é":*& VVYp Y [l ? € Cvpz *2-5“ € IVYP
det —-A = 1 det A = 1
4 : 5
s(PT) = ~€cm Y s(PT) = ~€pp Y
T \ ¢ af gy =11 [ . Y el xy= T 1
S°(A) = b(A)(dets) DS(A) D i S (A) = v(Aa)(aetr) Ds(A)” D
i
f
lf‘ : //4\
pour A € 7 | oour A € o -
|
( He ) }‘ { = L o) wu - ) \,p - “I‘.; !;)2\
ye, my (y E%j+ m) 1 (o S+ 1) E (y ap m) (y ap+~ ) = 7 (& A+ m)



Ve16 Form.(69)

V.20 Form.(86)

Form. suivante

derniére Lign.

V.22 Form.(94 )

i

(V.27 avant-der .
équation

3

derniére

.équation

H
i
i

V.40 Form.(144)

V.21 et V.22

O = ¢
Lo Tpvpo

\ -3 2 /7 -] .
(x) = (@20)77° [y(p)e 2% ¢4 o

(k) = a8, 8@ ¢,

D(ﬁfzﬁgzﬁf

pour x € ©

!

D) = 1 v(p) e(p) 6(a% a?)

. O
—le

V.44

(x) = (2n)3/2 f‘f(g)e“i-‘z'i dQ

1

(4,14,) = <zn>'3£ o, (143 (2)1y"y,

i Ip(x”,%P

o
D 10 =~ € Al S L .
D(pwpz’p}%'dmszdPB 197357 Svpo D(p1,pz’p3}}dp1dpzdg.,3

pour x' € ©

$o) = 2020772 o(a) e(p)(p2- u?

= s
[ N
<

Multiplier par (2“)—3 les seconds membres des 4 égalités qui suivent (9



