GXTENSIONS DU GROUPE DE LORENTZ PAR UN OROUPE DE JAUGE
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La but de cet article =at doudble : d'une part, nous donnoms: la
démonstration de résultats mathématiques sur les 2xtensions du groupe de
Lorsntz par un groupe abdlien, résultats que nous avons utilisés par ail-~

(v

laurs “; d'autre part, nous nous proposons d'initisr le lecteur physicien
4 des concepts st des méthodes mathdmatiques modsarnes, dont nous penaons
que la physique sera amende 3 se servir toujours davantage, 3t qui n'ont
pas encore 4t8 expliqués ailleurs que dans les artiscles ou livres dﬁatinée

sux rathdmatiociens.

La premidrs partis rappalle des notions gdnérales de théorie
deg yroupea, 2t Jdonne snsuitbe 1'2ssentisl de la thdoris générale dss ox-
tengions d2s groupes,. [a seconds partis sxpose les résult&ta’aur les ex~
tinatons du groupe de Loreatsz par un groupe abdlizn 3 des thdordmes &8~

senticls et une partie des rdsultata nous ont 4té fournis par J.;Pl Serra.

I o i o e s S e o s N i S S0 S Ay S i S, i

Tirage restreint d2 la pr2midre version 4'un article dont nos amis ont

13ja trop :ntendu parld. Y3us lsur demandons de hisn vouloir la lire

d'an o211l critigque st d2 nous prodiguer lsurs conseils.
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I. NOTIONS PRELIKINAIRES, PROBLEMES. DES BCTENSIONS D'UN GROUPE L PAR UN GROUPE C

1 -~ Ensembles. nglsautigga

Considérons un ensemble B ; les éléments de % sont notés x, y ...
et on note "x appartient & 3" ainsi : x ¢ %. Soit Z' un autre ensemble,
dont les éléments sont notés x', y'... On appelle produit 3 x3' des en-
sembles 5, B' l'ensemble des couples ordonds (x, x'), ol xe, x'a ',

Les ensembles I ot %' peuvent 8tre identiques, auquel cas il faut remar-
quer que l2s 31dments (x,y) ot (y,x) de 5 = & sont distincts.

On dit qu'on a défini une relation sur Z si on 3'2st donné une
partie R de 8 x B : on note la relation R(x,y), ce qui veut dire (x,y)e& R.

Nous rencontrerons souvent dans la suite des relations d'dquivalsence, qui

sont caractérisdempar les trois propridtésauivantss : une relation d'équi-

valeance (notée x ~ y) cst

gymtrique, c'est-d-dire que x~j  impliqua y~x (le mot implique
3¢ note = )
réflexive, c'esst-d-dire que quelque soit x &3, on a x~x (quel-

que soit se note ¥ )

transitive, o'egt-a-dire qus x~y ot y~23 = x~3.

Considérons un 2nsemble £, une ralation d'squivalsnce R définie
sur %, @t un 4ldment xe 7 ; l'snseuwble de btous les y & o tela que L~y

se nomme classs d'dquivalence de x. Joit 2 un $1l%ment de & distinct de x 3

ou hien x~ 2, et alors 1es classes d'Squivalencs de x 2t 2z sont identiques,
ou bisn on n'a pas x~ 1z, et aiors las classes d'dquivalsnce de ¢ 3t 3 sont
disjointes, o'2at-&-dire n'ont aucun 3liront commun j an 30fet, ai 1l 2xis-
tait un S1ément gommun y, on aurait t~y 2t sy~ 3, donc par transitiviis

x~ z. Jous pouvona donc partager l'snsewbls % 2n olasses disjointes § 1'=n-
3smbla 4o ces classes 3'2ppalle »nsenblse jquotisnt de 7 par l2 ralation 12,

3t a3s note i3/R.
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Joient deux angembles 3 et 7', On dit que l'on a défini une

application £ i2 3 dans 3' 3i un a une loi yui fait corraspondre, & tout

£ € % un 3l3ment x' € B' ; cet 4lément ost app3léd izage de x par l'appli-
cation £ 3 on 1@ note x' = f(x). L'application sera souvent notée E _f,s'.
Soit A une partis de £, c'est-d-dire un ensemble dont tout les
$lémnents sont des 4léments de E : on note Ac®. On appells image de A par
l'application f 1l'ensembls f(A) < &' des irages de tous lss 4léments de A.
"n particulisr, l'image de 5 ast une partie de L', appelée image de l'appli-
cation £, 2t notde mf. Un géndral, 1'image de E n'sst pas tout L' mais ’
geulement une partie 3 81 £{(E) = ' on dit que f 23t une application de %

aur ', ou 2ncore que f 2st aurjactive.

ol

Considérons une partie A'Y de §

™

L'angeuble des 4l3ments de #

P

dont 1'.mage per f =23t dans A' 28t une partie de E appelde image rdciproque

- L o . .
de &' 3 on note A = £ (A'), On 2 ainsi défini une application de 1'snsemble

deg poptieg de T dans l'enagerble des parties de T 3 bien ontendu, A peut
ne cortoenir aueun 4idment, auquel cas on dib que A est la partie vide de E.

- -1 . . P
Pour que, ¥ A' < ', £ (A') contisnne au noins un $1ément de B, il Faut
2t suffit que £ soit surjesctive, D'autre part, consaiddérons l'imags réci-
proque 42 la parbtiz de T' rdduite au geul &lsment x', partie notés {x'} H

. - o . P - .
ai pour tout z'0nr % z'i ) contient au plus un Jdldment do ©, on dit

qus T oeab oane ingoction, ou una appiication injaetive 3 deux Slimentas dis-

nnta A T oont alors pour Uragss deuz dlduments distincts de T,

T Ty A Ay Llappiication £ dr A dans définia par 3

-

it
« = £(z) ast ane inj2ction appelde injecticn canonigquz.

51 T 23t injective 2t surjective, on dit qu'slle est bijsctive,
au ancors gqutil y 2 une corv-apondance bilunivogue {piicction) :ntrs las

Fltaaatbts do 0 oat csux de LY.

ot £ unz application qualconque de @ dans &', [a rolation
£(<) = t(y) 23t un2 r2lation d'3qaival:nce R sur 3, comme on peut aiszdment
. . . . . : . ~V{far s
Lo ovarifier. La classe d'dquivalince de x ast L'image riciproque {:(xj]

L' potication ds ?/H dans o', qui 3 la classe ds ¢ fait corr2apondrs f(x),'



4.
3st une injection j; l'application de @/R qur l'image de f 28t une bijectione.
Conasiddrons trois ensemblss %, &', =", une application f de &

dans %', une application f' de E' dans &". On appelle appiication composée

g = £' o £ l'application de k dans 5" définis par : g(x) = f' [‘f(xz] .

. P £ .
Bxemple : Nous avons montré que 7 _5L' 3e décompose canoniquement en

f = f"'0 "o f' ainsi définises

£ ) P oo .
ey F/R I Tnf i ey

jurjsction brjeection injz2ction

&3

2 - Groupes. Homomorphisnes

Or 4i% ca'un eongemble G =28t wmuni d'uane structurn de groupo, si
o e J

on 2 4Afini une application d2 G <G dans G, qui fait correspondrs & tout

coupl? ordonrs {x,y) un 31 ‘ment 2 € G appels’ produit de v par y, z = <y,

, . . )
2t qui pogsseds leg propridtaes suivant2eo o

. o .
a) associativits : (xyle = lyz)
t) existence d'une unité : 1l sxoate un Sldment o tol gque, Voo e O

8% = k8 = %. Ononentre nigdment que cet Sldoont sabt unooue,
\ - . ,, . . ey o .
c) eristence d'un invers: o Veoe G, L criste un SL00ent ounigue

-4 . =~ -
' & gy hel oque ooy o= =,

~

Soiznt A, B dewr partice ds 05 ncoue pofercons 402 L tonaeable oo
Aldments do G do lo Torme ab, 1 & A, b e J. lous ubtiliverous augs: Lo oo
tation &.3 81 A = } sl

o

fenag 1o cas cartioalior on Yo ot v & O, gy o« s, O val di

le produrt de x opar y eat alors souvent notd @ o+ .

Uiy applisabion £ dtun croupe 5 lang aa o group: (8 0o noan

morolilsmne: 31 ¢



31 l'homomorphisme £ 28t bijactif, f 23t alors un isomorphisme.

Lo lecteur vérifiera aisément qus "G igomorphe & G" 28t une
ralation d'dqu.valence parmi les groupes. Aussi on ne considdre souvent

que lss classes d'édquivalence des groupes définis 4 un isomorphisme prés.

.
1

(On dit auss: groupes abgtrartaj.

Hous noterons G isomorphe a G' G o G

N ., L
wort G oy

<

' uA homomorpnismé quelconque s Imf 38t un groupe.

' affet, soiont o, 2' l28 unités de G 2t G' respect.viment ; Vx e G,
<1 = ex = 1, dorne £{x)f(a) = £(2)f(x) = f(x), donc f(a) = e' : Imf
contient donc L'un:té de G'. 51 x' et y' € Imf, c'2st que x' = t(x),

7' = flxy), c'est-a-dire que x'y' & Imf. “nfin,
i

y' s £y} 3 loac

v i
su ozt o= Ulx), fle)f(x ') = £(e) = 2', done f(x‘l) = ff(x)]~ , done I'~]C Inf.

Unodit que [m? 23t un sous-groupe de G' : c'est un sous-—cnsemble

dx Gy <t 1l forme ua groupe, la loi de multiplication 4tant la wdme que sur (

Hous «vons vu au ¢ | qu'da Soute 2pplication d'un 2nsembls |
dans un engenbis 0' correspond unz bijzction de H/R sur nf, H dtant La
colation A Aquive enes o £le) = ¢(y) 5 dans le cas A'un homomorphisme

A" growps 7 odans un grouge G', c2tis relation R a'derit ¢

WU ’ = of N ~ i L =y A AP
Y ’(\‘(' z Pl/\, = j((‘f(;,' \ = t(\;f;/ ;= t'\\l‘) ’\«)j
shant Dtuano td dn UL Du ownocore
| -1 \ - . P N ,
o Vi P’/‘ o/ 0\A" 2 ) f‘: : y\ - [. . ‘\r)l
, . - . S
Soit o= £ () L'image récaproque de l'anitd de G' 3 les
Sdquations () (27 st quaval.atys respactivenent 3
. N - .
i PR - - 3
Ly oy ¢ : NSy



L'znsemble puoti:nt de G nar a2 relation d'dquival=nc: 2 a dono pour 31é-

ments l:s cnsemolies

On note =ncore souvent o0t :ns:nbls quotisut G/X. Nous utiliserons sou-

vent (4) sous la forre :

P s /e L B
Le bijection ,/K e I 28t aussy an homomorsh.isne s

clxd) olyx) = £lxLyy) = f{xgK) (grécs & (4) )

etast dent an isoncrpniscs b le groupt G4X, Lsoworphs t Tnt owul doth
roupe tuobooo b dr 3 oear . Son Aldront ¥w.K o= J.o o satb oappeld translatsd
de ow opar <. L0 Tautbt sotor oque Ko ontust oupig oun o gous groups gualconqua de Gl

Clodoot zatisfarr s V) sour tous kv F, Un t2l sous-ygroupd ost dit sous-

Soug-groupes 1 stinguds

Uoosousegvoup. by Goost distingud 3ol satisfait () pour

b o) . X . N B ” - N
ok e xe s ozonstate aloers pun 1o2s rolations ATSquivaluncs (5) SRR AN
: ! /- ) e
ot LdantUpaes DeBme o apantioant G000) s osont competan s aves Lo lor de
Zroupe oo %,y A ly'y e oqui o sorrpaetb 1l onunlrc canonuigutno

3 - . N~ fey s - . . .
Lionsendle guoloenl G0 e v Jol de yroupe quobiunt

» ! -
20 () s e
7 . TP Coa ks g . A '
Tout srowp Lroans duus sonsegrouped deatinguds o luleaSee ot 0,
/ i
L »
Looogrornp s conasonier W ose il YL e i b,

fos Los sous-group:s d'un greoups abilicn 3ont Jdisztinguds.

tangage de . Bourbaki 3 on dit souvent aussi "invariunt') .,



Jous signalons au Lecteur, pour piquur 3a curiesitsd qu'il

3xiste 2ussi des groupes non abeliens dont tout sous-groupe =3t distingué.

Attention ! La relation X "sous-groupe de" G est transibivae,
mais la relation K "sous-groupe distingué de'" ne l'2st pas en général.
Grice & (4) on établit aisément que dans homomorphisme G wf;ﬁG' 1'ivage

de tout sous-groupe distingué sst un sous-groupe

distingué.

} - Suites esxactes d'homomorphismes

- . . . \
Soit un> suirte d'applizations (ou bien homowmorphismsa )

i f £ £
3 no n+i n+2 G n+} (5)
. 0 n+ n+2 n+3 ’ V2
51 x = £ {(x ), x a 1 X ..} on vérifie que la correspondance
n+1 ol n)’ n+a n+i( n+2 1 P

G T QR N e G 23t une application fou bion un =oraroroh Lsme

n n > Fne2 n+ vp ' - ‘ )y

qui 238t noté fn ! o f , vt 23t appelde "composd de £ at f L' (aous éery-
n n n+2

-

vons 2 droite la premidre application, ou bi2n homomorph.sme, erdoubtd:).

tu

Vérifier que o 23% un: loi de composition associative.

Ta 3uite d'homomorphismes (5) 28t A1t exacts si nour hLout n

Im f = Ysp § 05)
n N

Noton3 que c¢2ia entraine

DIt
L+ i1

e i3finissant 'homorphiaw? O, rar L'homororpnidme qui DOUr rALe un

{Y} n'uspliqus pas (h}, sats ssulorentln € ¢ o

Ui

v

goul 3l3ment. FAar contre

¢
G

o

Lorsque nous Scrirons qu'une ou dos surbtes d'homomorchiar @ con

stactasdy nous mettrons 3iwmplamant ¢ @ davant la suite.



sobour soat 3. reardsantar oatullivemoat oans suite oxacte

/ N \ /
Co EEES [ o

Praduisons 2n Lanzage do sultes oxacsigs des nobt.ons 14,3 rencontrias.

(ous notons s:rolarent Ay Lo groups d'un Sl=ueat)

£ 8 4, G S swgnifie dor o= 4, done L'appiication de U o2st injective.

-

. { A i
Polpas LoCtsedlr2isnt oun somonorphosto, trllc o que

[ T S R Lulizcation o
' 0 = | Tapplicasron wderntigue do G
£ N ! Sl i lof o= Uty doac wlappaleabion de o 'homororphists

£ osh o surgocbivs 3 o ae L ORe, L 2xighe une apblication €' de G' dans G telle

que © oo £' . L ode 3. waveraer te ssns des fléches sorrespond 4 unz dualits
N N(;.‘r G vy o tugplication d2 foest ingcetive b surgoottre doric

brocobive, doye [ o-sboun isomorphiisim: of

é

B
£ s 7 G ' voe s {3 Gt )
oo obud,y ol ©2, nous avona Stabli, a partir de Gooo . Gf
Lt GoKer O, osourh oononotation drodulite 2xacis o
. *
PR <.pr £ 00 g f }

nogéndrai, on e peub ajoubor deas Clecnes dTaononorphianes én

Sara Lavhrss 3 copohians lorsgquton w oznfee 3 ogreoupes G', Gy GY 123 suites

M
“
-
-
N

t N i . . e Y
L ‘ i i ' [ LF AR
) ) . 1 Ve IR ! ]
ST SR ST I cordult aewe o P Sar Lobon Aot usot Yprodadt
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On dit qua G =28t le produit lirect is G' =t G" <t nousd noterons G = G' x G"

De fagon générale, lorsqus :

e et 1.aG' LG LG L (10)

ont dit que G est une eoxtension de G" par G'.

Un probldme que nous voulons dtudicr eat @ Stant donnds G' ot

G",trouver lvs cxtens.ons G ds G" par G'. NOus précilssrons ce probl3rc au &

Nous continuons ici a ébudier simplermoent ie produit direct. la
ralation (30) implique que l'ensemble G = G' x G", produ:t des ensenbles

G' (it G" .

Apzolons G' ('ingostion (e'est-a-dirs V'mag: dv L' osoroophist o

. \ . N - P . 2 - s
setif) dip G' dans G. 81 nous notons ¥', v'e.. les drdeents do UNy My oyt

-
3

coux e G", nous pouvons notor (x'y, z™) ceux de G. Par oowonpl o, couc :otons

= , . v s / \ i o
(xty, ) ceux Jde G', vt l'isomorphisic x' _5 (x', 1, nous donns pour la iol

= (x‘y', i) T
2t nous savons quc G'ost sous—groupse distingué de G

Au lecteur physioceon, yui peut trouver pidante sotts digtinction
antre G' et 5', nous demandons un pou aé patioonc2 1cl. [l pous arrivera
souvent de ne pas distinguer doux rdalisations du mlme groupe abstrait, ra.s
nous les distinguons ici, et nous l2 farons encore chaque fois que c¢'est
util2 pour 3viter des confusions. o1 (8) ou (2)sort wvraiss, rous appalons
G" i'ingection de Q" (I, x™) st o la lol 4@

nousd avons 1'igomorphisme x"(

zroupe de G

Jous allons 3tablir que, G', G" itant donnia, (9) difinit ua sroups G arigue,
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Paiasque G' ot SOt acs -groupes distinguia, onoa Yoxt, ¢f

Ny e LT, ~ Can : - ! G
(iyem) ety iy« 2 B0 Lonc ausst Cope ity (e et~ 'a) - Gy

(' D0y (x0T ) G'doMe auss: (i) (v, ) »,x"ﬁ_‘)(x'*‘,}) -G

et comne U MU nta que L'dldnient uni td (3, 1), an en dédult s

’(4:' s HUUS L linons pour la 1o, e Srowse e 0

ot vl RE] 1 ' s (S0 { 3
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HecLproquanent, sioor e donre cur it casenbls OF £ O 1o 1o
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Blraw qu: 1o notation {77 s2rble symotpe queoan Gy GYy log ot
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“comples de nroduitbg Jdirccts b somi~directs

—

50it @ le groups additli des nombres riels. Le groupe rfp des

3

translationa dans 1'=23pace 2uclidicn 4 3} dimensions est isomorphs a

3

R = 2 x R x R. Le groups ’C, las translations Jdans l'espace-tsmps est
0

4,

igomorph2 2 7 = 2 x R x R x 0.

: %
Joitb Lo groupe 1zs rotations ot 13 ygroupe des rota-

Iy 3

tions 2t symdtriea laigssant fixe un poind dd l'espace cuclidien a 3 dimun-

1 Sty p ; . )
ainong. (Nous anotz2rous 8 ia 3ymatri= par rapport 4 oc& point fixe). U\B eat

-~

: : e 5 2 - .

soug-zroupe invariant de 3 a2 6'3 = 0y x_z:e . Ly les deux 41éments
< U

du groupe 4, etant ttidentitd 3t o8 . Jonbs ) l2 groups dss Jdiplacemants
de 1'ospace susl.disa, 2ta7) 3 L. sroupc consdryant lea distances (engendrd
par’'las divlacemn:nts at symétrb@.

‘Q,Sxast gous groupe invariant do ’\'3 2T &;fg. Lag quotionts

) . ;

. = &> . . , .

sont respestivinesnt v \ ot Ty il 3'agit de produits semi-dirccts.

S01t Wy [y es. les &ldments de ?73 (riotes addititencent;, st a, U, seef LEB3

dlémants de Ja; (aotés multipllcativement). Le zroupe V< op3re dans le

3

. . nf’:“,"] . .
groupe "« ainsi a u{g - alil) qus nous noterons simplement ac quand il

(o °
L e

nty 2 nas dlambizuité.
by &y = (‘L) i) (U’ a) (‘4)

la loi de groupe d3 co/ . 3t 3

3
(w, a) (p, ) = (u + ap, ab) (14")

. E . PR . \
Yous laisaons au lecteur la soin d2 virilier la loi (14'), et

) . Nl ’ .
Aten ddduire la forme 4o (u,a) st ovdrifier ue o 3 28t bisn sous-groupe

invariant. La loi (14')-au lieu d2 (13)~ montrer qus NﬁB n'est pas prudadt
- (4 o )
iiesen de U\ par

3 3’

w'il stagit d'un produit seni-dfrect.

. N . B \ P Y
nals 12 relation (Cya) (0, b = (0, ab) montre
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1 - Diagrammasg d'homomornhismas

Xxns ce qui
2xactes d'bononorphismnes ayant des groupes an
graphique forwe un diagramme PAr ¢x

B

Pour tous 1l:s diagrammes que nous derirons

P

désornais, il szra donc 2ntendu (sauf men- 1

e .
blon wxpresse du contrair-) que lss Fldehes A - B
1L1gUSCs represeAit nt ans sulte avacte -

d'homomorphisuas. ] gera de plus tou ours

sonvinu que le lisgramms gers cotnbatatif,
el igb-A-dir- 8'i] oviste plus:urs cheming,

:n Bseendant leas flishes, pour allor d'ur. groups 4 oun autre,

chivming rordaentont Lo nims homomoxrphian.:,

e tesrnie oand
ot 7t - PRI ]
o0 =@ ol)of = 'el o h‘
Btoolions cl by s 0 Alas semple Ao Ll zeanir g conrutbatiln i
ta commutbtaty vt Bionifia o qae i owst | {
A 1
e e G \\ ‘
b et N Y
. v N -~ s \ . . N
Mba € Rer Ty on s wla) = o o fay = 20i) = 4, Jonc a € ~op »
ver T der bogw gue aous POUVOAS eIy 3 .y <op O , K<r &
Jor L T e reabtrict_un Ao Gowep (otoab-n-dirs §'h,
~ . % - :/ .
A2 e b dans B otelgue Voa £ Xep ay fla) = f {a) )
. Los ; v ’ . ~7 N *(F’,‘ v . R - ¢
JLot ok S0 gy = onlal o= %o Lia, = o v gy done [nef < K=r

d'ou L'homwomorporame Ker h ey KT g, dont iz noyau 23t Jor o=

Suit nous serons amonds i considérer des sujites

commun. Leur représentation

3

rone

oimomorph L an

~,

c2s duffdrentg
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\ oy e e 1 . Lok ey et vty . . .
s voaons lone WLUitablir Lo oguite cvache s

i

- ?&, Lerf . K:r h o K2ro2 ( 14)

=

T e8t-1l surjectif ? nous e pouwveas pas le prouver. Admattons que h = O

(Lomomorphisns aul, c'est-g-dire ln b = i), " = 0, z paut Stre que lconque
gt donc «e2r g pzutb Ztri n'iuporte qusl 3ous-greoupad invariant de¢ B. Yous no
pouvors Jdone prolonger la suite exact: (14) qu'en ajoutant une hypothéga.

rar crxempls e

udortue 4 A

. b S - . e
\\"'\, ‘l/(\ :‘:.’;r:;:“—’s ’1 R 'r“’»\ k’ iy y-r_/\ N C rx. > ’
L

Doooor stration o oW@acu o Hor ey puisauc f oot suriictify ] a tol que

b= L : }‘(Eu// = ¢wy o= L done a c ker b =0 b o= f (\c’i)
Unre vutre Doprtbf e surpldn ntairs aurait 644 b PARVIN
-
LI i’\”Vl )
LI L2 t N 1
R tes & s

sleetomedive snootut compltier fe diagraprc initial.

- . . . . o= ,
Diranstration @ 5008 be B 5 puisque oot guptoatif  § (b) n'eat pas vida

. - . . . N . N
2hoaeg Aloaents mont dadvalents @ oralation 4 squivalency (3)

e

vy w' e (b)) a a' & ar f 2t d'apr8s l'hypothdsge

) . \ | =i
w0 xt2 der kiodone hiaw) = hia') = n (f7 (b)) ) = ¢
e

L LTI N pLLcation g 3 e i3tece an honomorphiara ?
s

F 5 . . \ - v 4 N N

09, (2 < hts wat) ou fla) = b, £{a') = bt 3 by (b)) = ha ar)-=
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.= sutomorphisme d'an groupe. Groupe operant sur un groupe,

tin homomorphisme de G dans G est appele¢ endomorphisme.
1 un endonorphisme est un isomorphisme, on l'appelle automorphisme.
l.es automorphismes forment un groupe noté, Aut. G ; pour la loi de

conposition L'automorphisme identique est la transformation

0.
identique X —== x de G 3 l'automorphisme inverse de X —=== x' = af
est noté A et est dJdéfini par x' we=s X = a"@x). ne famille

sarticuliére d'automorphismes est formée par les automorphismes intdée-

. ) . £ ‘ -1
risurs : si u e G, on veérifie aisément que X wwe<s uxu ast un
automorphisae  que nous NOotons X =e=ws u(x) ; L'automorphisme inverse
o‘ -‘ #
25L X ===a u xu = u  (x). Les automorphismes intérieurs forment un

groupe noté Ant. int. G, qui est homomorphe A G pulsque
’ B =1y =] =} -] ,
(u° vi{x) = u(vew "Ju =uvxe u = (uv)(x) (5.1)

l.e noyau de 1l'homomorphisme est formé par les u tels que

A = uxu , pour tout x €G ; ce groupe des u commmtant avec tous les

claments de & est appelé le centre de G .  Nous le notons € G. Nous
. . . - . LeEUunrs .

aoterons at, int, G le groupe des automorphismes inte de G ot

aous vonons donc d'etablir la sulite exacte

| CGo . G . Aut. int. G b {3. )

wous allons waintenant <¢tablir que Aut, int. ¢ asbt souse

gronse Costinguad de Aat. (G,

S0kt a4 & Aut, G et n ¢ auat, int. 7, Ll nous suffit Jde
- |

oo e, 1) qua 2 ° n 9 n a3t un automorphisme interieuar @

i

o w ? a”! () = a(u It-!(,‘{) :1-‘)

at culsaqutil s capgit Jd'automorphisues

ST »:.—;(;;'}-a(u)a(a_‘(x)) :i(u-‘) = afa)x :x(u‘i):u' x ur”!

L6 PO A5 1.5 AN 4610 BRTNEY S BT
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l,us notervons C%K(G) le quotient (iut. G)/(Aut. int. G).

d'ou lLla suite exacte

-

4 —y aut. dat. (6) _y sae. (6) _, Z(6) (5.

Lvidemment, si G est abélien, Aut. int. (G) = | et

G) w aan. (GY.

“

roupe 1 opdérateurs,

i on se donne un groupe (G, un ensemble £ et une applicatior
f de © dans Aut, G, on dit que G est un groupe a4 opérateurs, Le lec-
teur physicien connaft bien un exemple de groupe A opérateurs :
L'aspace wvectoriel., L'addition des vecteurs x + y est une loi de grour
abélien, Les scalaires A | P agissent sur les vecteurs, les trans—

formant en d'autres vecteurs x, sulvant entre autres les axiomes :

(@ +plx =ax + px , alx +y) = wx +ay (5.4)

La dernidre égalité exprimant que x s A X ast

un automorphisme du groupe abélien d'addition des vecteurs.

.

Nous rencontrerons surtout la cas oun

Ry

i lui-néme a2st un

. . £ ,
groupe., 31 f est alors un homorphisme £ ___5 Aut. G. (C'est ce qu'ex-

I

nrime La premidre dgalitdé de 5. 4 pour le groupe additif des nombres

1M 3

réels). On dit gque le groupe 2 opére sur G, Nous rencontrarons sou=

vent une telle situation qui est caractérisée entidrement par l'ho-

nomorphisme L Mgiwﬁ Aut. G,

L'ensenbls des x & G tel que Ya € ©, a(x) = x forment un

sous=grouns da i, appeld souvent sous~groupe dJdes points fixes at

i PR N

note 7. i =y, on dit que i opére trivialement sur G. 31 ¢
a5t sous=sroupe distianpgué de I, L op@re canoniquement sur & pulisque
cour tout v &€ 4, o b a'i = b . ¢Cn pose a(x) = axa—‘. Le noyau de
L*howonorohl snie iy h_f;é Aut, + est formé de tous les 1 ¢ i tel que

i :o&a pour toutbt x ¢, On appelle L'ansemble de ces 2 le commutant



ie ¢ et on lLe note G'. Jotons que ¢ N u' = € G.

‘ous pouvons résumer dans le Jdiagramme ci-contre les résul-

tats <¢tablis Jdans ce 5 35, 1

(: ¢tuant donné, nous avons QG,

. . L S

4tabli les suites exactes ‘ v IS — L — 1
16 - -

i, s" et i',s' et la suite ) % /o
' , 1 > Autint & Ly Aot b 35 /4(! -1

i,s ¢tant donnee, nous avons L
Gtabli L'existence de f. Le 1

cilogrivme est b;t'ﬂ comimtatif, Df‘i“(}""""“"”“e‘ 5 ol

s 'horonorphisne i'ps™ applique

G odans \ut.G o par X o_s x{( ) tel E ,_3,.; (U |
- '
cue <ly) = x y x (x, v & b). l ("’g'
i Loen est de méme de L 'houwomor= g 5?
Awt 6 A&

shimae 0 o i

rD\ 3 Lé\/" BV @, S b

e thiéoréme ' va nous permettre de compléter ce dia-

e, n effet nous avons la situation ol KL(L’QAW 5b,
¢

war s o=, Ter s' = Aut. int. G. et
f{g) = ~ut. int. G donc G = Ker s ¢ Ker s'o f& &
ivoh le diapramme 5 c. L'existence de L MgzwﬁgﬁG signifie simplement
que si a, a' ¢ & et aL = a'l,
b a' = ax ol x &  done
| L f(a*) = £(a) £(x) ou £(x) est un
R = — E L > 1 antomorphisme interne de G.
| o
W

1 diagramme 5 ¢
Jons le cas ou G est abelien ’L¥G = Aut. G, donc L opére

AN {re e

y = Urobldéme Jes extensions d'un groupe L par un groupe G

€

Nous 1ivions déjd dit que le probléme géncéral est : L, &

‘Lont leux groupes donnés, trouver & tel que la suite 3

W
N

‘___,..) ir
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soit exacte. Un divise ce probldme général en une réunion de problames
en se donnant en plus un des homomorphismes possible L-.-§..§ VfG.Il
s'agit alors de trouver £ afin d'obtenir le diagramme 95 c,

Nous résumons cela dans le diagramme 6 a., en notant en
traits pleins ce qui est donné, en pointillé ce qu'il faut trouver.

Cela correspond au 1t

Problime des extensions de L par G pour un homomorphisme L& . 7tg do
1

v
Le probléme est plus e 6
simple si G est abdélien. ans ce casg, \l/
il existe toujours au moins wiie so= A “"’j’:" >E - 73‘,3 E
Iution, l%extension inessentielle, A ,ﬁ{(r
; . 4 —3 AJwM—_~> - —
dqui est un produit semi-direct, L
ans le cas ou g = 0 (homomorphisme b
trivial), une solution est le produit ‘
disgranms § a
‘irect & = G a4 L, Pour dénombrer les
;. - - L - :
solutions, nous allons d'abord préciser 1 > b 7 > \I[B >
ce gue nous considérons comme solutions, Ak G

diagramme 6 b

différentes, données par des extensions
indaquivalentes, en dtablissant une relation dtéquivalence entre les

extensions,

?

wfinition @ 5 et ' sont des extensions tquivialentes de L par G,

OWUE i,wj;?é’fi.} donnc, s5'il existe un diagrauie 6 c. ol les NOROLIQ e
shismes 1, ' gont injectifs et s, 5% surjectifs, Montrons que f

st un lsonmorphisme

joilt ze tor £, f(x) & 1|, donc

L
/>
sUor(R) s os(x) =0, G {vl \
€ ler 5 donc xe¢pn i ; soit \ /
s
L

\/

/0 ,»

s}

ey el one i(a) = 5
7

() = o i(a) = £(x) =1 1
&
> comee i edif yne injecition

, , . VR . diagrannz 6 ¢
A s b2t done x ow A (n)ieect &
I

lfanc Tar £ o= “'ng y f est injectif,.



18,

Soit x'€ ' , @ = s'(x') et puisque s est surjectif, J x tel que
s(x) = & . Soit x" = £(x), s'o £ = s donne s(x") =& done

x“.3 x € Ker s', Soit a € ¢ tel que it(a) = x"-1 x et soit

z = i(a), £(z) = vl oy f(x) £(z) = f(xz) = x" =l ;

done f est surjectif,

Nous venons de prouver que la diagramme 6 c. peut 8tre
complété en 6 d. 11 est aisé¢ de prouver que la relation £ et I5°
appartenant au diagramme 4 d, est une relation d'équivalence. Notons
que si L ' est une condition nécesw
salre pour 6 «, ,ga n'est pas une condi-
tion suffisante; il faut de plus que
L'isomorphisme f fasse correspondre
¢lément par ¢lément les injections de G
dans = et L' puisque foi(a) = i'(a)

nour\icxégr(et il existe effectivement

..... e e e s ey 8 e g g e

des - wmum imu non éqniuluto;.
II. §TUDE_D3S _EXTANSIONS_D'UN_GROUPE L PAR UN GROUPE A ABRLIGN

e o o

? .
PCJR 1IN HOMOMORPHISMT [PAUT A DONINE

Dans tout co paragraphe nous allons nous regtreindre
A &

. - N JLo
zu cas plus simple ou A est abelien. Alors bﬁL\A) = Aut A

Jous supposerons de plus duns boutbt ce chay pitre Il qu'un homomor-—
phisme L 559 Aut A o £t3 choisi.

s

dous noterons/multipliicativerent et eiploierons des
labbres lotines pour désigner ses 31liwenta. dpus noterons A addi--
tivement ot ocmploierons des lottrog Zracques pour disigner ses
Slinents. wuus noberous culbinlic.tivement Lo sroups d. Yous
rureons soin de distinguer A', 1'injestion de A dans 1y puisque
A'y sous groupe de ¥ sera nots multiplicativerent ; clest-d-dire

§

(i'injection i ~at tndigude sar e diagrtiie 0oa)

1+ )

it

1{a) 100)

lous noterons en ginsral



1 - Systémes de facteurs

Considérons une ~xtension FE, donnée par le diagramme 1.

4 A n__b_) E-S—> i-——)’f ll’q’gr‘amms- /i,
& —

£l A
Tout élément x € < appartient & un certain translaté de A, carac-
térisé par 1'slément a = s(x) & L, et que nous appelerons "trans-
laté a"., Pour repérer entidrement 1'4l3ment x i#~faudra de plus
8e donner sa "position" dans le translaté a, pour cela il faut
choisir une "origine" dans le translaté a ; c'egt-d-dire un

$18ment k(a) B, cet dldénent faisant partie du translaté a, on a
\ 9 b

s o x(a) = a

ou encore 3

-

s o0 g = (identité de L) (1)
L'applicatdon k une fois définie, nous pouvons dorire tout élément

de E, de fagon unique, sous la forme

A

W x(a) (1 bis

'

La fonection x n'esat pas, eon génédral, un homomorphisme de L dans E.

s

51 on peut trouvor un i qui s0it un honomorphisme c'egt-d-dire :

(2)

la relation (1) permet de préciser que l'homomorphisme k nagt injec-
it (mk A L), on a donc le dicgramne commutatif 2 qui définit
l& produit semi-direct.

: II:JZ:“? ‘7 ,I:! x:'.\v‘r*l.umm . \j,

-~

IS

31 g = 0, o'eat-d-dire g est L'homomorphiamn trivial, nous verrons

que E est alors le produit direct.
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Dans le cas gén3ral on peut zeulement dire que k(ab) et

k(ae) x(b) sont des Gléments du méme translatd ab de A puisque

s o xlab) = [s o h\a)] [ﬁ o i{(b-)] = ab

On a donc :

k(a) k(b) = w' (a, b) k(ab) (3)

La fonction W (a, b) définie sur 1'ensemble L X L ot & valeur dans
A (w (2, b) est son image dans A' < E par 1'injection i) est appelée

un systeme de facteurs.

gvidemment on peut choisir une autre fonction k(a), d'ol

un autre systéme de facteur (J (a2, b), défini par (3).

Remarquons jue si 1ous posons dans (3) a @t/ou b = 1, nous

obtenons

w 'ty 1) = Wi, ) = x(1) (3)

k(a) x(1) x(a)™! (s)

‘-‘J’(a’ 1)

0

On montre qu'on ne restreint nullewent la géndralits en convenant que

k(1) = 1 y ABlément neutre de ¥ (6)

ce qui entraine

W (g, w i, a) = w1, 1) - 9 (7

iy 2

De mdme () entralne (6). Lorsque ces deux relations seront satisfaites
nous dirons que le systeme .» facteur W gt normalisd. Nous conviendrons

toujours de (6) dans ce qui wuit.

Rorsirquons gque pour d4finir le systdme de facteur w'(a, b)
nous n'avons pi utilisd le fait que 4 ogt abélien. Yous allons expli-

citement I'utilisop maintenant.
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Nous noterons an 1'418ment de A qui correspond 3 «
par l'automorphiame g(a) (voir diagramme 1) ; comme nous 1'avona
v (bage 16, texte du diagramms T. 52), cela définit la fagon dont

B opére sur G : Si k(a) est un éliment du translats a de E ,

k(a) a = ax (8)

ou encore, pour &, k(a) définit un automorphisme intérieur, ot
k(a) o' kx(a)”! = (aq)’
que nous noterons aa'.

Ceci nous permet de décrire le produit de deux dldments

arbitraires de &

a'k(z) prk(d) = a'k(a) p'(x(a)) ! k(a) k(b) = )

w' k(a) p* k( p) = a' (ap') w!(a, b)'k<ab)

Vérifions que la loi de groupe est associatiwve. On

caloule aisdment :

a'k(a) pri(p) Y'k(c) =a'(ap') w '(a, b) (aby') w' (ab,e) k(abe)

= C‘"(“ﬁ') (a-b‘y")(a ’(bac) W'(avbc) k(aybﬂ?)



La condition suivante :

Q’(a) b) + w(a, by c) - W (ay bo) - a w (bso) = 0 (30)

est donc nécessaire pour que la loi de groupe soit associative.

Réciproquement, donnons-nous les groupes A, L, l'homo-
morphisme g 3 L — Aut A, et le systéme normalisé de facteurs
W (a, b), vérifiant les relations (10) et (7) ; nous pouvons alors
définir une extension E de la fagon suivante : un élément de E est

un couple (w, a) et la loi de groupe est
(ay 2) (By ®) = («u + ap +wW(a, b), ab) (1)

On vérifie immédiatement que, par suite de (10), cette loi est asso-

ciative et que 1'4ldément neutre est (0, 1).

Enfin pour calculer 1l'inverse de (a, a) nous devons

rdgoudre 1'3quation 3

(w, a) By ) = (0, 1)

On obtient 3

-1 ) i -1 - -
(g 2a) "= (pyd) = (-2 a-a w(a,a }) a ’)

et s

w (a, a™") =a g)(a—', a)
1'inverae de («, a) s'derit donc encore :
) -] = - -1
(u, d) = (~ e b)(a ’ 3) g i ) (32)

La condition (10) eat donc nécessaire et suffisante pour que la
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fonction w (2, b) définisse,d 1'aide de 1'Squation (11),une extension

de L par A,

Comment w (a, b) dépend-il du choix de la fonction k(a) 2
A
Choisissons une autre fonction k(a), satisfaisant elle aussi la condi-

tion (1). Définissons la fonction p! o

¢w>-uw[&4f (13)

A
Puisque k(a) et k(a) appartiennent au m@me translatsé o de Ay, ~p(a) € A.
L'équation (3) s'Sorit :

?(a) K(a) (0) K(b) = w'(a, b) <p(ab) R(av)

le premier membre peut &tretransformé par (13) en :

93) Ge'(5) kla) k() = p'a) (o ' (B)) D (a,b) R(a)

A~
d'olu la relation entre le nouveau systéme de facteur W (a,b) at

1'ancien w (a,b)

W (a,b) - w(a, b) = 6(a,b) (i4)

8(a,b) = Pp(ab) -y (a) -awp (b) (15)

Jotons que 6(a,b) satisfait lui-nbre 3 la relation (10), qui caractdrise
les syatémes de facteurs. On dit que D(a b) est un systéne de facteurs
tr1v111. 31 on a un systére de facteur 6(a,b) obtenu avec la fonction
&(4) et satisfaisant (15) on peut prendre la fonction k(z) définit par
(18) : k(a) =y '(a) g?a) 2t le nouveau aystéme de facteur obtenu  (a,b)

3era identiquerent nul. 11 s'agira donc d'un produit semi-direct.

De facon plus gdndrale, deux extensions de L par A abdlien,
correspondant au mdme homomorphiame L gﬁ Aut A, ot donnsdes par leurs sys-
témes de facteurs w(a,b) at w ,(2,b) sont dquivalentes a'il sxiste
9(a,b) de la forme (i5) telle qx;e Ld](a,b) - w?(a,b) = 8(a,b). ™ offet
il ouffit de poser Q(a) = P (2) k'(a) ot constater 2lors qu@azégb):uiGL,h>

dous allons maintenant dtudier la réciproque : quelle rolation axiste-t—i1

entrs les aysténes de facteurs de deux ectensions Squivalentea, nu sens
d8fini en [. 6 (Page 17).



