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Ces notes de cours correspondent a la partie du cours sur le spin,
donnée par M. Doncel, L, Michel et P, Minnaert, les 10, 11, 12, 14, 15

septembre 1970, & la deuxiéme session de 1'Ecole d'Eté de Gif-sur-Yvette,

Nous avions distribué aux participants de 1'Ecole les deux premiers
fascicules (en prétirage) et quelques parties du fascicule 4 (en préparation) de

notre publication
"POLARIZATION DENSITY MATRIX. How to present its measurement".

Nous avons intégré in-extenso dans les notes du cours tous les textes
roneotypés (par le Laboratoire de Physique Théorique de la Faculté des Sciences
de Bordeaux) de la partie II "Application to single particle polarization" qui
traitent de la mesure de la polarisation d'une particule finale de spin 1/2, 1, 3/2.
ou 2 produite dans une collision & deux corps avec cible et faisceau non-polarisé:
Nous y avons aussi ajouté quelques éléments de la partie I . Ces textes sont en
anglais. Nous nous excusons auprés de nos lecteurs des références gu'ils
contiennent 4 des équations et &2 des paragraphes de parties de notre publication

n'appartenant pas 4 ces notes de cours.

La possibilité qui nous fut offerte de faire ce cours nous donna 1'occasion
de nombreux et fructueux contacts avec des expérimentateurs et quelques
théoriciens s'occupant de la polarisation des hadrons. Nous avons participé
avec enthousiasme aux discussions qui ont été provoquées par le cours. Nous
remercions les organisateurs de 1'Ecole d'Eté de Gif et nous les félicitons pour

cette deuxiéme session qui nous semble avoir amplement atteint son but,
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INTRODUCTION

"The first problem in data presentation is the
realization that the problem of presentation
exists, It is possible to compare models with
experimental data using an insensitive variable
such that agreement is obtained whereas if
another variable had been used disagreement
would have been found. The real problem is to
find variables, or way of displaying the data
such that the "physics" of the experiment is

clearly visible",
D.R.O. Morrisson

{Proceedings of the Lund International
Conference on elementary Particles, p.261).

Il y a certainement un probléme pour communiquer les résultats de
mesure des polarisations de particules et résonances en physiquedes hautes
tnergies, C'est & ce probléme que nous nous attaqueronsg dans ce cours, nous
en présenterons la solution générale et son application trés explicite & des
types particuliers mais trés courants d'expériences. Rappelons comment se
présente le probléme de communication des résultats d'une expérience ol

n'intervient aucune polarisation de particules,

L'invariance relativiste exige que le taux de transition d'une désinté-
gration ou d'une réaction entre particules ne soit fonction que des invariants
de Lorentz qu'on peut former avec les quadrivecteurs impulsion-énergie P

de chaque particule, Les invariants sont de la forme

2 2
p, = m, et Pi-Ri (1)

ainsi que
K V. p O
= € . P. 2
) wpo i Pj Pic Py @

si la parité n'est pas conservée. A cause de la conservation de 1'énergie-

det(p,, PpPo By

impulsion, ce pseudo-scalaire est d'ailleurs nul si moins de cing particules
interviennent dans la réaction. La valeur de ces invariants se déduit des

valeurs des énergies, impulsions et angles entre les impulsions dans un repére
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fixé (centre de masse, laboratoire = repére au repos de la cible, repére au
repos d'une des n particules de la réaction, ...). Les taux de transition

(= section efficace, vie moyenne, rapport de branchement) totaux ou différen-
tiels mesurés expérimentalement ne dépendent que de la valeur de ces invariants.
Par exemple, pour une désintégration en trois particules, cela est fait en
utilisant le diagramme de Dalitz. Chaque événement observé est représenté
par un point de ce diagramme et sa position géométrique dans le diagramme
contient toute l'information physique. L'intérét des diagrammes de Dalitz, par
rapport a tous les autres possibles pour ces désintégrations, c'est que leur
mesure naturelle do est celle de 1'espace des phases aprés intégration sur le
groupe cinématique de symétrie de cette désintégration, c'est-a-dire dans ce
cas, le petit groupe G de impulsion-énergie de la particule qui se désintégre

(G est le groupe des rotations dans le systéme au repos).

La dimension d du diagramme des invariants autres que les masses,
c'est-a-dire le nombre des produits P—i'Bj i# linéairement indépendants,
croft avec le nombre n de particules intervenant dans la réaction, En effet,

d = 3n-10 pour n>4
(3)
(d= 0 pour n<3)
2

Par exemplepour n=4, d=2:eneffet s+t +uy = E4mi .
i=1
La grande valeur de d , dimension du diagramme des invariants, rend
la représentation de celui-ci difficile, Cependant, une représentation géomé-
trique peut &tre encore d'une grande utilité comme 1'a montré par exemple

L. Van Hove (Nucl. Phys. B9 331 1969),

Par définition, la polarisation est ce que l'on doit observer pour déter-
miner complétement 1'état d'une ou plusieurs particules lorsqu'on connaft

leur énergie-impulsion,

Dans les réactions entre particules de la physique des hautes énergies,

certaines particules ont un spin non nul, Alors une information complete sur

la physique de la réaction requiert la mesure de la polarisation des particules
finales et/ou celle des particules initiales (cible et/ou faisceau polarisés)., Cela
comprend aussi les réactions produisant deg résonances car a la méme approxi-

mation ot 1'on peut attribuer A ces dernidres une masse, un spin et une parité
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on peut définir leur état de polarisation, Il faut reconnaitre qu'il existe

dans la littérature un assez grand nombre de paramétrisations. Trop souvent
le choix des parameétres de polarisation est fait uniquement en vue de la
comparaison avec un modéle théorique & la mode. Mais les expérimentateurs
qui peuvent espérer que leurs résultats d'expériences seront utiles pour
d'assez nombreuses années i , doivent utiliser une facon plus intrinséque

de décrire la polarisation. Il est inquiétant aussi de constater que trop souvent
encore le domaine de valeurs possibles pour les parameétres choisis n'est pas
connu - ou en tout cas non indiqué - des physiciens qui les mesurent, et il
n'est pas rare de voir des points expérimentaux en dehors du domaine imposé
par la conservation du moment angulaire et par la positivité des probabilités

(on dit encore "par l'unitarité”),

Comme nous le montrerons, pour tout point (= ensemble de valeurs des
invariants Py Rj linéairement indépendants) du diagramme cinématique de la
réaction (= diagramme de Mandelstam, Dalitz et leur généralisation) la mesure
de la polarisation d'une ou plusieurs particules peut &tre représentée par un
point d'un domaine & dans un espace euclidien & N dimensions. (Voir la table I

pour la valeur de N dans des expériences typiques), Nous ferons une étude

T La vie moyenne de la majorité des modeéles théoriques est inférieure

au temps nécessaire pour accomplir une expérience (deux ans ?)
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&laborée de ces domaines & et de leurs propriétés ! |

Toute la signification physique est donnée par la position du point
expérimental dans @ . Est-il sur le bord, prés du centre, dans un coin,

prés d'un point remarquable ?

Pour les types d'expériences traitées dans le cours nous indiquerons

quelle partie de D est préférée par les modeles théoriques les plus simples.

Représentés de cette fagon géométrique et intrinséque, les résultats
expérimentaux pourront 8tre aisément comparés a tout nouveau modeéle
théorique f . En reportant l'erreur sur le méme diagramme on se rendra
compte aussi de sa petitesse par rapport & la taille du domaine * . I1 est
peut-&tre dangereux de grouper des résultats d'expériences différentes, mais
pour le faire il suffit de prendre dans le domaine géométrique le barycentre

des points représentatifs avec leur poids respectif,

t Il y a par exemple une métrique naturelle sur ces domaines, ayant une
signification physique importante et il est curieux de constater que les
paramétrisations les plus courantes dans la littérature correspondent a

un choix de coordonnées non orthonormales pour D.

4 On peut d'ailleurs penser que méme les théoriciens décriront leurs
prédictions de cette fagon intrinséque, Cela aurait déja permis de ne
pas publier certains papiers théoriques dont les prédictions étaient hors

du domaine gD !

I1 faut bien reconnaftre que pour les expériences préhistoriques d'il y a
quelques années ol une polarisation était mesurée avec une cinquantaine
d'événements, la taille des erreurs et du domaine & étaient comparables,
On peut se demander ce qui était mesuré, C'était aussi 1'époque o les

prédictions des effets de polarisation des modeles étaient hien vérifiées! .



TABLE 1

Nombre N de paramétres de polarisation en fonction du spin j

de la particule (de masse non nulle)

Etats 4 une seule particule

najen

N 3 8 15 24 35 (21+1)%-1

Fitats & deux particules en tenant compte

des corrélations de polarisation

. 11 1 3 3 .
(11,32) (2,2> (2,1) (1,2) (2,2) (31,32)
N 15 35 143 399 [(231+1)(232+1]2-1

Pour 1'état pénéral & k particules

ko2
N = (m_ (2541)7-1

1




I.1-1-

Premiére Partie

LE DOMAINE DES MATRICES DENSITE

DE POLARISATION

Chapitre 1

DESCRIPTION COVARIANTE DE LA POLARISATION

1.- L'espace K ., des états d'une particule.
(m, j)

Dans une théorie quantique relativiste les états cinématiques d'une
particule forment un espace d'Hilbert K(m,j) sur lequel agit la représentation
unitaire irréductible de masse m et de spin j du groupe de Poincaré ? . Ces
représentations (m, j) ont été déterminées par Wigner (Ann, Math, 40, 149, 1939).
Pour les particules de masse m # 0, Wigner réalise 1'espace K(m,j) comme

I'espace des fonctions

X
Gy %5 (1)
définies sur Qm » la nappe d'énergie positive de 1'hyperboide de masse
2 2 o) _
ﬂm.2~m~0,p>0~0(3)~1 (2)
et & valeur dans un espace d'Hilbert 3C2j +1 de dimension 2j+1 et de produit
scalaire .
J
<X.,¢>= T YHPH (3)
B=-j
Le produit scalaire dans % ., est
(m, j)
<X, ¥>> = j <X(p), ¥(p)>dg_ (4)

o
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ou de , la mesure invariante relativiste sur Qm , ecst

¢ 3

: 2 2.4 _ d'p .

ag = | epept-midp = (
n p® 2D +m

[

est encore appelé Wintégrale directe" de 1'espace szﬂ(;ﬁ)

de

ce ¥
Un tel espace ] (m, §)

b4
pour la mesre di}
in

J'@ d3 -»
O 3y, (D) e (6)
(m,3) g TEHLT a2y

m

et X_(p)p est le paguet d'ondes.

Rappelcmé qu'une transformatidn de ?, le groupe de Poincaré, peut étre
décomposée de fagcon unique en produit d'une translation a de l'espace temps et
d'un élément A du groupe de Lorentz£ . Nous notons (a, A) les éléments ao fzj .
La loi de groupe de f)P est

(2, A)bAG) = (2 + Ab, AM) (7)

La représentation unitaire irréductible (a, A)A—»U(m’ 1) (a, A) de ?sur K(m .
2 a 1, i}

est définie par

ot les Q(p, A) sont des matrices 2j+1 par 2j+1, unitaires :
B

&
Qp, A Qp,A) = 12j+1 (9)

qui satisfont les relations
Qip, A) QA 'p.M) = Qlp, AM) (10)

et qui forment un ensemble irréductible de matrices,

Soit £p le petit groupe du vecteur énergie-impulsion p ; c'est 'ensumble

La formule (10) montre que les Q(p, A) forment une représentation unitaire
irréductible de dimension 2j+1 de ogp .
Nous allons expliciter les Q(p, A).

Comme il est bien connu, £ est isomorphe au groupe ﬁ:des rotations.
En effet £p est le conjugué dans < de f :
L = A @r! (12)
p p p
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oii A estla transformation de Lorentz pure de vitesse p/E

Ezm/\t (13)

P~
ol t est le vecteur unité¢ de I'axe des temps, Pour tout élément A de <&

Ay hA b = 6 (14)

et on peut prendre pour Q(p, A)*
1

NG - ,
Qip.A) = DT (Ay T AAL) (15)

2. - La polarisation d'une particule.

Les observables qui définissent 1'état d'une particule de masse mni ¢!

spin j sont les générateurs hermitiques de U(m’J)

(ils forment & un facter

i

prés la représentation irréductible (m, j) de ¢ , I'algébre de Lie deT ) et tous

les opérateurs hermitiques fonctions de ces générateurs. Considérer I (if:),

I'algébre enveloppante de? , c'est se limiter aux fonctions qui sont des polynf-

mes. Les observables énergie-impulsion PA et moment cinétique relativistc

MM forment une base de l'espace linéaire de ces générateurs. Leurs relations

de commutation sont

;

[P, P" = 0 (16)

X MP = 5 APV Y PH (16')
J

[MPV, MpOJ = gpvaG+i gqupp“ i gmMup~ i gvapc (16")

(<)

# On peut généraliser les Q(p, A) en choisissant des tétrades. On note 1(t)

une tétrade associce & t, _r}(p)(o()unetétrade associéed p, et n(/ E)(M’g

tétrade associée a A p. Alors Ap (resp. A p) est 1'élément unigite do

qui transforme g(_)(o() en E(g)(o() (resp. n(A E)(O())'

une

F)
L
CAly
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- . . .
Avec le tenseur métrique de Minkowski gi = gw} nous pouvons abaisser

et lever les indices des PA et des Mw/ .
On vérifie que

A A

p’ - p pt = p'p 17
ol g)\]-l B ( )

A

est dans le centre de E(T) :
[g_z ) P)‘} =0 = [gz ) MW} (18)

A
Les P commutent entre eux mais, pour les états d'une particule de spin j # 0,
ils ne forment pas un ensemble complet d'observables qui commutent, Pauli*' fut

le premier 3 introduire des éléments de E(fP) commutant avec les P)\ :

W, = —% € wp pH MYP - -% o VP pH (19)
On note que

P.W = PXWX = W.P = 0 (20)
et on vérifie bien la commnutation des W'x et des p#

[w , P*‘} = 0 (21)
X
On remarque aussi que

w2 = w W (22)

e

est dans le centre de E (55). Sur l'espace :ﬁm i) de la représentation irréduc-
tible (m, j) de f, 22 et EZ doivent donc 8&tre multiples de l'identité

2
P = m’ , W o= -mPjGnI (23)

Nous appellerons l'opérateur quadrivectoriel W (qui est un pseudovecteur
pour les symétries d'espace) "l'opérateur de polarisation” puisqu'il va nous
servir 4 former les observables de polarisation., Notons cependant que les

composantes de W ne commutent pas entre elles

, = P .
W, , W = i€ PY W 24
[ A ﬂ] AHvp (24)
:f. Cette découverte fut transmise par tradition orale et non publiée ; voir
par exemple : Lubanski, Physica 9, 310, 1942, Pour une ¢étude des W

. - v . . A 4. - 5 .
voir bargmann et Wigner, Proc. Nat, Acad. Sci. 34, 211, 1948.
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22
Y ,E e 1

On vérifie alors qu'il suffit d'ajouter une seule composante de W &
pour former un ensemble complet d'observables qui commutent (autrement 't :
pour engendrer une sous-algébre abélienne maximale de E (T)).

Nous allons suivre le traitement covariant introduit par Michel (Suppl.

{e)

N. Cim, 24, 95, 19589), Une base n orientée & droite et orthonormée de

l'espace temy s, satisfait &

i

(f>i)‘ (B _ gc<8 (25)

(0) (1) (2) (3)y_ L Awp S (B) ) (8) _ (25').

det(n i eotﬁy@ >‘np Ve

S $ ¥ & Sl

(e)

de p est par définition une base _Q(O{) orthonormée et

(0)

orientée & droite avec n

Une tétrade n(p)
= p/m.

Comme ¥ lui-méme, tout opérateur A sur }C(m i) peut étre

(rm, §)

décomposé en une intégrale directe

d

@ 3
-
A = f A (p) 4P __ (20U}
22p T +m

(9]

je1
o A(p) est un op¢rateur agissant sur K2j+1(2) .

A partir des opérateurs WA nous pouvons définir les "petits"

X
opérateurs W(p) . A partir des W(p)k définissons les opérateurs sur '.}Czj+1(p) :
NP CS AU S o) 1 A (o)
S (p) -5 Wip). n@)™= o Wip) . n(p)T (27)
L'équation (20) implique
sp® = 0. (271)

Réciproquement, on peut exprimer W(p) en fonction des trois matrices
i .
sp® (i =1,2,3)
wp) = mz s neE? (26)
i
Les relations de commutation (24) s'appliquent encore & W(p), l'intégrart

de _W_ et elles deviennent :

[S(E)m, S( E)m} S, s (20)
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LLes S(p)(l) sont les composantes de l'opérateur de spin pour une particule

(m, j) d'impulsion-énergie p. En effet les S(Q_)(l) sont les générateurs de la

(

représentation D 3 de sz (isomorphe a {},) sur 3€2j+1{_g) .

I1 est traditionnel de prendre 3{3)(3)9011:' axe de quantification, Les 2j+1 valeurs
propres de

3 1
s = - wp) . @ (30)

sont A

j~-X entier , -j<)<j, (30)
Elles sont toutes différentes,
Les vecteurs propres normalisés de S(B_)(a) » que nous noterons LQ,)\:’ forment

donc une base orthonormale de A2j+1(g) .

Une particule de masse m, spin j et d'impulsion-énergie P est dans un état
pur de polarisation si son état est complétement caractérigé par la donnée

d'un vecteur normalisé |[x > de sz+1(£) :

x> = gklg,x> (31)

Probléeme : Est-il possible de choisir 1'axe de quantification n(3) tel que

|x > soit vecteur propre de S(p)(g) ? Réponse:oui si j = Ce n'est plus

-é- L]
vrai si j> 1, voir appendice II A-1.

Nous ne traiterons jamais dans ce cours des particules de masse zéro,
Elles nécessitent un traitement différent comme le montrent les divisions

par m que nous avons faites,

3.~ Matrice densité de polarisation,

3.1 - Etats A une particule.

En général une particule (m, j) d'énergie-impulsion p n'est pas dans un
état pur de polarisation. Son état de polarisation est alors appelé "mélange",
Il est décrit par un opérateur p(ﬁ) sur K23+1(~9) hermitique, semi-positif,
de trace unité

pRI=0(P) =0,  trpp) = 1 (32)
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Rappelons que p(p) > 0 signifie que toutes ses valeurs propres ki sont

]

positives ou nulles. Soit|i > un vecteur propre normalisé correspondant & la
valeur propre )ai
A= <ifp(p)li > = tr p(p)li > < il (33)

A

est la probabilité de trouver dans 1'état pur de pelarisation |i > la particule qui est

dans 1'état (mélange) de polarisation p(p) . Cet opérateur p(p) qui décrit

1'état de polarisation est usuellement appelé matrice densité de polarisation.

Si la particule est dans un état pur de polarisation, on a

plp) =lx><x| (34)

e

On a bien trp(p) = <x|x> = 1,

Notons que |x > et eiipix > décrivent le méme état pur et correspondent & la
méme matrice densité ei(p!x><xie‘i(p = |x><x].

Notons enfin que tout opérateur sur :}Czj+1(_g) satisfaisant (32) décrit un état
de polarisation.

3.2 - Etats & k particules,

L'espace d'Hilbert W des états de k particules distinctes de masses m, .

spins jA , est le produit tensoriel (A =1,...,k)

X =K . & X . ® ...
k
=0 K : (35)
sur lequel agit la représentation
U= U DA (36)

A=]
du groupe de Poincaré. Pour des particules identiques, le produit tensoriel
doit étre symétrisé ou antisymétrisé, suivant que les particules sont des
bosons ou des fermions, Pour simplifier 1'écriture nous ne consideérerons

dans la suite que deux particules distinctes. Dans ce cas X est une intégrale

directe double.

&
K= 3{23'14—1(-91) @H23.2+1(gz) dQn, dQy,, (37)
lex g
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Lorsque les deux particules ont des énergies-impulsions Py Py la polarisa-
tion de cet 2tat a deux particules est décrite par un opérateur {)(_}31 ,32) sur
Zj +1P p Jx K 23 +l(pz) satisfaisant a
= T = {
ppy.p,) Plpy-py) =0, trplp,,p,) =1 (38)

Comme nous le verrons dans la partie 11, la connaissance de P (p1 s p2}
contient beaucoup plus d'information que la connaissance de la polarisation

de chaque particule séparément,

4. - L'espace des observables de polarisation et le domaine de polarisation.

Avant l'intégration avec le paquet d'ondes sur l'hyperbolcide de masse Q’m

(ou sur le produit des ﬂm), nous avons donc montré que la polarisation est

&
décrite par un opérateur p = P20, trp = 1 sur un espace d'Hilbert
[ o= di = +
}fn 23 +1(p) de dimensicon finie n Tlr(Zj 1).

Nous nous intéressons ici aux observables de polarisations que sont les opéra-

teurs hermitiques sur }Cn

Rappelons que si A = Ag‘ est un tel observable, sa valeur moyenne pour

1'état décrit par P est
<A> = tr Ao . (39)

Rappelons aussi des notions simples concernant les opérateurs linéaires
sur un espace d'fHilbert 1«’5 de dimension finie.

Les opérateurs zorment un espace vectoriel complexe ,ﬁ('k” ) de dimen-
sion n?. Les opérateurs hermitiques A = A forment un sous-espace vectoriel
réel :!{,mc ) de dimension nz.

n

L'espace a@(i!{q) peut &tre muni d'un produit scalaire hermitien <A, B>

ainsi défini

<A,B> = Tr A*B (40)
Cette équation donne au sous-a2space réel 'g(f}‘in) une structure dfespace
euclidien ‘g 5 » de dimension n”, avec le produit scalaire

n=
(A, B) = tr AB {41)
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La distance de deux "points®, A, B € é 5
Il
3] 1'/2
d(A,B) = (A-B, A-B) > 0 . (42)
En prenant I'opérateur 0 comme origine la sphére unité 80 N de dimension

N = n2-1 est l'ensemble des opérateurs hermitiques A tels que
A€ ef’N o trAZ = 1 (43)

Soit p une matrice densité, Xi sec valeurs propres (distinctes ou non)

o<x, , trp =T A =1
1 1 1

Alors

trp? = B2l = @A)’ T AN <1 (44)

i ity + 3

Les matrices densité @ sont a l'intérieur ou sur Q‘fN . Ltéquation (44) montre

que seuls les états purs (un seul )ui # 0) sont sur ‘;’PN .

Nous pouvons encore traduire géométriguement les autres conditions

définissant les matrices densité

2
tr p = 1 définit le sous-espace 8 (plan de dimension N =n -1 ue é 2‘)‘,

3
p > 0 définit un cone @ de sommet O. L'ensemble des matrices densit?

sur SC forme un domaine gD de ’g 2
gz) - (45)

La figure 1 résume cette situation. Le centre de gN 1 est la matrice

-1
p, = <1 (46)

qui est le pied de la permendiculaire de O sur EN

=T

2 2
d(0,p )" = trp =

Le rayon de la sphére apN 1 est

(1 - ato,p )Y = = (47).

La matrice po est une matrice densité de polarisation. Elle décrit 1'éte!l
"non-polarisé", Le degré de polarisation d'un état p est proportionnel 2
d(P.P ). I1 est nul pour p_. On veut qu’il soit 1 pour les états purs (qui son!

sur JI’ 1 on a donc la définition
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‘ FIG.1
Fig, 1. L'espace euclidien ZN+

1 des opérateurs hermitiques sur ’}Cn .

le sous-espace EN des opérateurs de trace 1 et la sphére 6N de rayon 1.

L.e domaine @n des matrices de polarisation est l'intersection '@N n‘én ol ‘Gn est
le cdne convexe des opérateurs positifs, Les états purs sont représentés par les
points de la frontiére de $n contenus dans E}DN 1 st n@N La matrice densité
po = -11;1 de 1'état non polarisé est représentée par le point po centre de apN-l‘
Par une dilatation de centre O et de facteur Ny le rayon de N-1 devient unité

et pour toute matrice densité p la distance dp = , p - pol donne le degré de polari-

sation.
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Degré de polarisation de p = dp

1/2
dp = E‘% dip,p,) = % ((‘crpz} ~-3;) (48)

T~

Notons que si deux états purs x>, y= sont orthogonaux dans }Cn H
<xX,y> = <y,x> 7 0 , leurs matrices densités px = x>»<x, py = y>rly
sont orthogonales : trp p = 0 . La structure euclidienne de E 9 2 donc

n

y o4
bien une signification physiquej

Nous étudions la géomé'trie de ce domaine gDn dans plusieurs parties
de notre travail "Polarization density matrix", entre autres dans l'appendice
1. A6 annexé au cours, ou nous étudions plus spécialement ses propriétés de
convexité et certaing plans de symeétrie.

La convexité de gDn traduit la propriété : si 0 1 +Py sont deux matrices
densités p = Apl + (1 - X );:)2 est une matrice densité pour tout X gatisfaisant

01,

5. . Covariance relativiste de la polarisation.

L'équation (8) nous donne explicitement la représentation de 5’3, le
groupe de Poincaré, sur K(m i) Connaissant la loi de transformation de

X(B)p nous pouvons en déduire celle des matrices densités p(p) puisque la

matrice p(p) d'éléments
o’ = X@* Xip® . (49)

est la matrice densité d'un état pur.

Par l'action de (a, A), p(p) devient
A - *

@ Mop) = Qp.M e p) @l N (50)

Notons que pour se donner explicitement p(p), par ses éléments de matrices,
il faut choisir une tétrade _g(_p_)(d).
Stora (séminaire miméographiérde Saclay) a le premier systématisé 1'étude de

la covariance en considérant X et p comme fonction sur les tétrades de pé€ Qm

1 Pour réduire au minimum le nombre de dimensions des diagrammes, nous
nous restreindrong au sous-espace euclidien 61\ en prenant toujours }3&
comme origine et dp comme longueur du vecteur pop.
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. o) ¢
et en abrégeant la notaiion n(p) en ipz. Nous renvoyons au cours de Moussa

pour 1'étude compléte de la covariance de la polarisation. Nous parlerons plus
loin des choix pratiques de tetrades.

Limitons-nous ici aux (rancformations de cfap , le petit groupe de p . Puisque
D{;p est isomorphe a @,, nous les appellercns "rotations"., Pour une telle
wrotation’, (50) s'écrit (voir (15))

pYin aay) oip) oAt A (51)
G)

A&Cp , W o(p) =

Le groupe des "rotations agit donc par la représentation D ur

(p) et par la représentation D(J)a D(J) sur l'espace Rils {p)) des
01 2j+1

observables de polarisation. La décomposition de cette représentation en
somme directe de représentations irréductibles

2

(L) -
L=0 D (52)

@550 - o

décompose l'espace g 9 en une somme directe

(2j+1)
) (L)
g(zjﬂ)z é 2L+1 (53)
. o N . (L)
et toute matrice o€ {5(2j+1)2 en une somme {(ordinaire) de matrices p
5 (Ly _ 1t . 2] (L)
PF T g P 25+1FEL1P (54)
(L)

qu'on appelle les composantes multipolaires de 9 ; la matrice 0 est

appelée le ZL—pf)le de p . Par exemple L =1, dipdle, L =2, quadrupole,
L = 3, octupdle, etc.

Considérons l'algébre enveloppante E (cf; ), formée par les polyndmes
en o(p)( i . Grice aux relations de commuvatmn (29) nous pouvons symétriser
complétement tout polyndme. Par exemple

5 5@ - 5w’ (55)
' m

.

est le polyndme de Casimir. Sur Uespace K il est égal a j(j+1)I . Les

2j+1 .
polyndmes symétriquas homogenes de degré L en S“)
ex, L =14 > - L) L) (k) L)
ke Cigee 58T S R
les C,. étant réels complétement symétriques dans les indices et de plus

ijk&
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tels que
w N =
“ Ciiki v

- i U 4 0 %) -
241 les opérateurs de l'espace EZLH . Diou la

décomposition covariante de p(p) en multipdles (Michel 1959) (utiliser (27))
2jfacteurs

/"‘W/'\
ey - L W, Yo we, e W W
P 2j+1 "X m AP m m Apva. s m " m

(56)

forment sur l'espace ¥

ou les tenseurs d'espace-temps sk” sont completement symétriques et

satisfont ‘
sx = 0 | (567)

et (27")

pP.s8 =P SMA“.. = 0 (56")
En résumé, la polarisation d'une particule de spin j, masse m et im-

pulsion-énergie p est enti¢rement décrite de fagon covariante par les tenseurs

.. . L'opérateur W étant un pseudo-vecteur, la parité

multipolaires s s

AT TAp L
de ces tenseurs est (-1) .

Pour une particule de spin -%, il suffit donc du pseudo-quadrivecteur s,
orthogonal & p pour décrire enti¢rement la polarisation f . Le degré de pola-

= (~§_z)1/2 .

risation est d

Si une particule évolue dans un champ électromagnétique FW macrosco-
pique lentement variable dans le temps et dans l'espace {c'est-a-dire la parti-
cule ne "sent" pas le gradient et les autres dérivées du champ), 1'interaction
de la particule avec le champ ne dépend que du rapport % , si la particule’

est chargée, et du moment magnétique p. Si la particule est chargée on pose

Pour l'expression de W(p) et de g en théorie de Dirac, voir Michel et
Wightman (Phys. Rev. 98, 1190, 1958)et les différents cours communs ou
séparés, publiés ou non de ces auteurs, en particulier Wightman ,

Les Houches 1960,
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o= azx_,.]j_ ou g est le facteur de Landé {nombre pur) et j le spin.
me

Le mouvement de la particule 25t douné par

. e | .
= F.u (57)
o fﬂ. pa—yg ot

ou u = Q/m ; le point indique la dérivée par rapport au temps propre.

Le dipble de la polarisation évolue suivant 1'équation : (Bargmann, Michel

et Telegdi : Phys. Rev. Lett, 2,435, (1959) ')T

izonT‘”éE (58)
avee M= F+ %g' PEP (58")
ol §= I-ugu

, comme F, est un tenseur antisymétrique, Explicitement

et = T, w)?
Ol { AE)EJV = a'J bvn av bp et
(£, }_1_)“ = pHY u

Nous remarquons que u satisfait 4 la m&me équation (58) que s . Nuus
pouvons attacher A la particule une tétrade solution de (58). Le tenseur anti-
symétrique B représente aussi une transformation de Lorentz infinitésimale,
L'équation (58) intégrée fournit donc une transformation M) {{:Z avec les
conditions initiales A(0) = 1.

b
La polarisation sx s s)tp s "Mt 3 Dlinstant t est obtenue de celle a

l'instant zéro par la transformation A(t) . Autrement dit les composantes des

tenseurs multipolaires de polarisation dans la tétrade mobile

ld k
n(t)(a)p = A(¢)“V n(0)" Jv sont indépendantes du temps ‘F
a dw. () (8) (7) ; -
at s(t) a(t) Y n(t) 9 n(t) FRITE G (59)
F Si e est nul, on ne conserve dans (58) que le terme en g;i':’ aqu'on pose

éoal a u/j.

) § ) . -3

Pour le lepton u ou D'électron g- 2 est petit, de 'ordre de 10 7, Il est
alors intéressant de considérer le mouvement de s relatif 3 une tétrade

solution de (37). Ce mouvement relatif est lent, il est proportionnel ag-2,
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Terminons cette section par une remarque sur les plurimultipbles de
polarisation des €tats a k particules. Il suffit de généraliser les équations (53)
et (54). Comme nous 1'avons vu en (37), les matrices densités p(21,22, -P—k)

agissent sur 1'espace & }C(z. '+1)(-Bi) et sont donc des vecteurs de
3 i=1
a = @ ‘&(Zj +1)2 dont chaque facteur se décompose suivant (37). Par
i=1 i

exemple pour trois particules

2jy , 2ig, 4
% -5 1 32 3 (Ly) & ﬁ (Lo) o é(La) (60)
L1=0 5 L2=0 - L3=0 %Ll'i'l 21.24'1 2L5+1

d'ou la somme ordinaire

9(21,22.23) . PRy :By +R3) (60°)

6.~ Le domaine des matrices densité observées dans une expérience.

Dans une expérience donnée intéressons-nous &8 P , la matrice densité
de 1'état de polarisation de k des particules finales, Comme nous 1tavons v,
toute matrice du domaine @n de (45) (ot n =-n]i(=l (2j1+1) ) peut &tre une
matrice densité de polarisation. Cependant les cond’{tions de 1'expérience
peuvent imposer a p d'étre dans un sous-domaine gDn de gDn . Nous étudierons
en détail au chapitre II le cas ol les conditions initiales (cible et faisceau non
polarisés) et d'observation de 1'état final (par exemple réaction de quasi deux
particules finales) ont un 3-plan de symétrie. Sila parité est conservée dans
la réaction, alors p doit augsi avoir ce 3-plan comme plan de symétrie et

nous appellerons B-conditions la condition que doit satisfaire P d'étre dans [’R
-~

e de D : D -tn D

(un plan de symeétrie de " dans 1'espace 'gN). Le domaine e tﬁ R
‘ 3 & 1,2 H n2

a la dimension N = 3 (n“- 1) si n est impair, N = 5 - 1 si n est pair.

(61)



I.1-16-

Dans d'autres cas, que nous étudierons aussi au chapitre III, la conser-
vation du moment angulaire impose 3 la matrice p d'8tre dans une partie de la

)
frontiére du domaine @n , et parfois du domaine c@n . {veir condition de rang).

Enfin, il peut &tre impossible de déterminer complétement la matrice 2
dans l'expérience considérée. Par exemple, comme nous le verrons au
)

chapitre IV, dans le cas de résonances non éiranges, seuls les multipdles P(L s

L, pair, de la matrice densité P peuvent étre observés, Nous parlerons dans ce

cas de la polarisation paire de la particule # Cela correspond & observer la
P
' projection r du domaine convexe ﬁn sur un sous-espace H., Soit
I
- &
C a N H (62)

On doit avoir C ¢~ [ (voir figure 2). Si {7 est strictement plus grand que C,
et si la matrice mesurée pob {qui doit &tre dans r ) n'est pas dans C, elle ne

satisfait pas la positivité.

Nous pourrons prédire au chapitre V un certain nombre de cas ou C = F .

En physique nucléaire on dit " alignement",
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FIG.2

Fig. 2. A

r' est le contour apparent (= la projection verticale) de $n sur le
o~y

2-plan horizontal H et C = @n n H. Les deux domaines C et [

sont convexes et C c [,
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7.- Remarques sur le présentation des résultste de merure co polarisation,

Nous espérons qu'avec l'aide de ce cours les expérimentateurs saurcnt
déterminer le domaine r des parameétres e la matrice densilé de polarisatiorn
mesurés dans leur expérience. Notons gue certaing résuliais expérimentaux
sont observés a l'extérieur de f On pourrait interpréter ces expériences
comme une preuve de la non-conservation du moment cinétique, mais il est
préférable de s'assurer d'zbord que les avires hypothéses qui ont été faites
dans l'analyse ne sont pas en défaut. Par exemple les hypotheses que l'on &
faites sur le spin des particules produites sont peut-&tre a rejeter. e plts
les résonances sont en général produites avec un "fond" important, " cr foud
est incohérent et non polarisé, son seul eflet est de décrofire propriviioniacliie-
ment la polarisation observée. Par contre, les interférences des Giiiirer . s
ondes partielles du fond avec l'onde de la résonance peuvent trés birn o s
8tre négligeables. Dans la troisi¢me partie nous étudierons un tel ca . siont il @

résonance de spin 1 interférant avec un fond de spin 0.

C'est 1'art du physicien de savoir distinguer si un certain nombre
d'hypothéses simplificairices peuvent &tre utilement appliquées a son expérienc”
Le but de ce cours es. de donner les conséquences des différentes hypothescs
simplificatrices habituelles : une résonance & un spin et une parité déterminie,

De plus, pour certaines exp’'riences, le nombre de parameires mecu-
rables peut &tre supérieur a la dimension du domaine r Dans ce cas l'expé-
rience peut vérifier certaines des hypothéses utilisées pour déterminer F
Par exemple, on peut vérifier la conservation de la parité dans une expérienc.

(L)

B-symétrique. En effet les parameétires de polarisatlion r M qui doivent etre
h.
nuls par la condition B sont mesurables comme les autres., Leur mesure <
8tre faite. Une incompatibilité avec zéro serait la preuve d'une violation ‘e
la parité,
Dans le cas ou toutes les hypothéses simplificatrices soat apylicebl o,

tous les choix possibles des parameétres de polarisction sont-ils &7 DeOLe. L

La réponse est négative. En effet, dans une expérience de précisic . 1aaain .
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on peut passer par une simple transformation mathématique d'un choix de
paramétres indépendants 4 un autre, Mais pour des résultats expérimentaux
groupés par "bins", cette transformation est nécessairement approchéef. Aussi,
nous pensons qu'il est utile, pour les réactions a quasi deux corps, de publier
les différents diagrammes correspondant aux trois différents choix physiques
de "frames" (voir ch.lII.A2) adaptés a 1'étude des échanges dans les voies

s, t, u. Une présentation redondante des résultats d'une expérience peut
certainement faciliter la comparaison avec toutes les hypothéses théoriques

proposées ultérieurement,

Notons que la représentation géométrique que nous proposons dans la
deuxiéme partie est intrinseéque f et que mieux qu'un tableau de nombres elle
permet de visualiser les régsultats d'une expérience et leur comparaison avec

les modeles théoriques passés, a la mode ou futurs!

t Par contre le passage d'une quantification en hélicité a une quantification
en transversité (et vice versa) est toujours une simple transformation

mathématique.

* Si les points représentant une expérience étaient vraiment différents
pour différents choix de parameétres, ce serait une indication que les
erreurs (qui doivent &ire représentées sur le diagramme géométrique)

sont sous estimées,
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PARTIEI - APPENDICE ]

TENSEUR METRIQUE DE L'ESPACE 3{23.+1

SYMBOLES -3j ET -6j

- 1 i .
1 Tenseur métrigue de l'espace 162j+1 .

Soient z un espace vecforiel de dimension finie dont les vecteurs sont
notés x et ‘Z; ' son espace vectoriel dual dont les vecteurs sont notés yT .
On note yTx le résultat de l'application linéaire yT du vecteur x ., Si on
définit une base dans ﬁ et sa base duale dans ‘6* , le vecteur x est représenté
par une matrice colonne, le vecteur yT est représenté par une matrice ligne

et le résultat yTx est obtenu en faisant le produit matriciel de yT et x .

i} A 1'action du groupe Y sur % par la représentation linéaire irréductible

: *
‘g 3y g ~+D(g), correspond une action sur ‘é par la représentation contra-
grédiente : % 3g ~3D(g)” 1T. Si ces deux représentations sont équivalentes,

il existe un opérateur d'entrelacement " tel que

PoE ! = bt (a)

ii) Soit ¥(x,y) une forme bilinéaire non dégénérée sur E . Elle définit

*
un isomorphisme 'yT entre ‘f, et ‘6 :

$ >xarvix. = v = (G0 = xGeE

s, s . - o1 h . s .
ot G est une matrice inversible. Cela permet d'écrire la forme bilinéaire
sous la forme

Y(X,y) = XT Gy

On dit que la forme bilinéaire y est invariante par ltaction du groupe

sion a
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Vgeg
Vxyel

Y (D(g)x, D(gly) = v(x,y)

Cette invariance implique la condition sur G

¥xy x D(g)GD(gly = x Gy
ou
G D(g) G = (gt (b)
c'est-a-dire que la représentation D(g) est équivalente A sa contragrédiente,

la matrice d'entrelacement étant la matrice G,

La comparaison des équations (a) et (b) montre que réciproquement,
toutes les fois qu'une représentation d'un groupe est équivalente A sa contra-
grédiente, 1'opérateur d'entrelacement [' permet de définir une forme biliné-

aire invariante de 1'espace sur laquel agit la représentation,

Les représentations unitaires irréductibles du groupe SU(2) sont
équivalentes A leur contragrédiente, Nous allons montrer comment cette
propriété permet de définir une forme bilinéaire sur l'espace SCZ 1 des
états de polarisation d'une particule de spin j . Pour des raisons pédagogiques
nous conduisons les calculs en paralléle avec l'exemple, plus connu des

physiciens, du groupe de Lorentz agissant sur 1'espace de Minkowski,
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Les transformations du groupe de |
Liorentz sur l'espace de Minkowski sont -;
représentées par les matrices réelles

4x4, notées A, d'éléments

R N B menn I S OIS —

A, . wov= 0128 (1)
Elles satisfont la relation de pseudo-
orthogonalité :

c acl = 41T (2)
ol G est la matrice
1 a
- -1
G B (3)
-1
L
c'est-a-~dire :
0 s8i pfv
G”u= 1 si p=v=0 @
"1 Si H=V=1,2,3.
Notons que
cl=g=6" (4)

La matrice G représente une transfor-
mation de Lorentz particuliére, la
symeétrie d'espace (renversement des

coordonnées d'espace) :

Les transformations du groupe des
rotations sur l'espace }C2j+1 des états
de polarisation d'une particule de
spin j sont représentées par les matri-
ces unitaires, (2j+1)x(2j+1), notées
I)J, ou DJ(R), d'éléments

P £} . A

DJ(R) m' m.m.= "j, "'J+1' .no,J"l,}o
Elles satisfont la relation d'équivalence

avec la représentation complexe conju-

guée :

i -1
rjnlcrj)

(DJ)— 1T
oir [ ] est la matrice
i 1

[.= -1

i ;1
L ("‘)zj J

c'est~a-dire :

(™ =™

i’ m! m, ~-m' ’

Notons que
-1_ .2} - T
([ =% =)

La matrice FJ représente une rotation
particuliére, la rotation de -7 autour

‘ .
de l'axe n, :

DJ(EZ ] "”)

=
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On définit les composantes contra-

u

. v . .
variantes g° du tenseur métrique de

l'espace de Minkowski par la relation :

oGk
v

Notons que la matrice G étant symé-
trigye, le tenseur métrique est symé-
frique

v

g W

g

=

Les composantes covariantes gw du

tenseur métrique sont définies par

p

v
= §
8,8 "

iy

et on a

Le tenseur métrique permet de
lever ou d'abaisser les indices des

tenseurs de l'espace de Minkowski

(6)

(7)

(8)

(9)

On définit les composantes contra-
!
variantes ijm du tenseur métrique

¢

i P 3 -
de l'espace 1 25+1 par la relation :

mm!

- m
o = (rj) m'

Notons que la symétrie de la matrice
{" j dépendant de j, ona
mm' m'm

2]
C, = (<) C,
] =) ]

m' du

tenseur métrique sont définies par

Les composantes covariantes ij

m"

mfm"
c. =6

CJ .
mm' j
et on a

oJ

i+m
" = (-}

m,-m

Le tenseur métrique permet de

j - jmm'
e = (-FC]

lever ou d'abaisser les indices des

tenseurs de l'egpace X

2§+1 °
voo=o) T L yitm e,
m mm' -
m ! j~
Y gl C_mm ‘vm' = (_)J mV

j ~-m

Note - Le tenseur métrique n'étant pas
symétrique pour lever ou abaisser les
indices il faut préciser la place de
'indice qui est sommé., Nous convenons
de sommer sur le second indice du

tenseur métrique,
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2 - Symboles -3j.

2. 1. Définition et propriétés.

Les symboles -3j sont définis & partir des coefficients de Clebsch-Gordan.

. . .\ s s L
11 33 33 J17dg7 Mg
()
1

J
mlmzm3 3

Les propriétés des symboles -3j se déduisent de celles des coefficients de
Clebsch-Gordan,
a) Le symbole est nul si les nombres ja ne satisfont pas la relation trian-

gulaire

. - » g - é - + - ) N s - 2 . 1?‘
i, 35] i, <3yt ig o, B,y = 1,2,3 (12)
Le symbole est nul si les nombres ma ne satisfont pas la relation

ml+m2+m3=0 | (13)

b) Le symbole -3j est invariant pour toute permutation circulaire (ou paire)

des colpnnes. Deux symboles qui se déduisent 1'un de l'autre par une permu-
j1tiz2+is

tation impaire des colonnes sont égaux a la phase () prés
. C i+ S
3, 33 19 PREARE 3y 33 I3
= (~) . (14)
myma S i R

De plus on a la propriété
/ . s . . +- +. . - '3

3 Iy 13 3,7, I3 Iy 3 I3
= (") . (15)

Ty Ty S R

2.2. Symboles -3j covariants et contravariants.
Wigner a introduit le concept de symboles -3j covariants et contrava-
riants. Le symbole -3j est un tenseur de l'espace produit tensoriel sz 1 ®

232+18 'K233+1 Dans chacun de ces espaces on a défini un tenseur métrigue
me
Cj qui permet de montrer les indices des tenseurs. On définit de
o
cette fagon le symbole -3j une fois contravariant
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My 3 mymy [ d1 2 3 jp-mg[ 1 72 3
= Cj = (=) ' (16)
1 1 -
Iy mymy mly m, my my my Mg
On note que si on 1éve les trois indices on obtient, en utilisant (16)(13)(15)

m, m, mg, Iy dy 3
- {17)

[y My My

BERPREE
2.3. Relations d'orthogonalité,
Les relations d' orthogorialité des coefficients de Clebsch-Gordan se

traduisent de fagon trés simple sur les symboles -3j covariants et contrava-

riants
» - 3 . ‘
By g d3)\ [y My mig m
1 3
= - o , (18)
m, m, m PR 2ig*1 m3
1 Mg M3 1 2 I3
L oo
1o dg dp\ [mym, mg m', m?,
S (2§3+1) - 5 5 (19)
j m_ m_ m i, 3 j ’ 4 Mg
I3 1 Mg M3 i1 32 3

2.4. Réduction du produit tensoriel de représentations du groupe des rotations.,
Le produit tensoriel de représentations du groupe des rotations est
réductible, on a
Gy G2y 5
DI®D" :212 D(L)
L=l5,-i,)

(20)

Les éléments de la matrice unitaire d'entrelacement qui effectue la réduction

sont les coefficients de Clebsch-Gordan. En utilisant la définition (11) on a

G) m Go) m, m, L M
1 1 92
ot 0 R 2 (%L oMM

1 2 L jx j2 M M L m’l m',

(21)
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2.5. Propriétés et valeurs de certains symboles -3j particuliers.

De la propriété (15) on déduit
1 32 33
: = 0 si jl + j2 + 33 est impair. (22)
0 0 0
Si 1'un des j& est nul, la valeur du symbole est simple

i 319 .
) = ()™ (23+1)‘1/2 . (23)

m -m 0

3 - Symboles -6j.

3. 1. Deéfinition et propriétés,

Le symbole -6j est défini comme le produit completement contracté

de quatre symboles -3j
Iy 3y 35 3y dy iz (my mp &) Mo M L\ [mg ny 4
- (24)
£ & £ mymy mg [\ 3y By k) Ny £y v/ Vg £y ¥
Les propriétés des symboles -6j se déduisent de leur définition.

a) Le symbole -6j est invariant pour toute permutation des colonnes.

b) Le symbole -6j posséde la propriété suivante
iy 4 & Jg 2 33
2 3y 33 2 &, 4

¢) Le symbole -6j est nul si les nombres ja et ,EB des quatre symboles -3j

(25)

n

de la définition (24) ne satisfont pas les relations triangulaires (12).

3.2, ldentités entre symboles -3j et -6j.

En étudiant la réduction du produit tensoriel de trois représentations
du groupe des rotations on obtient 1'identité
24, 3y Iy dg) [my my g\ f33 ) 0y my 0y L3\ [y 4y

=) ):(2;‘3+1) = (26)
is £ £ L)\ 3y 3y dglimyn by iy £ 13/ \Jg '93 %
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et en utilisant (18) on en déduit

Iy g J3) [y g My ™y ny dg\ [my ng b\ g a4,
. = . (27)
4y 4y 43) Vg 0y 3 iy mf \igdy ny) \igdym,
3.3. Cas particulier de symbole -6j .
Lorsque 1'un des jcz est nul, le symbole -6j prend une valeur
particuliérement simple
172 s Jptigtiy -1/2
= (-) [(232+n(253+1>] 6. ., 6. (28)
0 gl Il

1] 1]
i3 7y



