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Troigsieme Partie

AUTRES APPLICATIONS

Dans la deuxiéme partie nous avons étudié les états de polarisation d'une
particule de masse non nulle et spin  déterminés, Par la m&me méthode nous
pouvons traiter le cas des particules de masse nulle, des particules "hors de
leur couche de masse”, des états de superposition de spins et aussi les états
de deux particules et plus, De mé&me nous pouvons considérer les réactions
avec cible et/ou faisceau polarisés. Nous traiterons tous ces probiémes dans
nos fascicules "Polarization density matrix®, De itout ce programme nd_us
avons traité briévement a 1'Ecole de Gif les deux sujets suivants
- Superposition de deux spins,

- Corrélations de polarisation pour deux particules.

Ces notes de cours les développent un peu plus et traitent pour chaque
sujet un exemple concret :

au chapitre 1 : superposition des spins 1 et 0 ;

au chapitre 2 : polarisation des états de deux particules de spin % .
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Chapitre 1

SUPERPOSITION DE SPINS

0. Introduction -

Dans leg perties précédentes nous avons toujours supposé que les parii-
cules et résonances hadroniques que nous étudions cnt une masse et un spin
bien déterminés. De plus, nous avons fait des hypothéses sur la dynamique des
interactions de production de ces particules, En particulier nous avons supposé
que la parité est conservée, ce qui impose des conditions sur 1'état de pclarisa
tion des particules produites. Par exemple, pour une réaction B-symétrioue
(voir Partie I, chapitre 3}, si on quantifie selon la normale au plan de produc.
tion, les paraméires multipolaires Tt(i;) avec M impair, sont identiqueimnent
nul‘s.,

Si expérimentalement on observe que pour certaines réactions ces condi-
tions ne sont pas satisicites, cela signifie que 1'une, au moins, des hypothéses
que nous avons faites doil €ire rejetée, Avant de rejeter 1'hypothése de ia
conservation de la parité dans les interactions fories, il convient de s'assurer
que les autres hypothéses ne doivent pas 8tre réexaminées, en particulier
I'hypothése que le spin des particules est bien déterminé.

En effet, les résonances hadroniques apparaissent comme des "bossec®
dans la distribution de masse invariarte de deux (ou trois) particules finales.
Par exemple le po est une "bosse® dans la distribution de masse invariante
des 27 finaux de la réaction
- + -
TP nN® x

Les réscnances hadroniques n'apparaissent donc pas comme des obieis
isolés. Elles se désintégrent & 'intérieur de la région d'interaction de 1a

reéaction nucléaire qui les a produites. Aussi 1'approximation qui consiste a
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donner A ces objets une masse et un spin déterminés peut étre inadéquate.

Une étude compléte des résonances hadroniques consisterait a faire une
analyse en ondes partielles de 1'état des 2 finaux. Le plus souvent on simplifie
le probleme en faisant 1'hypothése gqu'une seule onde prédomine, c'est-a-dire
gue la résonance a un spin déterminé, et que le fond peut &ire soustrait parce
qu'il n'interfére pas avec la résonance. Dans ce chapitre nous allons adopter
une position intermédiaire en considérant 1'état des 27 comme une superposition
cohérente de deux ondes : une onde principale, celle de la résonance, et une
onde plus faible, celle du fond, que nous supposerons de moment angulaire £= 0.
Nous montrons que l'interférence entre ces deux ondes peut simuler une
violation de la parité dans les réactions de production et de désintégration de
la fésonance.

Nous traitons en détail le cas de l'interférence d'un spin 1 et d'un spin 0,
mais le formalisme que nous développons dans les sections 1 4 5 permet de
traiter de la mé&me facon la superposition de deux spins quelconques ou la

superposition de plusieurs spins.

T . . + -
Par contre pour les PO produits dans les anneaux de collision (e ,e )
1'approximation qui congiste i les considérer comme des particules

isolées est beaucoup plus acceptable. On vérifie d'ailleurs que la bosse

de la résonance est treés fine et n'est pas déformée.
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1. Matrice densité d'une superposition de plusieurs Spins -

Nous ¢tudions une réaction générale & quasi-deux corps du type
| A+B - (8] +D (1)
ol la "particule" {S} est une superposition cochérente de %spins. C'est-a-dire
que cet objet a une masse bien définie (& une certaine largeur prés) mais que
son spin n'est pas défini. Nous notong Ji (i=1,...,3b) les valeurs des spins qui
A A

apparaigsent dans la superpc)sition.1zz Par la suite nous noterons j,j','i', :]’\r,j, il

des variables qui prennent leurs valeurs dans l'ensemble des J ..
qui p i

1.1. Matrice de transition.

La matrice de transition de la réaction (1), pour des particules de spin
et de parité bien définis, a été étudiée dans le chapitre 1. 3., Nous la notons
mg mp . .
T . Si la "particule" {S} est une superposition de 3¢ spins,
' R Y =
nous devong considérer une matrice de transition dépendant du spin. Nous la

notons

jm m
r Dm m (2)
ATB
A A
ou j varie de J1 a J’% et pour 5 fixé, m varie de -f a +j.

1.2, Matrice densité,

La matrice densité, non normalisée p(S,D), de la superposition de

spins {S} et de la particule D est obtenue en faisant le produit
p(S,D) = Tp T (3

ou Pi est la matrice densité des particules initiales. Si les particules initiales

#*

Les spins Jj ne sont pas obligatoirement tous différents; on peut avoir

la superposition de deux spins égaux mais de parités différentes.
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ne sont pas polarisées, et si on n'cbhbserve pas la polarisation de la particule D,

la matrice densité de la superposition s'écrit
n A
Jjm jm myy »IAIIE

p /’\' ! = e' L
i'm mpmy i'm' mp

(4)

Les lignes de cette matrice sont caractérisées par les indices 3 et m, etles
colonnes par les indices f' et m', Pour ordonner les lignes et les colonnes

on fait d'abord varier les indices f et 3‘\' sur leur domaine de variation Jl"' JN s
et pour 3 et f' fixés, on fait varier les indices m de -3“ a +§ et m' de -3\' a +3"’.

La dimension nS de cette matrice carrée est donc :

n, .
n, = % (2J.+1) (5)
=1

1.3. Conditions a la production . B-symétrie .,

Dans le chapiire I.3. nous avons étudié les conditions imposées a la
matrice de transition et 4 la matrice densité par l'invariance pour la symétrie
Sn par rapport au plan de la réaction, appelée aussi B-symétrie. Ces conditions
se généralisen’c trés facilement au cas de la superposition de spins. Nous notons
ﬂj la parité intrinséque de 1'état de spin j apparaissant dans la "particule® {S} .
Si on quantifie selon la normale au plan de la réaction (transversité) on a la

condition, analogue a I A3-(14)

A A
jm mp mptmpg-m-mp, jm mp

T = ) - T 8
mymp Ui A‘anJ nD( ) mpmp (6)

d'olu on déduit, d'apreés la définition (4)

gm - m-m' jm
P 3\'111’ - nj‘nj\t (-) p

S

(7)

(transversité)

C'est-a-dire que l'on a

m-m'! m

me (<) = -1 = pJ S 0 (8)

c'est une condition de "damier" généralisée, voir I A3,



—
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T T — .

Si on guantifie selon un axe dans le plan de la réaction (hélicité), on a la

condition, analogue & I A3-(17)

A
jm m j o -m +) ~in -jrme] 4 A
J D JA A JB B b bx TJ,-m,-mD

T = TN, M)

i Ul

mAmB
(8)
d'ol on déduit, d'apreés la définition (4)
3m 3 5' m-m! 3 m
p g'm' = '43\ 7)34,(-) (~) p’ 3',-m' (10)
(hélicité)

Les conditions (7) et (10) seront appelées "conditions de B-symétrie" pour la
matrice densité de la superposition de spins,

: - +
1.4. Exemple : superposition des sgpins 1 et 0 .

Considérons les réactions du type
-1t 1 i+

0 + 5 = i + F 3 (11)
ol la "particule” {S} est une superposition de deux états de spins 1 et 0 et de
parités opposées., C'est le cas de la superposition de spins pour les p® produits
dans la réaction

T p —> £ an.
8i on quantifie selon la normale au plan de production, d'aprés la condition (6), la

matrice de transition a la structure suivante
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¢ !
0 a (0) + O |
”””””” “"‘“"‘ﬁ '
' ! {
0 b p 1! :
L 1
S 2
c 0 (1y + 0O ’
' |
A 0 d -1 ‘
I m e = TR ki - e -
TJ Dm = ; ‘ | (12)
B
e 0 (0) 0 i
e o e - |
. i 1
f 0 S |
o 1
\ =
L2
o g (1) ' 0. |
! I
) Q ;-1 ; !
AN R .
: m_ = " l : "“1" ,.\ ;I'ﬂ : I,
e - S R U
b i ] i
U, TP D L o e e LQ_J ________ 4

ol les nombres complexes a,...,h sont les amplitudes de transversité a
cinématique fixée. Pour construire cefte matrice nous considérons th comine

indice de colonnes et le triplet (3, m, mD) comme indice de ligne,

En utilisant la définition (4), la matrice densité de la superposition

{ 1, 0+} a la forme
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v T
jal +ie€ } ab + ef 0 ad + eh (0) 0 |
H e e e — - —
bd + f& || | b]” +|fl ¢ bd + fh N
= i ’ (13)
> }
0 o o gl o (1) o
da+ he || db + hf 0 |{d” +nl L=l
N !
LA i ! LA '
A L (1) bl m
! , ' !
R e I SR promerbenensd
fm' 0,1 0 -1
b o e e e e e e e e J

On vérifie sur cette matrice que les conditions (7} de "damier" généralisé

sont satisfaites,

Si on quantifie selon une direction du plan de la réaction, d'aprés la

condition (9) la matrice de transition a la structure suivante

a' bt

c! at

e' f!

S e | n
T = (14)

mB b! ~a'

-h! g'

f! ~-e!

-d! c!
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ou les nombres complexes a',...,h' sont les amplitudes d'hélicité & cinématique

fixée. La numérotation des lignes et des colonnes est identique 2 celle de la

matrice (12).

La matrice densité correspondante s'écrit

2 2 a’(E'-g') - - a'(g"‘a')
2(ja’] “+[p1l ") | 2arersbren) L
+h'(d'-h') +b'(h'—d')
[C'l2+id'(2 (Cy_gv)gv c'g' +g'c
heC.
~ Lnt2Hg? [ @-anF | dri e
P e T (15)
ea(gl_""l)
h.c. h.c. 2(}e'l2+ff'12) -
+f (h'-dl)
o]
hec. h.c h.ce
NE

la numérotation des lignes et des colonnes étant identique i celle de la

matrice (13). On vérifie sur cette matrice les conditions (10) de B-symétrie.



.1 -g-

2. Paramétrisation multipolaire de la matrice densité de la superposition

de plusieurs spins.

(L)

‘2.1. Les matrices M

Comme nous l'avons vu, la matrice densité de polarisation d'une "particul
superg‘tzsition de YL spins Ji est une matrice heormitique de dimension
ng =L (2J,+1), et nous notons ses ¢léments me/.\,m, . Dans le chapitre I, 2,
nous };f%)ns étudié les parametres multipolaires t ;JII) des matrices densité,
Pour cela nous avons défini les matrices T(IIJ!) qui forment une base de l'espace
de polarisation des particules de spin j bien déterminé, Nous pouvong généra~
liser la définition des matrices T(;&) de fagon & construire une base deyl'espace
de polarisation des "particules" superposition de spins. Chaque matrice de cette

base est caractérisée par quatre indices. Nous la notons

33 (L)
T (16)

Les indices j et j' peuvent prendre toutes les valeurs de l'ensemble des Ji .
et pour j et j' fixés, les indices L et M prennent les valeurs entiéres
[i-i'| < L € j+j* , M = -L, ..., +L an

(L) sont des matrices carrées n_x n. dont les éléments

. iy
Les matrices T M S S

sont définis par

a LAY
251 Jm m Ly
3i' (L) = [(25+1)(2j'+1)]1/4 ( A ) %4 63'3\' o)

Mo S f Mmy/ ¥

Les lignes sont caractérisées par les indices 3, m, les colonnes sont caracté-
risées par les indices 3’,m'. Pour 3 et 3' fixés, en faisant varier m et m'
on parcourt une sous-matrice de dimensions (2§+1} X (23\'4-1). Nous appelons
cette sous-matrice le bloc (5, 5‘) . Les blocs carrés (j,j) sont appelés blocs
diagonaux. On remarque sur la définition (18) que la matrice jj‘T(i‘g ne peut

avoir d'éléments non nuls que dans le bloc (5\ =3, 3'\' = j').
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(L)

RN
Les propriétés des matrices Wy se déduisent des propriétés des

symboles -3j
(L)

M
(L)

.
i) les matrices Wy sont réelles,

.
ii) les matrices W satisfont la relation

J'J"T(I\I{;) oL iMoo JT(I;\ZI (19)

(noter la place des indices j,j' dans les deux matrices).

iii) Tous les éléments de la matrice JJT(g) sont nuls, sauf ceux de la diagonale

principale du bloc (j,j} qui sont égaux a 1.,

On a
5o
i
) 2 . i (L) . . :
iv) Les ns matrices T forment une base orthogonale au sens du produit
scalaire
EY
<A,B> = Tr (A B) (21)
On a
LD TTLwn L VEFIETED
M+ Twm aer O %3 CL Omwme (22)
. o MM . . .
v) En utilisant le tenseur C 1 de 'espace }CZLi 1 (voir 1.,A1l) on peut définir
22t 4 A
les matrices 3 Tfﬁ) H
Mo ‘MM' i rr(L) - L-M /ijt, (L} \
Ty = S (V) = 07T (P (23)
et en utilisant {(18) on a
iMoo j-i'"+L ' ¥ .
T, = Jri ) (24
wn = @ (4 ”) (24)
vi) Pour une superposition de spins J , donnée, on définit la matrice
S S @(3)(11 dont les éléments sont
(3), o] (j}
3 cm , .
DV®RPT = DYRT e s, (25)

jhm! m' ji 3

c'est-a-dire que les éléments de la matrice @(3 (R) sont nuls sauf ceux du
. . N D N .

bloc diagonal (j=j , j'=j) dont les éléments sont ceux de la matrice de rotation
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On peut faire agir le groupe des rotations sur les matrices 33 T(N% de la

fagon suivante

3" (L) 'l gyld gy ditpl (3'), -1
Ty R T M—$ (R) TM@ (R) (28)

En utilisant la définition (25) et la formule de réduction du produit tensoriel des

représentations du groupe des rotations (I A1-21) on obtient

L) dit (L) (L) MY
g Ty DR (27)
* iy #*
:g: (;-;[) = ¥ D(L)(R—I)MM' ji T(ﬁz , (28)
Ml

(L)

ceq :
c'est-a~dire que les W M S transforment comme les composantes d'un

opérateur tensoriel irréductible,
L.a Table I donne la représentation explicite des matrices J (Nz pour
la superposition de spins {1 . 0} .

2.2. Les parameétres multipolaires i (1\';

On peut développer la matrice densité PJmflm! sur la base des matrices

i (L)
T'm
paramétres multipolaires

que nous venons de définir, Les coefficients du développement sont les

A
PS N

: L +L, . #\ jm .
jm - +j! 2L+1 i3t (L) jjt (L)

j'm|
En utilisant la relation d'orthogonahté (22) et la définition (21) on peut inverser

cette expression; on obiient

1 x g . &
i (ig - Tr(JJ zv; p) . (L) P> (30)

clest-a-dire

(L m L j' o
3 t(M) = [(2j+1)(2j'+1)]1/4 I ( ) Y
.7\ M m, ]

ou

. m Loy
= t(iﬁ) - [(2j+1)(2j'+1)]1/4 ( pl (31)
i M m'
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sans sommation sur j et j' dans le membre de droite,

-
Lies propriétés des parameétres 33 t(I;/z se déduisent de celles de la

(1)

.
matrice densité £ et des matrices 3 T Mo

i) 1'hermiticité de P (p* = pP) et la propriété (19) entrainent

ALY G- M L)
t M (-} t (32)

(noter la place des indices j,j' dans les deux membres).

o .

ii) d'aprés la propriété iii) des matrices 1 T(?I;I) la quantité nt(g) est la trace
du bloc diagonal p(;'f=j s §'=j) de la matrice p

3O = e,y (33)
et d'aprés (20) .

J1,00) jm - '
P2 to—o‘i} £ fj\m—Trp (337)
J j,m

2
iii) la quantité Tr p s'exprime facilement en fonction des parameires multi-

polaires, En utilisant (29) et (22) on obtient

2 .

2 s ZL+1 Lol
Trp® = © 3% - Gt z i (34)
it Lepegy TEFDEIR 0 M| |

iv) le groupe des rotations agit sur la matrice densité p de la superposition
de la maniére suivante
R .
o 2L =z 29m) )05 o
i J'

(3"

(R 7)) (35)

ou les matrices @m(R) sont définies par (25). En utilisant 1'équation (28} et ie

développement (29) de la matrice densité, on montre que les parametres
33 (L) . , L i3t (L)
M de la matrice p' sont reliés aux parametres v { "s/I, de la matrice £ par
1 . -

FEX ({_;) s2 I_,) ) L “1 ;M,
JJtsM - 1 t{M' .o( )(R ! . (36)
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v} ia mairice densiié¢ peut étre décomposée en multipoles, On ceinit .oz

oy
saudtipoles 3 p(L) par la relation : .
. i
fw_ 3L 2L +L [jj',,.(L) 30, 3w 5 m] .
¥ P Vizit(2a+1) ‘M Mt t J GV
M=-L
ooy
On note i p la somme des multipoles pour j et j' fixés :
. j+3t i
P i (38)
. L=|j-i'
et en portant (37) et (38) dans (29), on a la décomposition de p en Mmu.iipo.ies
< iy j+j' (L )
p=3 Yp=z5 = 33 () (39)
is 3 i3 Lo
5 - cys . ijt (L)
3. 5. Conditions de B-symétrie sur les parameétres *° t Mo

Les conditions de B-symétrie (7) et (10) s'écrivent facilemen: s. " .€=

parameétres multipolaires,
En utilisant la définition (31) et en remarquant que m-m' =M, la

condition {7) de B-symétrie en transversité s'écrit :

3 (L) _ M it (L) ac
(transversité)
c'est-a~-dire que l'on a
M jit (L) e
- T - = &
15 Ty (-) 1 = ty = © (41)
D'autre part, en utilisant l'identité
m L j s -m L
) = (L ) (42)
i M m' j-M -m'

ia condition (10) de B-syméirie en hélicité s'écrit :

L-M ' (L) "

i (L) )

(hélicité)
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- F
2.4. Exemple : paramétres multipolaires de la superposition {1 , O } .

La matrice densité est une matrice 4 x 4, Elle peut &tre décomposée en

quatre bloes (0,0), (1,1), (0,1}, (1,0}

i

0,0

0,1

1,1

(44)

Les parametres multipolaires des différents blocs sont donnés dans le tableau

ci-dessous

Il faut remarquer que, & cause de l1'hermiticité de p, tous les parameétres

00.(0)
0,0 t'o
11,(0)
o
11 Iit{}2 llt(é) Ilt(i)
(45)
11,(2) 11.(2) 11.(2) 11.(2) 11.(2)
t oy ty L ty
01 (1) 01 (1) 01,(1)
0,1 t‘1 to ‘cl
10.(1) 10 (1) | 10.{1)
1,0 t—l tQ tl

de ce tableau ne sont pas indépendants, On peut choisir comme paramatres

indépendants ceux qui se trouvent A droite de la double ligne ” .

La symétrie de Bohr impose des conditions sur ces parametres, Si on

quantifie selon la normale au plan de la réaction (transversité) en utilisant (40)

L -+ .
on montre que par la superpositicn {1 , 0 { , les seuls parameétres indépendants

)
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non nuls sont les dix paramétres réels

00 (0)
to
11.(0)  11.(1) 11.(2) 11.(2) 11.(2)
ty o Tty .ty Re £, 1 A
Re Olt(l) ’ I Git(l)
1 1
R O

(46)

(47)

Si on quantifie selon une direction du plan de la réaction (hélicité) en

utilisant (43) on montre que les dix parameétres réels non nule sont

00 (0)
Yo

11 .(0) 11,(2) 11.(1) o 11.{(2)
to, tO,Im tl,lm tl’R
01,(1) 01.(1) 01,(1)

Re 't 0 Im 't o Im "t 1

fm 10t(1)

1

. llt(?,)

(48)

(49)
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l .
3. Distribution angulaire de désiniégration en deux cOrps d'une superposition

de spins.
B
3.1. Forme générale de la distribution angulaire.

Considérons la distribution angulaire de désintégration en deux cOrps
¢'une "particule" superposition de cn;sp:ins { S} dont la polarisation est décrice
par‘une matrice densité RgX Ng p . L'espace de phases de 1l'état final est
paramétré par deux angles (8, ¢) . La distribution angulaire 1(8, ¢) est obienue
en fonction de la matrice de désintégration O(8, ¢) par la formule généraie
(voir 1.4) :
1(8,9) = Tr, Tr,[O(8, ) o] (50)
Nous avons vu que la matrice densité Q0 est une somme de matrices jj"o . La

distribution angulaire étant une fonction linéaire de P on peut la décomposer

en une somme

Ke,9) = T 6,9 | (51)

isy
avec _ |
Wie,)= Tr, Tr, [Ofe, @)JJ'p] - e, (52)

‘1
Le terme 77 I1(8,p) est la contribution 2 la distribution angulaire des blocs hermi~-

tiques conjugués 1l'un de l'autre (3 = j' , 3" =j) et (3=3 , 3' = 3') de la
matrice densité de superposition,
Par un raisonnement tout & fait semblable & celui du §3 du chapiire .. 2,

194
on montre que le terme 4 1(8, v) peut s‘écrire en fonction des parameires

oy
multipolaires 9 tu;/% sous la forme, analogue 3 1.4.(33)

'ie, = gL [jj'caL> ) 3 e j’ichf]Y;L’ce,¢> (53)

L=}j-j'| M=-L

.
ou les coefficients ¥ C(L) dépendent de la dynamique de la désintégration et
du spin des particules finales. La distribution angulaire est une fonction reeie.

En utilisant la relation

e

w ., M
Yiu *© (=)

L)

( L
Y'Bd (9%

. o
et la relation (32) on obtient la condition sur les coefficients 33 C(L)
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Wewy = " Ve (55)

(noter la place des indices j, j' dans les deux membres).

3.2. Normalisation de la distribution angulaire.

Le bloc diagonal p(j,j) de la matrice p est la matrice densité de 1'état
de spin j qui apparaft dans la superposition iS} . Si on normalise la trace de
la matrice densité p a l'unité, la trace du bloc p {j,j) représente la proportion
de 1'état de spin j dans la superposition. Si on considére un nombre N de
particules et si on note Nj le nombre (mesurable ou non) d'états de spin j, on

a, en utilisant (33) .
i _ Ny
t 0 = _...1.... (56)

Trp(i,i) = N

Le terme V1(8, ¢} est la contribution & la distribution anﬁulaire de la désinté-
gration de 1'état de spin j. Elle doit &tre normalisée a -1—\11 , c'est-a-dire
i N
1(8, ¢) d(cos @} dg = 5 (57)
En utilisant la relation

jY(ll;z_(e, g) d(cos8) d¢ = YVan 6L0 6M0 (58)

et la forme générale (53) de la distribution angulaire on obtient la normalisation

ooy
des coefficients 3 C(0)

W) = A= 6., ., (59)
Vdr 3
et la distribution angulaire peut &tre écrite
j+j' o +L ST (L
oo = sz oz Fews Y Y {ea | e
330 Leli-3Y M=-L
70

3.3. Conservation de la parité dans la désintégration,

Dans 1'étude de la désintégration en deux corps d'une particule de spin

déterminé nous avons montré que la conservation de la parité entrafne que les
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coefficients C(L) sont identiquement nuls pour L. impair, (voir I.4.(36) ).
Supposons que l'état de la "particule" superposition qui se désintégre soit
B-symétrique, c'est-a-dire, si on quantifie en transversité, que les parameétres
33y (L)
M
la parité, l'état final doit &tre lui aussi B-symétrique, clest-a-dire que la

multipolaires satisfont la condition (40). Si la désintégration conserve

distribution angulaire doit &ire invariante pour l'opération

68— 7-86
e, ¢) = Ux-8,0) (61)
P~ ¢
Or on a la relation
(L) 2 M (L) o
Yom-8,9) = ()7 Y 8, 9) (62)

En portant {40) et (62) dans la forme générale (60) de la distribution angulaire,

on voit que la conservation de la parité dans la désintégration impose

oy
Wewy = o0 si nn, (-} = -1 (63)

11 faut remarquer que méme s'il y a conservation de la parité i la désintégration,
lorsque des états de parité différente contribuent 3 la superposition, toutes les
valeurs de L apparaissent dans la distribution angulaire, On ne peut done pas

tester la conservation de la parité dans la désintégration,

3.4. Les moments de la distribution angulaire.

La distribution angulaire de désintégration dépend des paramétres
multipolaires jj't(];/g et des coefficients dynamiques jj'C(L) . Si ces coefficients
sont connus, on peut obtenir de l'information sur les paramétres multipolaires
en utilisant la méthode des moments . (Voir § 3.3, chapitre I.4), Les moments

de la distribution angulaire sont définis par la relation

L AL
<Yy > = JI(O,*P) &(};(B,wd(cosﬁ) dg (64)

En utilisant la relation d'orthogonalité’ des harmoniques sphériques

(L) L) -
f’x v (8 ¥ v (8, 9) dlcos8) dy = 5LL' Sornpr (65)
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les moments de la distribution angulaire théorique (€0) sont :

IR 1 §it (L)
> = % cL) Yty (66)

La mesure des moments ne permet donc de déterminer que la valeur de
certaines combinaisons linéaires des paramétres multipolaires, les coefficients
de ces combinaisons linéaires dépendant de la dynamique de la désintégration.
Le plus souvent les coefficients jjHC(L) ne sont pas complétement connus, la
mesure de la distribution angulaire ne permet donc pas d'obtenir une informatior

trés compléte sur la matrice densité de la superposition.
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‘s n n
' 2
4. Les coefficients C(L) pour la désintégration{S} b j1 ! + O

Dans ce paragraphe nous calculons les coefficients dynamiques de la
désintégration d'une "particule” superposition de %spins Ji (i=1,..., M) se
désintégrant en deux particules, llune de spin-parité j1 ! 'autre de spin-
parité O 2 . Nous suivons point par point la méthode qui a été utilisée dans le

chapitre I, 4§4 pour les particules de spin déterminé,

4. 1. Amplitude de transition pour la désintégration {S} —2 jl +0,

Si on note respectivement p , Ry et p, les impulsions de particules
initiale et finales, 1'amplitude de transition dépend du spin j de 1'état qui se
désintégre, L'élément de matrice de I'amplitude s'écrit :

m
T(8, o) ljm = (<pyl®<fp} jm [)T|fp} jm> (67)

En étudiant les propriétés de transformation de cette amplitude pour les
transformations du groupe de Poincaré, on montre que l'on peut écrire cette

amplitude sous la forme

DU R | e
T ¢ Ty = D (] A, [»]) o 7O (68a)
n iwongy o
T8, 1 = % P30 @D g (68b)
m
J L\m ¢ jl H

Ces relations sont tout a fait identiques aux relations I, 4-(45) 3 ceci preés que
les amplitudes invariantes JA(/& dépendent de £ et du spin j de l'état qui se

désintégre,

4.2. Matrice de désintégration.

La distribution angulaire de désintégration 1(8, y) se calcule a partir de
my :

la matrice de transition T(8, ) . et de la matrice densité me, par une
jm j'm!

méthode tout a fait analogue a celle que nous avons développée dans le chapitre 4,
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clest-a-dire en introduisant la matrice de désintégration O(w).

On obtient un ensemble de formules correspondant aux relations 1.4-(47)

K8,¢) = Tr, Tr; [S(B,Lp) p] (69a)
Oe,¢) = O(8,¢)/D (69b)
0(8,9) = T(6,¢) 8 T(6,q (69¢)
D = 2(2J1+1)‘1 XTri Tr, O(w) dw (69d)
i
L9

la seule différence entre ces relations et la relation 1.4-(47) se trouve dans

le fait que 'I‘ri signifie que 1'on prend la trace sur tout l'espace a ng = E (2J1+ 1)
i

dimensions de 1'état initial.

En suivant les étapes de calcul de 1'appendice I A5 on montre que, en utilisant

la forme (68) de 1'amplitude on a

o~ ALY Lo g L)y e ()
Tr, O(6,¢) = T T Cc(L) © ( TM) Y (8, 9) (70)
‘ 3.3 L=li-il M=-L

.

ol les matrices 33 T(II:A)'. sont les matrices que nous avons définies précédemmel
§

et ou les coefficients 3 C(L) qui contiennent toute la dynamique de la désinté-

gration ont pour expression :

i i+ ) )
Fow) = - e+ 1/4[?3(2Ji+1)] ! 21;;1
1

2 rL) (241 . e
x T VEIFDEZED ( ) a® 4@z a0)7
iy »

(24 i"3i) \ooo
(71)
Si on introduit les amplitudes réduites JQ(‘D définies par :
O - ) 1/2[ (23+1)] 1o 3,0 zﬁA“l] (72)

.
le coefficient 3 C(L) s'écrit
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R TRV 2 XLN(R LN,
3 C(L) = (_)J*Jl [(2J+i)(23 ""1)] ( )](1(2) JQ/(£

o (2T ST+
" i i3 i)\ 00

(73)

4.3, La distribution angulaire,

En portant (70) dans (69a) et en utilisant le développement multipolaire

de la matrice densité (29) et la relation d'orthogonalité des matrices

ey
3 T(I;} (22)) on obtient la distribution angulaire sous la forme
i+’ . +L ‘
w,9=2 = Hewyp I vThe g (14)
i3t L=13-31 M=-L

EEy]
ot les coefficients C(L) sont donnés par (73), L'expression (74) est identique
ooy
a celle que nous avons étudiée dans le § 3, les coefficients 3 C(0) sont donc
normalisés a—-1- §,.. . Cette normalisation permet de fixer certaines conditions

Vin

0,
sur les amplitudes 30_(‘8). En effet de {73) on tire

it o1 AL
€O = m % o), (75)
d'ou la condition
ti (»9)! 2 _
% o) 1 (76)
On remarque sur 1'expression (73) que, & cause du symbole -3j, le
it RN ARS
coefficient 3 C(L) est nul si (-)~ 2L = -1, Ce résultat est équivalent a la

condition (63) de conservation de la parité A la désintégration. En effet, par
conservation de la parité on a
= (s ; = (. 7
ﬂj n.m, (-) . M3y (-) (77)
d'oti

¢
(_5€+£ FL (78)

!
=
. <3



. 1 -23-

oy
5. Calcul des coefficients * C(L) pour certaines désintégrations.

Les coefficients jj'C(L) dépendent de la dynamique de la désintégration
par l'intermédiaire des amplitudes invariantes réduites ja({). Pour 1'état de
spin j le nombre d'amplitudes est 2g+1 oli g est le minimum de j et jl .

Si la désintégration conserve la parité, ce nombre est réduit, Il est intéressant
d'étudier les cas ol ce nombre se réduit & 1, car alors on peut donner aux
coefficients jj'C(L) une forme relativement simple. En effet, si pour chaque
état de spin j de la superposition la valeur de A est fixée on a une seule
amplitude ] ( ) que 1'on note Jo, ,d'aprés la condition (76) cette amplitude

est de module unité, et on peut écrire

U A (79)
Le coefficient jj'C(L) peut s'écrire
. . g, - ¢.,)
Wew) = Vew) e 39 (89)
avec
. i £ L'LYy (4L
ai'ow) = (o) Jl[(2j+1)(2:i'+1)]1/4\/§r‘”+1\,ﬂ*m‘ﬁz FINE+1 ( ) ‘
il 000 i
1 J
(81)

.
Les coefficients C(L) ne dépendent pas de la dynamique de la désintégration.

La distribution angulaire peut &tre mise sous la forme

I L L
e, ) = +3 1 Hewm s T v e,y (82)
3,3t L=lg-31 M=-
$0
ou les parameétres multipolaires (Nz définis par
Lo, iy,
L) iai (L) i’ ~
t M e M e (83)
sont les paramétres multipolaires de la matrice p dont les éléments sont
jm % om o Ty
.2 j'ml‘ € P j'm!’ € (84)

Cette matrice p a toutes les propriétés de la matrice densité p, elle est

e
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hermitique, sa trace esi 1 et elle est définie positive, Les éléments des bloes
diagonaux de la matrice P sont identiques & ceux de la matrice p, mais les
¢léments des blees d'interférence sont multipliés par une phase, La mesure
des moments de la distribution angulaire permet de déterminer les parametres
d'interférence de la matrice p, pour calculer les parametres d'interférence
de p il faut connaitre les phases relatives des amplitudes Ja, .
Ty M

5.1. La désintégration {S} —» O '+ 0 2,

Si le spin j1 est nul, pour tout état j, seule l'amplitude £=j contribue

S
et la formule {81) se simplifie considérablement. Le coefficient ¥ C(L) a pour
expression _
i i i/4 U
VAR N C(L) = (=) [(25+1 g+ )] T (85)
90 O
.
Les valeurs numériques du coefficient Vdr 3 C(L), pour certaines combinaisons
des spins j et j' sont données dans ia table II,
o

5.2. La désintégration i‘%} - 5 + O conservant la parité,

Pour tout état j la conservation du moment angulaire impose £=j + —21—
Si la parité est conservée dans la désintégration une seule des deux valeurs de .f

est possible, celle pour laquelle on a

£
(~)7 = nj NNy - (86)
En utilisant cette relation et 1'identité
Ly (L4420 " )»t9+f’+L Ljj
V(2E+1)(22'+1) = . - (87)
i 1 00 ¢ 2 0 1 A
2/ 272

-
le ccefficient dy C(L) s'écrit

!-lmjnj,(dm(la it
2

Lo
-7
Z" C( ) = (-) [(2j+1)(2;i’+1ﬂ1/4‘f213+f 1 1) (88)
272
o
Les valeurs numériques du coefficient Var 3 C(L), pour certaines combinaisons

de j et j' sont données dans la table III.
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6. Application & la superposition {1-, 03

R
6.1. Distribution angulaire {1 , 0 } — 0+ 0,

Comme application du formalisme qui a été développé dans les paragraphe

. - ot
précédents, nous considérons la superposition de deux spins, 1, 0 . Nous

. ———

supposons que la "particule” superposition est produite dans une réaction forte «
qu'elle se désintégre en deux particules de spin zérc., Nous notons p la matrice

densité de la superposition et ¢ la matrice densité définie en (84). En utilisant

T T T ———r—r
" .

la table II on peut calculer la distribution angulaire de désintégration en fonction

sry
des parameétres L _t_(IId définis en (83)

4 +1 R R —
1 V3 10,{1) 01 (1) (1) 1 i (2y .(2),.
= o = - 8,¢9)-m=1 Yoo,
6, 9) = 47 *um Y ty) Ym® 975l bty Tl
M=-1 M=.2
(89)
Les moments de la distribution angulaire permettent de calculer certaines

combinaisons linéaires des parameétres multipolaires

s 2w T Y

Io.f.(;,{) - 01_1‘(;{) =‘me <Y1\1/I> (90a)
r3
11,(2) | = 2
el = ETaYy > (90D)

6.2. Matrice densité B-symétrique,

Si la superposition est produite dans une réaction qui conserve la parité,
et si on quantifie selon la normale au plan de production, la matrice densiié O
et 1a matrice p ont la structure générale en "damier" figurée en (13). Les

parameétres multipolaires non nuls sont donnés en (46) et (47). Pour simplifier

les notations on pose

T Y AR T £ T Y S g v

11,(0)

o .(0
| t = t‘o), T = "t , t+T = 1 (91a)
ks - \/E 1 (1) _ 5 u(2 o L e (@) |
i 2 tO » Z ) tO 3 X+1Y Vg t2 (glb;
4
; ®-@+i®-9 =yiE 1 (v1c)
P+Q+i(rR+s =yiE ) (91d)

-1
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Avec ces notationsjen utilisart la table I)la matrice densité gtécrit

sous la forme

P+Q _R+S P-Q@ . R-S
l‘T ! ’v%‘ ~- 1 er— O ‘{g ‘1“‘\‘}?"‘
| P+Q R4S T+Z F_ 0 ! X -iY
6 /6 3 V3 ! V3
= (92)
T - 22
0 0 — 0
P—Q+i R-S X+iY 0 T+2Z F
V6 V6 3 33

Les parametres que nous avons définis sont les composantes de la matrice

P par rapport a une base orthonormale, En effet, si on note Po (T) la matrice

diagonale dont les éléments diagonaux sont (1-T, I.’f’ %—, %‘) et si on définit

le degré de polarisation par

2 . 3, 2
(dg) = 5 Tr(p-p(T)) (93)
on a
! i
RS SIS G PR L s (94)

o

Nous avons défini dp de telle fagcon que dp soit égal a 1, sila
superposition est dans un état pur de spin 1, c'est-a-diresiona T = |

etpz=P.

w——— o

6.3. Parametres mesurables.

Nous avons vu que la mesure du nombre NF d'événements dans le fond
et du nombre NR d'éveénements dans la bosse de la résonance, permet de
déterminer les parameétres t et T, On a, d'aprés (56)

g NR

t = - s T=N , t+ T = 1 (95}

Par ailleurs, d'aprés (89) et (90) la mesure des moments de la distribution
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angulaire permet de déterminer les parameétres
2,%,Y,Q, R (96)
tandis que les parametres
¥, P,S (97)
ne sont pas mesurables par 1'étude de la distribution angulaire, Le paramétre F
est le "fantdme" de la particule de spin 1, les parameétres P et 5 sont des

_—
"fantdmes" de l'interférence {1 .0 )
J

6.4, Domaine de positivité des parametres mesurables.

Le probléme consiste & déterminer quel est le domaine de variation pour
les six paramétres mesurables T, Z,X,Y,Q, R. La matrice densité p doit etre
définie positive. Le domaine de positivité est défini par les deux condit ions

suivantes (voir chapitre 1.2 (14) et I1 A2)

a) il ne contient que des mairices P telles que

detp > 0 (98)

b} il est connexe avec la matrice non polarisée pO(T).

Lia condition (98) s'écrit

(T-:;?Z.){“ - {(T:Z) ”szz_yz}_‘ (T+Z)(P Qter?es?)
E (Porrs) w2 (PAos? Q%+ R%)+ 2L (Ps-Qr) | » 0 (99)
VT IE 75 s

On observe que cette équation est invariante pour la transformation F— -F,
P—y -P, S—3 -S ., Donc le plan défini par F=0, P=0, S=0 est un plan de
symétrie du domaine de positivité., La projection sur ce plan et 1'intersection
par ce plan sont égales, et le domaine de positivité des parameétres mesurables
est défini par

2, )
14z, -quYj {?—Té)(Q +R?). ;ﬁ{ (@%-R® +2YQRh 0 (100)

(T-zz:){(;-m[(
Cette équation est invariante pour la transformation Q@ —» -Q , R-s -R, donc,
le domaine de positivité des parametres T,X,Y, Z s'obtient en posant Q=0 ,

R=0
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2,
(T~22)(1-'r){(3‘—-§—§) --X"'-Yz} > 0 (101)

Les éléments diagonaux de la matrice P doivent &tre positifs, nous avons donc

les conditions

o< T <1 , T327 (102a)
2 |
(%-Z-) x?.vi s o0 (102b)

Les conditions (102) définissent un tronc de cdne 2 base circulaire dont le

sommet a pour coordonnées X =Y =0, Z=-T et dont la base est dans le
T . )
50 voir Fig, 1.

Si les parametres X,Y,Z,T satisfont les conditions (102), les parameétres Q

plan Z =

ot R doivent satisfaire la condition (100) que 1'on peut écrire sous la forme

aQ% +bR%+ 2¢QR < (1-T)(ab-c?) (103)

ol on a posé

(T+Z) +3 X
(T+2) -3 X (104)

=\J’§Y

Ltéquation (103) est 1'équation de l'intérieur d'une ellipse, car ona :

(S
i

[¢]

<3
A = cPoab = -T2yt - 3(x2+yz)} < 0 (105)
Rapportée a ses axes principaux, l'équation de i'ellipse s'écrit
2 2
H R!
Qz‘ Y (106)
A B
avec
r i 55"
A2 = (1-T) [T+Z - ‘~/3(X3+Y‘2)" ,
\ (107}

2 o2 2
B = (1—-”r)[”r+z +\/3(X2+YZ)J ,
les axes Q' et R' étant cbtenus & partir des axes Q et R par une rotaticn

d'angle ¢ tel que

o9

(108)

Al

tglyp =
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On remarqgue gue pour T et Z fixés, i X et Y varient, 1'ellipse se

déforme dans le plan Q, R mais son cercle de Monge de rayon r

1/2
[Z(Tﬁ-Z)(I-T)J {109)

s
i
=
-*_
o
i

reste constant,
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Table I - Représentation des matrices 3 T(LI:/,? pour la superposition é\()j lg
00,.(0)_ 11,.(0)_ .
G 0 N
<1
1. (1) [1 ) 11, (1) [ P - 11,.(1) [1'
T = |= U= |2 - = |= :
0 W32 o . 1 V2 L1 T 1703 { -
o.,l “ -« . 1
i1 (2)=/I . 11 (2)_[‘_;‘ eoq - 11, (2)_ [T .
T " 1o . T 776 .1 T 1770 P .
. 1 s u © °-1
11 (2)_J§, 1 11,.42)_ /3
Tz 5 ? Y ¢ T“'z 5 ¥ .
. - o 1 L]
10 (1);{_1? 10,4141 | . . 10,.(1) 4f1
T3 To iz | 41 . T 1743
1 -1 'y
01,.(1.4f1 oxT(1>__.4[_Z . 01T<1)=4/'1‘“ cl o
1 43 0 - .- ‘~1A3.i.




Table Il - Désintégration {S] — 0+ 0

L ot

a) distribution angulaire de désintégration

R L +L i¢. 3 v -igs
18, y) = Z%r‘ + L% 2 C(L) © e ¢ N t(II;{ e I Y(Ii:z(g, )
i3 L=li-i M=-L

£0

oy
k) coefficient Y C(L)

l 3 -' 9
m jj'c(L) = ( )j (2-+ a1 ‘IZ J ] l-l
= - it 1)(2] +1)J rEs)

c) Tablle du coefficient 47 jj“_(;}_(I_a) jj'_(}_(L) = (~)j~j' j!j_C_(L)
J 0 1 2 3
i ¢ 0 i 0 1 2 ¢ i 2 3
T SSES
L 1 - k3 0 4352- 0 4—3—5 0
L A 3| o v
: By pE e
5 4% 0
6 -,\/@é?




¥ or g y ey
!II.I ~ 3¢

Table III - Désintégration {S} —— % + 0 avec conservation de la parite.

a) distribution angulaire de désintégration

i+t . (=) y +L g, -
1 ' ' 4
e, =7z+x v —H—— Ycmz e 1 \1&? e JY(I;;\G 9)
3,3 L= =g M=-L
£0
.
b} coefficient 3 E(L) :
-3 ; /L
!l' - -
Var o) = () 2 [(23+1)(2j'+1>]4\f§13+1 [
\o 5 -3
¢) Table du coefficient V&7 ¥ C(L) Wewy = (8 Mg
1 3 5 1
] 2 2 2 2
' 1 1 3 1 3 5 1 3 S
J 2 2 2 2 2 Z 2 2 2
4 1 54 | [3 10
L & /-" ’\/"_“‘ ey wre
1 ! f5 425 5 K
5 ) 6 -/_gf 162 | ,[4
2 'z LT af |- 1o | 41a
5 | 4 4 5 4\/5 4/4—
3 -~z VT |-45c |-1E VZ 5 | 43
4 "‘% 49 7 LR 49 N59
50 ko 10
5 | J31 49 |4
50
s 1 B Y363
7




