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Chapitre 2 : CORRELATIONS DE POLARISATION

0. Introduction.

Nous ne considérons ici, pour simplifier, que les corrélations de
polarisation entre deux particules de spin Jl ’ 32 . Pour des impulsions
énergies fixées By s By l'espace des polarisations est
de dimension

n = (2j1+1)(2j2+1) = a;n, ")

'L'ppérateur densité de polarisation de 1'état des deux particules est un
opérateur p 2 0 sur ¥H . On peut faire agir indépendamment sur les ﬁZj +1(pi)
L=

les petits groupes des p, (i = 1,2) . C'est la représentation

(3;? (3,)
D © ®D du groupe G = SU(2) x SU(2) qui agit sur ¥ et c'est la
reﬁrésentation
(3 (1,) (3,0 G4, 2j 2j (L) L,)
® Yenp?he® Yeb ‘r=a Le 'l p Ven ¥ (@
1 -T2

de G qui agit sur S£(¥). D'od la décomposition de p en bimultipdles

(1.1 (60%))
25, 23, (@,Ly)
p= ELluo Eszo P S
avec P(o'o) - % I ")

I. Opérateurs hermitiques sur un produit tensoriel d'espaces.

Quittons un instant la physique, pour rappeler et étudier quelques
propriétés simples des produits tensoriels de deux espaces d'Hilbert Bi de
dimension finie n, (i = 1,2) et de 1'espace ¥X(¥) = x(ul<$ ¥,) des
opérateurs hermitiques sur M}, 8132 . Comme nous l'avons vu, I1.1(41), X

2
)

est un espace vectoriel réel de dimensions n2 = (nln2 qui & un produit
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scalaire euclidien naturel :
(A,B) = txr AB . (3")

L'espace des opérateurs linéaires sur # = Ml¢® M, est lui-mé@me un produit

tensoriel.

S = (b, ® M) = £(H) ® £(Hy) )

“ On dit qu'un opérateur de £(H) est décomposable s'il est de la forme A1®A2. Tous

les opérateurs sur £(¥) sont une combinaison linéaire d'opérateurs décompo-

sables. Nous rappelons les propriétés :

A1®A5+A1®A;= A1®(A5+Ag) (5)
(A] @ A} (A ® AD) = AJAY @ AjA (s%)
) - * * b

(Al ® Az) Al ® A2 (57)
- C

1::'(A1 ® Az) {tr Al)(tr AZ) (57)
: 2 "1 d

det(Al ® AZ) = (det Al) (det Az) (57)
rang (A; ® A) = Gang Ap(rang A)) (5%)

En 5° , nous utilisons la méme notation tr pour l'opération trace dans

différents espaces. En Sd . 'ni = dim Hi .

Si 61 et 62 sont deux espaces euclidiens il y a des isomorphismes

canoniques. i {
1 2
Hom(E,,€,) <= \al 3 e, —~> Hom(&,,&;) (6)
U U w
Ip ¢ R~ g

entre le produit tensoriel &1 ® 82 et les espacaes d'opérateurs linéaires

«i—

(= homomorphismes d'espacesvectoriels) reliant {’,1 et 82 . Dans le cas

ou & = K(Bi)asbl'es,pace des opérateurs hermitiques sur ¥, ces isomorphismes

i

sont réalisés par les traces partielles tr1 s trz introduites en 1 chap. 3 ;

(I.A3).

4+ Au tenseur déccmposable R = % ®x, , on fait correspondre l'opérateur dya-

dique iz(R) = kg = Xl)(XZ € Hom(ﬁz,ﬂl) qui transforme tout vecteur a, € &, en

=y - e a ! 8r: = - Boees
kgag Al(xz,az) € g, et 1'opérateur i‘l(R) ER € Hom(@l,ﬂz) qui transforme

\ e a, €&, en g = ) . 2 : 1}
vecteur a, € &; en faa, ‘al’{1>x2 € 82 On étend la correspondance a tous les

-

tengeurs R par linéarisation,
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Soit R=Z, 4 8 B, € S(H) (7)
A tout X € S:(lz‘l) , correspond LR(X) € £G4

zR(x) = try (X® I) R = Eij(cr X Ai) Bi= trlk(x ® 1) | (8)

De meme 2 tout Y € £(¥;), correspond kg(Y) € S(Hl)
ky (V) = trz(1®Y) R=Z%A, tr(YRB,) = trR(I®Y), (87%)
i i i 2

Nous avons déja noté que pour tout opérateur M de S(H)

tr ¥ = tr(trz M) = t‘.r(t:r1 M) (9)

Lemme 1, Si R 2 0 , les applications X I.R(X) = t.rl RX®1) et
Y Ans kR(Y) = troR(L®Y) transforment un opérateur positif en opérateur positif.

Soit Iei > un ensemble de vecteurs propres orthonormés de X € £(Hl) et dési'

©

gnons par gi les valeurs propres correspondantes :

X =z E iei >< eil (10)
R20 = V[ei> €Y, V]a>en,

(<ef® <aPrp;, >@la > =0 .

-

Les gi étant positifs on a encore :
i

Z; § e <a|R(p;> @ a>)= < a|(tr; (X @ DR)| &> = tr P (er, (WI)R) 20 .
ol nous avons utilisé (10), L'inégalité

étant vrai pour V a> € 32 , implique la conclusion du lemme. La

démonstration est identique pour tr, .

Lemme 2. Les trois propositions suivantes sont équivalentes.

a) l'opérateur R € K(¥) est décomposable en un produit temsoriel
R = R1 @ R2

£ L

b) le rang de l'opérateur linéaire ip ¢ l-(()sll)"""'ls"> x()iz) est un
‘ k

c¢) le rang de l'opérateur linéaire kp s )((1(2)-8—!' K(};) est un

Les homomorphismes £, , k. sont explicités en (8) et (8') . Il est clair que
a=b et a=c , En effet, si R*RIGRZ

LX) = tr,R(X ® I) = R, tr R,X.
© Arne

f *4dmaoco nar 1 A bl Ve WMWY ant nwrannaverdannalla X
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rang zR = dim Image zR = 1

De méme rang, kR = 1 . Réciproquement b = a . En effet rang kR = 1 signifie
que pour V X € X(4)) , Ly (X) = tr;X® 1) R = X Ry ol R, est un
opérateur fixe de X(¥,) et A(X) est une forme linéaire sur K(Hl) qui, par
(3"), est de la forme tr X R1 avec Rl fixé, donec R = Rl ® RZ . Pour

¢ = a ,; changer 1 en 2 .,

2. Observation des corrélations de polarisation,

Soit p 1'opérateur densité de polarisation de l'état des deux

particules d'énergie impulsions données ’ . I1 agit sur 1l'espace (1)
By By P

o= szl+1(21) ® szzﬂ(gz) (11)
que nous noterons désormais H = Hl ® 32‘ Comme nous l'avons vu , tr p =1,
p» O . Soit 12 Ri. 2 0 1'opérateur hermitique qui correspond a 1'observation
+

de la particule {1 dans un état de polarisation donné ' , La probabilité

™o, des observations simultanées R, et R, pour 1'état p est :
»
0sm ,=tr ;)(R1 ®Ry)) <1 (12)
3

Plus généralement, si om fait sur la particule 1 1'observation R1 , on peut

décrire la polarisation de la particule 2 par 1l'opérateur que nous notons
pZ(Rl) :

pz(xl) = Lp(Rl) = tr, p(R1 € I) (13)
puisque toute observation ultérieure F&2 sur la particule 2 donne la
probabilité

m2" tr Rz(trl p(R1 ® 1)) = tr p(Rl ® az) .

En particulier

pp = tr, 0, P, = tr, p (14)

t Par exemple R, est O0(w) la matrice de désintégration introduite
en 1.4 (27').
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sont les opérateurs densité de polarisation de chaque particule lorsqu'on

=1

n'observe pas la polerisation de l'autre particule (ce qui correspond 2 R1
ou R, = I). Le lemme 1 nous essure que ies matrices pZ(Rl)' pl(Rz), Pyspy SO0

positives. De plus (5%) , (9) , et tr p = 1 nous montrent que pl(RZ)

et pz(Rl) n'ont pas en général leur trace normalisée &2 1  (ce qui peut-ttre

fait en divisant ces matrices par leur trace).
Si on fait séparément 1l'observation Ri sur la particule i on cbtient
donc la probabilité (pi dorné en 14) .
o= tr s Ri

8i pour toute paire d'ohservations R1 » Ry

M= T, = tr (R1 ® Ry (p - Py & pz) = 0 (15)

on dit qu'il n'y a.p&s de corrélations entre les polarisations et dans ce cas

p est décomposable

Dans le cas général on appellera terme de corrélation de p , l'opérateur

K(1,2) = p - p; ® p, (17)

Notons que si p décrit un état pur (c'est-a-dire rang p = 1) et s'il est

décomposable (K(1,2) = 0), par (5°) nous savons que p, et p, somt des
états purs ; par contre s'il n'est pas décomposable (K(1,2) # 0), Py et P,

ne sont pas des états purs, comme le montre le corollaire 1,

Théordme 1 ., Si = tr, p (ou p, = tr, p) décrit un état pur, alors p
SRRZIEI L 2 2 1 P

est décomposable i.e. K(1,2) =0 , p=p, ®p, = (tryp) @ (tr; p) .

Considérons 1'application linéaire Lp

K(H,) 3 X =40 = tr, p(1 ®X) € X0) (18)

Pour X =1 ona zp(I) = p; » un état pur. On sait, per le lemme 1,

que lp transforme un opérateur positif en opérateur positif. Dans la Fig. 1,
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chapitre I de 1a Iére partie, a2ppliqué A 1'espace x(ul), le plan CNI des

opérateurs de trace 1 coupe la sphéve SN des vecteurs unité suivant la
1

¥
sphére SNI-I . L'état pur € ENL est 4 la fois sur 8N1-1 et sur la surface

du cOne C%I des opérateurs positifs dimension %, . Considérons 1'hyperplan T
de 8N+1 passant par l'origine 0 at tangent au point P a4 la sphare

gN-l . L'intersection T N C est la demi-droite {) p1} » A 2 0 . Cet hyperplan
T partage 8N+1 en deux régions dont une, ouverte, ne contient aucun point

de C, i.e. aucun opérateur = 0 .,

Considérons dans 1'espace x(uz) la boule B de rayon '% centrée
au point I € x(uz) - Tous les opérateurs X de cette boule satisfont
‘%'$ X s-% . Ils sont donc positifs. Tout diamétre de cette boule est transfcrmé
par ‘p én un segment de droite centré au point Py » et qui doit Btre
entidrement dans C , pulsque ses points sont 1'image d'opérateurs positifa,
Ce segment est donc porté par la génératrice A p;} de C . I1 en est de meme
de tous les points du voisinage B de I ¢ x(az) . Cela prouve que
1'application lindaire Lp est de }ang 1 et le lemme 2 prouve que p est
décomposable.

Un corollaire du théorime que nous venons de prouver est

Corollaire 1. Si pet p1™ Eryp (ou Py = trlp) décrivent tous deux des é&tats

purs, alors p est décomposable en produit tensoriel de deux états purs,
En effet, le lemme 3 montre que P=p ®p, et l'équation (5%)

implique
1 = rang p = rang Py ® rang Py -

3. Le domaine #£(1,2) de polarisation 2 deux particules,

2
Dans la premidre partis, nous avons introduit sur 1'espace BN(N"n -1}

des matrices n x n hermitiques de trace 1l une distance euclidienne qui a £té

1
cholsie telle que la distance de p ¢ X(H) a Py * élﬁ* oo (1'état non

172
polarisé) soit dg s Le degré de polarisation :
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o] 2. %
a) = (i ertep®) (19)

Nous allons définir dansg 8K des sous espaces CR' (i = 1,2) que nous pourronse
i

identifier aux espaces SN des matrices densité de chaque particule i .
S &
Pour cela nous faisoms correspondre aux matrices Py et Py respectivement

les matrices
3.(p) = p. @I , 3.(p) =1 (20)
1P 5 P n, 2'P B, P2

Ainsi les domaines de positivitdé &1 et 92 sont identifiés 2 des gous~
domaines £ de £(1,2) . La métrique (19) induit sur les 8] {et les espaces

BN.) une métrique qui est homothétique 2 celle sur & (et Eui) le rapport

d'homothétie étant ki

_1 £
) (21)

0 <y = (

n-l

3

Nous démontrons cela en appendice 2insi que les faits suivents : les opérateurs

Pi définis par
P.(p) = &1, P (p) =1lre (22)
1 PL®n" 0 %2 n @ P2
ol Py = €Ty, 0 s P, = tT, p (22*)
définissent des projections orthogonales de eR sur 8&
i
P,y = e;‘i (23
P, 8(1,2) = &{ (23')
(voir Appendice D.
Par la définition (22), on vérifie que
PP, = PPy (24)
En utilisant la décomposition (3) en bimultipBles,
' 2 (r,,0)
P.op . - 1 1
1 pl "o P (25)
P p e, = “32 (0,Ly)
z Compc P2 L =0 P z (25")
P P = E . 9]
152 P P)Fyop by === pl00) (25")
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Comme le montrent le lemme 1 et la définition (22) et (22') Pi projette les
matrices positives sur des matrices positives. Donc la projection orthogonale

de &(1,2) sur } egt égale a l'intersection :
i

si = Piﬂ(l,Z) = eﬁ_n 8(1,2) (26)
i
Mais, en général, &g+ n'est pas un plan de symétrie de $(1,2).
i

De (24) et (25") nous déduisons que P,+P, réalise la projection orthogo-

nale de &N sur eﬁ ® eﬁ . Il projette le domaine & (1,2) sur
1 2
(P1+P2)3(1,2) = 9i X s& (27)

od X est le produit topologique, c'est 1l'intersection des hypercylindres de

base 8] et ¥) , et d'ar®tes parallales respectivement 3 eﬁ et 8& . En effet
1 2 2

1
soit
= RIS L
T pl®n21+n11®pz-n1

(ot p; € si ) une matrice si X Sé . Elle est la projection de P=p ® Py

sur eNi ® ENZt puisque tr,r = Pp s try r = Py -

L'intersection #(1,2) N €ﬁ 898& est toujours plus petite que la
1 2

projection (sauf dans le cas trivial ot 1'un au moins des domaines §. est

i

réduit 2 un point) et B}; @ Eﬁ n'est donc j.mais un plen de sywétrie da
‘ 1 2

8(1,2).

En effet, l'intersection contieat au moins 8'(1,2) 1'enveloppe

convexe des deux intersections (équation (26))

si = 8(1,2) n 8131 . (28)

La frontidre de 8'(1,2) est constitude par les matrices de la forme

- L Lo
p=Aiip ® “zt + 2, “11 ® p, (29)
et 0511$1,11+x2=1 » Py €3 8 (297)

Soit au (»jl Su s jl) 2t av(~jz £y $ j2) les valeurs propres

respectives da Pp Bt oy . L'ensemble des valeurs propres de p donné par
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(32) est :
A A
“z'cc +-—-§s (30)
n, WV

pour 1'ensemble des valeurs des indices p et Vv . Or si les matrices densité
Py et Py appartiennent toussdeux 2 la frontiere 391 de leur domaine respectif
elles ont checune au moins ume valeur propre nulle et (30) montre qu'il en est
de méme pour p .Les matrices définies par (29) et (29'), qui sont sur la from-
tizgre de £'{1,2) sont donc bien sur la frontiére de 1'intersection de £(1,2)
pour Cﬁi G?Cﬁz

8(1,2) N q‘ie e,;z = §(1,2) (31)

Le figure 2.1 résume la situation :



L2 - 10

Figure 2,1 Intersection par et contour apparent sur & €>8§ du domaine
i 2
8(1,2) . La figure est tracée pour dim eﬁ = dim & =1 . Sur la figure
1 2
AA' = Sq » BB' = sﬁ sNNM'N' = AA' x BB’ est le contour apparent et ABA'B'

est l'intersection.
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4. Conditions sur 5(1,2) imposéeg par lz production et 1'observation,

Appliquons bridvement ici 1'étude faite en IA.3 (lére partie, chapitre 3.
sur la B-symétrie (la réaction a un 3-plan de symétrie) en nous aidant aussi de
IA.6 (I chap. 5).

La B-symétrie, quand on quantifie en transversité, impose la condition

(Ly,L,)
Py M =0 si M, +M, impair (32)
172

Pour la quantification en hélicité, la B-symétrie impose
r, ®T,) p Cler;h = (33)
1947 Py 2 P

Dans la Table 1, nous avons donné la dimension de 3(1,2) : le domaine
observé dans différentes conditions expérimentales pour une réaction

avec faisceaux M, K ou p donnant 2(quasi)~particules.

Nous n'avons pas fait figurer les conditions de rang.
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5. Corrélations de spin ($,4) ; cas général.

11 est commode dfutiliser les motations de

La mstrice p est &4 X & .

Dirac :
= = (34)
py =Ty ®L oy 1 & T

ob Ty sont les matrices de Pauli.

Alors, les sommes sur les indices répétés étant sous entendus

1,3,kf = 1,2,3

1 (35)
p'z(1+ aipi'l-bj cj + Py Sy ol)
o a; s bj,ckhzsont des nombres réels. Nous écrirons encore p
i
p=F 1+ D3+ 8.0+3835) (35)

« i Fd =3
ol a , b, c se transforment respectivement suivant les représentations

irréductibles b @ p©@ |, p©@ g p D W o (D 4 s0(3) x s0(3) ,

(voir équation (2)), autrement dit,

p(o’o) £ -];’ p(l’o) = :.3 s p(O’l) o8 g‘g » p(l’l) = ‘p. ?o g (36)

0

Les traces partielles nous donnent :
tr, p = ﬂ}-(1+’$?)
2 P172 :

tr; p= p,= 2(1 +B.7) (37%)
d'ol
K=p-p®p,=ple,-ab)o =5C-T0bdr P.X.0 (38)

 De (37) , (37') et du degré de polarisation ¢ = -y tr(p - %) nous

déduisons déja les conditions.

OSEnf‘gzsi,OS)}v:-gzsl (39)
42 2 =2\%
Osd-(‘*b*c)si (40)
p " 3
ou ?2 s 7 c2 - E‘c»:(cT)~- = £r ccT i)
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en considérant ¢ comme une matrice 3 par 3, Les matrices ¢ ,c agissen;

- -
respectivement sur les vecteurs de variance (0,b),(a,0) de SO(3) x SO0(3) pour
-5 -3
les transformer en vecteurs de variance (a,0),(0,b).

en terme de matrices

k=c-a@b (42)

Calculons pz
pz"}: WL+ at )+ B0+ 5.8 (43)

avec 42 ' = 1 + :2 + -be + tr ccT = (1 + :2)(1 + 5’2) + 2 :.ﬁ.-b’.'tr k kT

-3
2 e DB = a1+ BY + kb

U L 8 (i WL r e

2c'*c+?®5’-cTc-c+:®g+ka+2kT(a®b)

tr ¢p - %I(trclcz-(trcl)(trcz))
(44) .

La matrice cTc est la matrice des mineurs du déterminant de ¢. Elle

+

satisfait :

+ En effet, la représentation irreductible D(l) @ D(l) de S0(3) x S0(3)

n'apparatt qu'une fois dans la réduction de son carré tensoriel ;‘(D(I)Q D(l))
et elle se trouve &tre dans la partie symétrique., Cela définit donc une algd2bre
(non associative) symétrique, sur l'espace vectoriel réel des vecteurs de la
représentation D(l)ﬁ D(l) » espace que nous réalisons par les matrices 3 X 3
réelles ¢ . Cette algdbre T @ éré étudié par Michel et Radicati :
"Breaking of the SU(3) x SU(3) symmetry in hadronic physics" p. 191 "Evolution
of particle physics" (dedicated to E. Amaldi) Academic Press New-York 1970,
ainsi que :"Properties of the breaking of hadronic internal symmetry" App. 2,
preprint, to appear im Ann. of Physics, dans le cas de la représentation
(3 D93 3) (matrice 3 X 3 complexes) de S5U(2) x SU(3).

Il suffit ici de particulariser au sous groupe S0(3) des matrices unitaires

rdelles et aux matrices 3 x 3 véeiles),
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C(cTc)T = (cTc)Tc = (cTc) F o= cT(cTc) = I det c (44')

et on a
-3
Geb : (z@b) =0

Si la matrice 3 X3 réelle r satisfait

I,r = €r e=+1 (45)

on déduit de (44') que 1 est orthogonale et de déterminant ¢ .

Pour deux matrices p' , p" écrites sous la forme (35) , la trace es

trp! p" = (A" + 3. A"+ BB 4+ er el @
‘nous obtenons ainsi pour p de (35)

T
tr p=1 , trpz'%(1+:2+gz+trcc)

-3
trp3=_%+_z_li+.g_u ou u:a.c.g-detc

tr p"-‘ll:(k'z-!— At -%)‘P%u-{—-l%@

ol o=1.c T2+ BT b+ a2 b2 2. (cpedbatr(cyc) (crc)r

Les conditions de positivités s'écrivent (voir Minnaert Phys. Rev. 151-1306,

1966)
2 2
1 -¢trp zOeslndsz 47)

,2.
2trp3-3trp2+120~1-3'dp+2pzo (48)

2,2
zl’dEtp‘-ﬁtrpa+8t:rp3+3(trp) -6trp2+le ©

(49)
(1--342)2 +B8pu-bez0

Le théordme 1 nous permet d'affirmer que

251 w k=0

de vérifier que c'est aussi une conséquence

Nous laissons au lecteur le soin

e —— oy
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de 32 =1 et de (47),(48),(49). Les états purs correspondent aux égalités pou

ces équations, soit :

d,=1,p=1,9=3 (50)

Nous pouvons obtenir des conditions équivalentes (bien qu'elles semblent plus

fortes ¥ ) de p2 = p . On obtient ainsi les 4 équations :

A'=A e 4B b erccta3 (51)

a'=2 @ a=c.b (51*)

b'=b @ b=cla=a.c (51")

¢! =¢c @ c=2®g-c,rc (51')
Nous en déduisons

22 = 2.c.B = B2 (52)

Dans un état pur de polarization du syst2me des deux particules, chaque parti-

cule a mBme degré ‘x% de polarisation individuelle :
=2 o2
0<%<a =b <1 (52')

En utilisant (44'), nous obtenons :

cel = -Idetc+aob s cTc=—Idetc+T;®§ (53)
En prenant la trace nous obtenons, avec (51)
det ¢ = -(1-y) . (54)

- -
Ces équations se traduisent pour la corrélation k=c¢c ~a®b par

kk® = (1) (1-283) , k'k = (1) (I-B®B) (55)

ce qui fournit immédiatement la solution dans les deux cas particuliers :

+ On trouve 1'égalité dont le ler membre n'a que des termes =2 O
- -3 >
(2-cb). (a-cB)+(ac-b) . (3 c-b)+ tr(c+cTc-;9§)(c+cTc¥;8b)T = 342- S+ p
ce qui est nul par (50). Donc chaque terme est nul ; on obtient ainsi les 3

équations (51'),(51"),(51'") .
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X = 0 (c'est~z-dire a<0= b) alors k = ¢ est une matrice orthogonale de

déterminant ~1 . (Comparer aussi (51'") et (45)).

Exemple : k= -1 , p = % (1-3.3) qui est 1'état singlet de spin,

¥ =1, alors kkT =0&® k=0 & ¢= 3’® b ; 11 n'y a pas de
corrélations, comme 1'impose le théoréme 1. Dans le cas général 0 <y <1 on

peut choisir 2 . B arbitraires satisfaisant (52') et on trouve :

1

1+V1-x
=l

oi r est une matrice orthogonale, de déterminant -1, qui transforme P en 2

a@b +\Tyr (56)

c =

Si ¥ ¥ 0 une telle matrice dépend d'un paramétre arbitraire w , qui avec
X et les directions de 2 et b » paramétrise la variété a 6 dimensions des
états pures de spin % , §. Nous rencontrerons le cas B = + a3 au paragraphe

suivant, équation (69) .

6. Corrélations de spin %% , B-symétrigues.

La B-~symétrie implique

a; =8, =0=b; =b, ,C15=cys=¢y = €35 =0 . (57)
Les conditions de positivité pour le domaine s(l,Z)B sont
2 2 2 2
(1 + c33) - (a3 + b3) - (c11 - czz) - (c12 + c21) 20 (58)
2 2 2 2 '
(1 - c33) - (33 = bgy)" -~ (egy €00 - (c12 - ¢, 20 (58')

Puisqu'il s'agit d'une matrice B-symétrique 4 X 4 , le domaine est le méme
que celui des états B-symétriques d'une particule de spin % . Nous 1l'avons

étudié en II.4. C'est le domaine de positivité de la somme directe de 2

matrices 2 x 2 dont la somme des traces est 1 .

Plutdt que de renvoyer 2 1I.4 , nous allons donner une autre
représentation, par projections, de ce domaine, mieux adapté 2 la signification

physique des coordonnées : ays by, Cqq, €11* €223 €210 ©y7 -
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Nous considérons aussi un autre systéme de coordoandes orthogonales

e33 » 2 = (gt bINT , 2" = (by-a)/VZ , x' = (ep ¢y V2, (59)

- = r‘“ ¥ = =
x = ey mepNE sy = e e INT, y = (g ,m ey IVE (59

pour lequel les inégalités définissant 9(1,2)B sont :

2

F(1+c,)° - 2% - % - y2 20 (60)

33

%(l-c33)2 LTS y'?z 0 (60")

nous utiliserons aussi les coordomnées polaires

q = (x2+ yz)% , T = (x'2+ y’z)% (61)

L'ensemble des matrices positives somme directe de deux matrices 2 x 2 est
invariant par le groupe SU(2) x SU(2). Cette invariance est explicite pour les
équations (60) et (60') qui sont invariantes pour le groupe des rotations dans
le 3-plan xyz et pour le groupe des rotations dans le 3~plan x'y'z' . La
table 2-1 donne la liste des &léments de symétrie de ce dopaine &(1,2)B ainsi
que celle des plans intersection des plans de symétrie. Nous démontrons dans
1'appendice que pour ces plans, contour apparent et intersection du domaine

ﬂ(l,Z)B sont confondus.



- TABLE 2-1 : JListe des éléments de symétrie du domeine 8(1,2)B .

les k-plans de symétrie sont définis par les axes qui les engendrent.

Nombre . Nature Défini par

1 l-plan-axe Cq3

az 4 Z2-plamn a3 et un vecteur dans 1'espace x y z

o’ 2-plan €5 €L un vecteur dans 1l'espace x'y'z!

wz B;plan €y3 €t un 2-plan dans 1l'espace x y z

o 3-plan Cy3 €t un 2-plan dans 1'espace x'y'z!'

mﬁ 3-plan Caq UR vecteur de 1l'espace xyz et un vecteur de 1'espace x'y'z"
& 3-plan une coordonnée de chaque paire (33’h3)’(cll’CZZ)’(clz’CZI)

2 4L-plan Cqq X ¥ Z 6t Cyq x'y'z!

,mﬁ 4eplan €395 deux des coordormées xyz et une des coordonnées x'y'z!
ot 4-plan C434: une des coordonnées xyz et deux des coordonnées x'y'z!
u? 5-plan Cyqs trois des coordomnées xyz et une des coordonnées x'y'z®
w? 5«plan C34s Une des coordonnées xyz et trois des coordonnées x'y'z'
ma 5~plan €335 deux des coordonnées xyz et deux des coordonnées x'y'z'
20? 6-plan C33» et cinq des coordonnées xyz , x'y'z'

Liste des 18 plans, intersections de plans de symétrie qui ne sont pas eux-mémes plans

de symétrie., Pour ces plens, 1'intersection et le contour apparent de D(I,Z)B sont

confondus.
6 l-pla 1 i
plan €s 81X axes de coordonnées 33’b3’011’622’012’c21
12 2-plan deux des coordonnées dans deux différentes des trois paires

ta30b3) (epy.055) (egp5c,,).
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Sur un plan de symétrie, contour apparent et intersection sont confondu:

Etudions~les pour certains éléments de symétrie :

Pour 1'axe g4 DOUS trouvons :

-1 < Cqq < 1 (62)

Pour le 3-plan de symétrie {c33,a3,b3} :

L#cy3-2a3-by20
L+ eyt a3 + by 20 (63)
1 ~ Cyg = 4 + b3 20
1 - Cyg * &8y - b3 20
Pour le 3-plan {c33,x,y} :
2 2 2 2 2
(1+c33) -q (1+c33) =X -y 20 , -lscg,<l (64)
Sur le 3-plan {c,,,x'y'} :
_ 2.2 _ ... 2 2
(1 c33) r (1 033) -y 20, —1s§33sl . (65)

Les équations (63) définissent le tétraédre des matrices diagonales positives.

Il est tracé sur la figure 2.2.

Les équations (64) et (65) définissent les cBnes de révolution (Q)‘et

(R) représentés sur la figure 2.3,

Les espaces de polarisation de chaque particule, 6&1 et 8&2 sont a
une seule dimension. Ce sont les axes a; et b3 . Nous vérifions le résultat
général (26) que pour chacun de ces axes, contour apparent et intersection sont
confondus.

L'espace 8&1638ﬁ2 est ici le 2-plan engendré par a, et b3 . Nous
vérifions encore les résultats généraux de la Fig. 2-1, son intersection avec
8(1,2)B est ici le carré ABA'B' , tracé sur le tétraddre de la figure. Le

contour apparent de 8(1,2)B sur ce deux-plan est le carré MNM'N' , (carré (P)

de la figure 2.3). C'est la projection du tétraddre M N M'N' des équations (6.
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La figure 2.3 contient un choix de projections sur trois 2-plan et un
axe.:
(33’b3))(x’y),(x':y’) 3 C33 (66)
mutuellement orthogonaux. Un point de &(1,2)3 est donc défini par ses projec-

tions :

P € (a3,b3) ; Q' € (x,y) , R" € (x',y') , CEc (67)

33

Pgr exemple, 1'état non polarisé a pour projection Po,Qé,Ré et Q° = Ro . Nous
avons tracé en plus les sections méridiennes de chaque cdne de révolution (64),
(65) afin d'établir par une construction graphique si le point de projection
P,Q',R',C est dans le domaine S(I,Z)B . Soit p une matrice densité de
8(1,2)B . Sa projection P sur (P) est fournie par la valeur ay b3 de la
pblarisation indépendante de chaque particule. Le sous domaine (a cinq dimension
de 9(1,2)B qui se projette sur le point P se projette sur {c33 xy} et
{g33,x'y‘} suivant deux calottes d'hyperbolotde de révolution d'axe C33 s qui
ont pour cOnes asymptotes les cBnes (Q) et (R). Les sommets des orbites sont

Q2 et R2 et leurs cercles de base scnt respectivement dans les plans ¢, = 1 s

33

€33 = -1. Les équations de leurs sections méridiennes sont t (33,b3 fixé)

(l+¢ )2 - 2q2 = (33+b3)2 = (5?1)2 ; -lgc,.< 1 (67)

33 33

2

)2 _ 2 _ s 22 i
(1—c33) - 2r" = (a3—b3) (PPZ) , l<e, s 1

33

Ces sections sont tracées en figure 2.3 2 l'intérieur des méridiennes des cOnes

(64) et (65). Les coordonnées cy3 des sommets Q, et R, sont

R

pour Q2 » €49 = PP1 -1 = QZQ4 -1

pour R2 i 1 ~-P 9 = L - R2R1

+ Nous utilisons la notation AB pour la longueur du segment AB , P1 et P,

sont l'intersection avec les axes 0z' et 0z de la parall2le 2 AA' menée

par P .



I11.2 - 22 -

Pour savoir si le point de projection P,Q',K',C appartient au domaine E(I,Z)B
il suffit de vérifier que les points Q , R des sections méridiennes, obtenus
a partir de Q'C et R'C sont bien & 1'intérieur des sections méridiennes

des calottes d'hyperboloide de révolution obtenues 2 partir de P .

Dans la figure 2.3 nous avons pris la métrique :

0 < BE: - 3dp = (;Q+ B2 4 tr ccT)é <3 .

Elle donne la métrique usuelle pour les polarisations indépendantes des‘parti—
cules t . Les états purs sont donc 2 la distance {3 du point Py polarisé
(PO,Q;,R;,QO* Ro)' Comme nous 1'avons vu en II.4, l'ensemble des états pures

forme deux sphéres 2 deux dimensions. En réduisant les équations (52) et (56)

&4 notre cas particulier, nous obtenons, pour les états pures, en fonction des

parameétres
2
by =mna, avec q =1 (69)
Vl-x cos @ Vl-x sin w 0
€= nWi-x sin @ -V1-%X cos w 0 (69')

o x = (g = (b7

Les équations de ces deux sph2res sont données par
=1 €y = 1 x2 + y2 + z2 =2 x'= y'=,2'"=90
= ~1 €3 = -1 x'2+ y’2+ z'2= 2 x =y = z =90

¥
82

Ces sphéres ont donc pour diamdtres les ar@tes a3 = + 1 du tétragdre (aretes

MM' et NN' de la figure 2.2),
oo oo

+ Il suffit de multiplier les longueurs par v%~ pour normaliser & 1 la

longueur des états pures de la polarisation jointe des deux particules.
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Leurs projections dans la Fig. 2.3 sont
PRt 1 ' 552 % 552 %
32 : PEMM ,Ro,Ql,Q € cercle de centre Qo de rayon (2~P°P )e = V-E(l-PlP )

Sé : PGNN‘,QC;,IK_I,R' € cercle de centre R(; de rayon (2-1"-0_?'2)% = VE(].-.ET;I-"Z)%
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I,

FIG.2.2
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FIG.2.3
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PARTIE III. APPENDICE 1.

LES PROJECTIOKS Pi .

Dans le texte noug avons posé n = n; n, et nous avons toujours noté

€N+1 s eN 10 (i=1,2) les espaces vectoriels réels des matrices

hermitiques n X n , m X ny et EN s 8N1 leurs sous-espaces de matrices

de trace 1 . Nous notons i , ii 1'injection canonique
P i
&y eN+1 g 8Ni ’ eN{rl

et par .p '.pi les projections canoniques :
BN I S
eN+J. eN ! eNi+1 &Ni
On e poi f Identité sur CN » Py o ii = Jdentité sur eNi. En fin sur

CN ’ 8N nous avons défini les métriques euclidiennes
i

dZ(P',p”) = ;%T tr(p'—p")2

2 n, 2
[ " s - toalt
di(pi ,pi) m-T er(p/-p})
les degrés de polarisation sont respectivement les racines carré positives de
d(p,%l) s d(p,:;i). On pose T #i , c'est-23-dire pour i =1,2,T= 2,1 .

i
En utilisant (20) on vérifie que

; iy .. 1 142 sﬁi?i:ll L
d(li(pi)’n) n-1 “"121 tr(pi- ni)" -1 .o, di(pi’niI)
b4

ce qui démontre (21) .

Rappelons qu'un opérateur P sur un espace vectoriel réel &€ avec
le produit scalaire (A,B) est symétrique (c'eést-ia-dire sa matrice est
symétrique : l"I = P) si (PA,B) = (A,PB) pour toute paire A,B € & . Si P

est un projecteur symétrique, la projection qu'il réalise est dite orthogonale.

En utilisant P = P2 = PT on établit immédiatement que : le projecteur P

réalise une projection orthogonale si et seulement si V A , (PA,PA) = (PA,A)
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La figure 1l montre la propriété géométriquement

A

1

’ i

s i

Pl i

s’ !

[0 I

PA

)

Figure 1. A,PA L O,PA « (A,PA) = (PA,PA) .

Les opérateurs P, définis par (22) s'écrivent encore :

- Az\
P, =350 try (A 2)

En notant que trxo ji = Identité sur 8N1+1 on vérifie immédiatement que Pi

est un projecteur :
2

Pi = ji o trto on tr:= ji 0 tri = Pi

~ T'
€ méme en nissant PN Lo ar [»] . O p = et
De mém défini 3y eNi oo eﬁi & par io7, 3

P R EN L gﬁ par 1105'0 p=P, onabien P° = P .
i

En (17) nous avons défini (en posant py = try p)
p= P ®op, + K(1,2) (4 2)

et tr, K(1,2) = 0 = tr, K(1,2) (A 3)

En notant que P.p = p. @ ;Ll nous avons
1 1 n,
1
(p,2;p) = tr(p, ® p, + K(l,Z)(p1 ® ;{;I)
=L 2, L
oo trop) + = tr(trz(p @ I)K(1,2))
2 2
le dernier terme est nul puisque tr, K(1,2) = 0 d'ou (p,Plp) = pf ®~J5 =
n

(Plp,P,p) ; ce qui montre que ?l est symétrique. Il en est de meme pou% Pz

~g

et pour Pi
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