INVARIANTS POLYNOMIAUX DES GROUPES DE
SYMETRIE MOLECULAIRE ET CRISTALLOGRAPHIQUE

Louis Michel

Cette conférence est une revue de quelques aspects de ce pro-
bléme. L'utilité pour la physique des fonctions invariantes par
le groupe de symétrie du probléme étudié, est évidente. Beaucoup
de travaux récents donnent des tables de polynomes invariants (gé-
néralement calculés par ordinateurs) des groupes ponctuels (grou-
pes de symétrie des molécules, et quotients par les translations
des groupes cristallographiques)l. Souvent ces travaux s'ignorent
les uns les autres et plus généralement ils ignorent les résultats
directement utilisables obtenus par les mathématiciens. Les ta-
bles de polynomes invariants peuvent €tre fort utiles puisque leur
forme explicite dépend de la base choisie, le choix d'une base
étant souvent déterminé par des considérations physiques. Par
contre il est aussi fort utile de connaitre la structure de 1l'al-
gébre des polynomes invariants. C'est @ ce probléme que va €tre

consacrée la majeure partie de cette conférence.

1. CONCEPTS DE BASE

Définissons d'abord les concepts de base afin de pouvoir

Les articles 3 ce sujet sont si nombreux que j'ai renoncé a pré-
parer une bibliographie.
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ensuite préciser notre sujet. Soit G un groupe fini, de |G| élé-
ments, agissant lin&airement et effectivement2 sur un espace vec-
toriel E sur le corps K, et de dimension finie m. Ces données dé-
finissent aussi une action de G sur la n® puissance tensorielle

g E = E(n) de E, ainsi que sur les puissances compl&tement symé-
triques E{n} et complétement antisymétriques E[n], de dimensions

respectives

s, = (n+:—1) et a_ = (2), (1)

ainsi que sur leur somme directe:

® =3

s - o g, A = glnl (2)

n=0 n=0

les espaces vectoriels des algébres tensorielles symétriques et
extérieures sur E (E = E(l) = E{l} = E[l] et E(O) = E{O} =E[O] =K,
le corps de définition de E). Dans cette conférence nous nous 1li-
nitons i la caractéristique zéro pour K, les applications physi-

ques étant pour les complexes et les réels.

Soit R 1'espace dual de S. C'est l'espace des polynomes sur
E, le dual R/ de E{n} étant l'espace des polynomes homogénes de
degré n. L'ensemble des polynomes sur E forme, comme S, un anneau

et aussi une K-algeébre.

Soit g ~ D(g) la représentation linéaire de G sur E dont nous

-~ -~ n - .
NOtons Xy,X,, .« les éléments; D{ }(g) est la représentation cor-

{n}

n P& P
respondante sur E dont nous notons x{ J les éléments. Nous dé-
notons g > Da(g) les représentations irréductibles de G a une

équivalence prés (D,. et Duz sont inéquivalentes si oy ia az) et

a1
Xu(g) = tr Da(g) est le caractére de cette représentation. Par

la propriété d'orthogonalité des caractéres, 1'expression

e (x) = mr 1 @ e 0™ (9

€6

2 . . s . - .
Effectivement signifie que seul 1'identité du groupe laisse
fixe tous les points de E.
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donne la multiplicité de la représentation D, dans la décomposi-

{n}

tion de la représentation D en représentation irréductible.
D'autre part, en diagonalisant D(g) on voit que les valeurs pro-
pres de D{n}(g) sont les produits de n valeurs propres de D(g),
donc tr D{n}(g) est le coefficient de t" dans le développement de
[det(I—tD(g)]_l. La relation (3) peut donc s'écrire pour tous les
n a la fois [M3].

1 X, (g-1)

n —
; c (x )t = an(t) = TG g;G det[I-tD(g)]" “

Il 0~ 8

n

Nous sommes plus particuliérement intéressés par 1l'ensemble RC
. G . .
(respectivement S) des polynomes invariants (resp. des vecteurs

invariants de S) c'est-a-dire:

P(xys-eesx ) = p(D(g)xy,....D0E)x ), (5)

qui correspondent a la représentation triviale xo(g) = 1 et nous
écrivons simplement F(t) pour FXO(t). La somme et le produitGde
polynomes invariants €tant encore des polynomes invariants, R~ est
un anneau; c'est aussi une K-algébre. Par le célébre théoréme de
Hilbert [H1] nous savons qu'on peut trouver un nombre fini de gé-
nérateurs pour cette algébre, un tel systéme de générateurs &tant
en général appelé une base d'intégrités. Nous donnerons 1'énoncé
de théorémes importants ou utiles pour la construction de telles
bases. Nous aurons pour cela besoin de la notion d'invariant re-
latif. Pour toute représentation irréductible de G de dimension
1, et de caractére xA(g) (A pour abelien), nous désignons par RXA
1'ensemble des polynomes invariants relatifs de poids XA définis

par la relation

Vg &G, p@xys...,D(g)x ) = x, (@p(xy,.-nX ). (6)

Ce résultat n'est pas vrai pour les groupes de Lie de dimension
fini comme 1'a montré le contre exemple de Nagata [N1].
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Le produit par un invariant ne changeant pas la nature d'un inva-

riant relatif, Ri est un RG—module4
A p

2. GROUPES G ENGENDRES PAR (PSEUDO-) REFLEXIONS

Une pseudo-réflexion P dans l'espace E de dimension m est un
opérateur diagonalisable qui a m-1 fois la valeur propre 1 et qui
est d'ordre fini, c'est-a-dire i1 existe un plus petit entier

c > 1 tel que p¢ = 1. Donc une pseudo-réflexion satisfait:

p diagonalisable, (P-D)™ 1(P-pI) = 0,0 = 1
pour un entier minimum ¢ > 1. (7

Pour ¢ = 2, P est une réflexion.

On prouve aisément que toute base d'intégrité de RG sur E_
doit contenir au moins m polynomes. Chevalley [C1] prouva en 1955
que pour les groupes finis engendrés par des réflexions, toute ba-
se d'intégrité de RG (c'est-d-dire tout ensemble minimum de poly-
nomes invariants) a exactement m éléments. Coxeter a déterminé
pour toutes les dimensions finies m, tous les groupes engendrés
par réflexions: ils sont symbolisés par un diagramme de Dynkin
(généralisé) de m pointss. Ceux qui laissent invariant un réseau
de dimension m (= un cristal 3 m dimension; il existe donc une
base de Em pour laquelle les &1éments de matrice de la représenta-
tion de G sont entiers) sont les groupes de Weyl d'un groupe de
Lie semi-simple de rang m; l'espace E est une sous-algébre de
Cartan. Aux groupes de Lie simples correspondent les diagrammes

de Dynkin connexes. Le théorsme de Chevalley s'applique donc

4 A &tant un anneau d'éléments aj,op on définit sur le groupe
abélien E une structure de A-module si pour tout a € A et tout

x € E, ax est défini comme é1ément de E, cette correspondance sa-
tisfaisant les propriétés a(xyp+xp) = axp + aXp, (ag+ap)x =

ayX + &)X, al(azx) = (alaz)x, 1x = x.

5 DU R ~
I1s ont été définis dans le cours du professeur Zassenhaus a
1'école d'été qui a précédé cette conférence. Voir aussi [B2].
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aussi aux invariants des groupes de Lie semi-simples. Shephard et
Todd [S2] ont montré que la réciproque du théoréme de Chevalley

était vraie @ condition de 1'étendre aux pseudo-réflexions:

Théoréme 1. [S2]. Un sous-groupe fini G de GL(m,K) a une
base d'intégrité de m polynomes invariants si et seulement si il
est engendré par pseudo-réflexions. On peut alors trouver pour la

base d'intégrité m polynomes homogénes 6. (i =1 am) de degré di

IA

avec d1 < d2 < ..

d - Le polynome invariant le plus général de
RG est de la forme q(el,ez,...,em) ol q est un polynome de m vari-

ables. Nous pouvons calculer les degrés di en remarquant que

tn dim RS =
0 i

1
T (8)

(1-t Y

=3

I o~ 8

n 1

ce qui est encore la fonction de Molien F(t):

1 1 1
d. |G| gZG det[I-tD(g)]" ()

(1-t 1)

F(t) =

n =3

i=1
Soit Gk le sous-ensemble d'éléments de G dont 1'ensemble des
points fixes dans Em est une variété lin€aire de dimension m-k;
par exemple GO ne contient que 1l'identité du groupe, G1 contient

les r (pseudo-) réflexions, etc. En définissant:

. 2 dk"].
Pk(t) et Pk(t) =1+t +t +,..+t , (10)

1

P(t) =
k

=3z

et en multipliant les deux membres de (9) par IGI(I—t)m, on ob-

tient

Gl _ ., § k

e - % kgl (1-6)7Q (1), (11)
ol

m-k
Q(t) = J -t ; (12)
k gEGk det[I-tD(g)]




80 Louis Michel

entre autre

= -—-——-—-——-—-——-l '
Q, (t) géc IO (121

1

ol p(g) est la valeur propre différente de 1 de la pseudo-réfle-
xion g € Gl’

En faisant t = 1 dans (11) on trouve

di = |G|. (13)

==

i=1

De méme en multipliant (11) par P(t) pris en dérivant par rapport

-~

3 t et faisant t = 1 on obtient apreés division par |G|

d.-1
Ji—=- ]
soit encore
z di =nm + IGll =m+ T, (14)
i
ol IGll = r est le nombre de (pseudo-) réflexions.

Plus généralement Steinberg [S6] a montré 1'éga1ité6:

%’ k
(1+(d, -1)t) = G, |t (15)
] K ko K

[

k

(En faisant t = 1 on obtient (13), tandis que (14) est donnée par
le coefficient de t.) Remarquons que ces résultats étaient con-
nus depuis plusieurs sigcles dans le cas des fonctions symétri-

ques de m variables. En effet le groupe symétrique Sm des permu-

6 Quand on connait le degré des invariants de la base (voir aussi
plus loin (16), (17), (18)) il est assez facile de les construire
en moyennant sur les orbites exceptionnelles (c'est-a-dire les
plus petites), qui correspondent aux plus grands stabilisateurs.

Pour une étude systématique voir [F1].
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tations de m objets est engendré par les transpositions qui sont
des réflexions sur Em. Les di prennent toutes les valeurs de 1 &

m et une base d'intégrité est donnée par

Pour les groupes engendrés par réflexions Coxeter [C2] avait

montré que les opérateurs

W= T D(g)
886,
produit de toutes les réflexions et qui dépendent donc de 1'ordre

dans lequel est effectué ce produit, sont tous conjugués les uns

des autres, leurs valeurs propres étant

Spectre W = {exp 2ni(d -1)/h,k=1 A m} et h = %fa (16)

Puisque W est un opérateur orthogonal réel, ses valeurs propres

sont complexes conjuguées:

d + d

T
k *dpx T 200 P a7

qui est plus précis que (14). Notons que, pour m impair,

T
dm+1 =1 + -I;l- (18)
2
Finalement les nombres de Betti d'un groupe de Lie simple sont

€gaux a 2d, -1, les dk étant les degrés des polynomes invariants

de la base d'intégrité de son groupe de Weyl [S3].

Dan', son article de 1954 Chevalley montre un second théoréme.
La représentation linéaire de G sur 1'espace quotient R/I(RS) est
la représentation réguliére, I(RE) €tant 1'idéal engendré par les

polynomes non constants de RG.

Revenons au cas général d'un groupe engendré par pseudo-
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réflexions, 1'équation des hyperplans invariants étant

ni(“)x. 2@ =0, (19)

L () = X

[l =1
e
jon
=<
I

i

(le point + désignant un produit scalaire orthogonal); les diffé-
rentes pseudo-réflexions d'hyperplan K = 0 engendrent un groupe
cyclique d'ordre c, > 1 (pour les reflex1ons Cy = 2). Soit
pi(xl,...,x ) un polynome 1nvar1ant. Si on ch01s1t la 1° Te coor-
donnée dans la direction n( ), 1'invariance par rapport a la pseu-
do-réflexion qui laisse 1'hyperplan £a = 0 invariant, exige que p;
ne contiennent que des puissances de X multiples de c_- Les

op; /ax , j =1 3am, se transforment suivant la représentation con-
tragredlente de E o’ et ils s'annulent tous pour X, = 0. Si on
forme le jacobien de m polynomes invariants linéairement indépen-
dants, ce jacobien doit s'annuler sur chaque hyperplan invariant.

Or en comptant les degrés on vérifie que: [B2]

Théoréme 2. Si ei, i =13m, sont les m polynomes d'une
base d'intégrité d'un groupe fini G engendré par pseudo-réflexions,
on a

aei ca—l
det -53(-3- =K1 Kd (x), (20)

o

ol K est une constante.

Remarquons que det(ae /ax ) n'est pas un invariant de G. Si
G est engendré par reflex1ons,c est un invariant relatif de poids
det (g). Mais c'est un invariant du sous-groupe invariant H, d'in-

dex 2, des éléments de déterminant 1.

3. SOUS-GROUPES INVARIANTS H DES GROUPES G ENGENDRES PAR
PSEUDO-REFLEXIONS DONT LE QUOTIENT G/H EST ABELIEN

Soit G' le groupe engendré par les commutateurs d'un groupe

G engendré par pseudo-réflexions: G' est sous-groupe invariant de
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G, ainsi que tout sous-groupe H < G contenant G'; de plus le grou-
pe quotient G/H est ab&lien. Un preprint de R.P. Stanley [S5]

permet de construire explicitement 1'algébre R

C'est un résultat bien connu de la théorie des groupes que
toute représentation commutative (= ab&lienne) g - x(g) irréducti-
ble de G est unidimensionnelle et son noyau contient G', c'est-a-

dire:

G' < ker y = x(G'") = 1. (21)

L'ensemble de ces représentations abéliennes irréductibles forment
un groupe abélien Ags dual de G/G' et qui lui est isomorphe puis-
que G/G' est fini. Les invariants relatifs de A de poids

Xp € AG tel que xA(H) = 1, sont évidemment des invariants de H, le

travail récent de Stanley permet de préciser:

Lemme. [S5]. Si G' < H < G, engendré par pseudo-réflexions:

RI- Rg, (22)
€
XpSAg A

Z indiquant une somme d'espaces vectoriels; mais Stanley montre
ensuite qu'il s'agit méme d'une somme de RH—modules, chaque RX
P . : p A
étant un RH-module de dimension 1 engendré par le polynome fXA:

£ (x) 0 ZSO‘ (23)
(x) = I (x), 23
XA a=1 @

ol s, est le plus petit entier 0 < s, < S tel que X(Pa) =

s
(det Pa) @ pour la pseudo-réflexion Pu

Par exemple, si G est engendré par réflexions, fXA(x) est le
produit des &quations des hyperplans dont les réflexions sont re-
présentées par -1 dans la représentation abélienne Xp de G; de

telles réflexions n'appartiennent pas 4 H puisque XA(H) = 1. Et
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si H est le sous-groupe d'index 2, noyau de la représentation abé-
lienne, g - det(g), fdet est le produit de tous les Ka; c'est le

jacobien de la formule (20) avec c, = 2.

Pour 1'espace E @ trois dimensions, les sous-groupes discrets

de 0(3) qui sont engendrés par réflexions’ sont

0,, Y. (24)

cC_., D h T4

nv’ Pnne T’

(les trois derniers &tant les groupes de symétrie respectivement
du tétraddre, de 1l'octaédre ou du cube, de 1'icosagédre ou du dodé-
cahddre). Tous les autres groupes discrets de 0(3) sont des sous-
groupes invariants d quotient abélien d'un des groupes de la liste
(24). Excepté pour les sous-groupes SZn’ les RH sont des RG mo-
dules de dimension 2, c'est-i-dire les polynomes invariants de H,
sous-groupe discret de 0(3) non engendré par réflexion, sont de la

forme

ol el(x), 62(x), es(x) sont 3 polynomes formant une base d'inté-
grité pour G (de la lisFe 24), qp et q; sont des polynomes arbi-
traires de 3 variables et ®q est le polynome calculé& en (23).

Pour les groupes Cn i il faut remplacer (25) par un RG module de

3

dimension 4:
+ @Z(X)qz(el,ez,es) + wg(xms(el,@z,es)- (25")

Nous donnons dans la table 1 des bases d'intégrité 65 655 6, et
géventuellement ©1s By Pg pour tous les sous-groupes discrets de
0(3) ainsi que la fonction génératrice donnant la dimension de RS,

i.e. le nombre de polynomes homogénes invariants de degré n

Nous suivons ici les notations et les définitions de Landau et
Lifshitz [L1].
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linéairement indépendants. Bethe dans son travail de pionnier
[B1] en 1929 avait donné les invariants des groupes de symétrie
cubique; ceux de 1'icosaédre étaient connus de F. Klein et W.
Burnside [B3]. La plus ancienne table publiée €quivalente a la
table 1, est a ma connaissance celle de Meyer [M2] de 1954,
Killingbeck (sans citer Meyer) a publié 1'équivalent de la table
2, mais 1'équation (1) de la table 1 ne semblait pas &tre connue

dans la littérature physique.

4. LES PROJETS ANNONCES DES PHYSICIENS

Certainement de nombreuses autres tables de polynomes inva-
riants ont €té annoncées et paraitront dans un avenir proche.
J'espére que la vulgarisation que je viens de faire de résultats
mathématiques €tablis ces vingt-cing dernigres années, aidera ces
projets (cf. [K2], [M1]). Il y a beaucoup a faire si 1'on tient
compte de toutes les représentations irréductibles, non seulement
des groupes ponctuels mais aussi des 230 groupes cristallographi-
ques. Jean Mozrzymas, qui a €tabli des tables trés condensées de
ces représentations, et moi avons réfléchi & cette question. Nous
n'annongons aucun projet, mais je vous livre informellement quel-

ques unes de nos réflexions:

i) Les représentations irréductibles projectives des groupes
cristallographiques pour lesquelles il serait le plus utile aux
physiciens de connaitre 1'algébre RG des polynomes invariants sont

celles qui ont pour image un groupe fini

ii) Il n'y a pas de méthodes pour déduire simplement 1'algé-

Dans tout groupe cristallographique G les translations forment
un sous-groupe invariant ~Z3, dont le groupe dual ~Tz (le tore i
3 dimensions) est appelé zone de Brillouin. Le quotient G/Z3 = Q
agit effectivement sur Tz. Les points de Tz (en dehors de la
strate générique ouverte dense) c'est-a-dire les vecteurs d'onde
0# k €T, qui ont un stabilisateur (= petit groupe) maximal,
fournissent - par le mécanisme des représentations induites - de
telles représentations.
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bre RG pour une représentation quelconque de G, en supposant que

le probldme ait &té résolu pour les représentations irréductibles.

iii) Obtient-on RG pour une représentation isotypique (= fac-
torielle = somme directe de représentations irréductibles équiva-
lentes) par polarisation des polynomes invariants pour la repré-

sentation irréductible correspondante: [K2]? Pas toujours.

iv) Au lieu de la représentation la plus générale, on aura
donc simplement i considérer les représentations sommes directes
de représentations irréductibles toutes inéquivalentes. Pour un
groupe fini de n classes de conjugaison (= |G| pour un groupe abé-

. .. SN N .
lien), cela fait 2 cas & considérer.

v) Si G est abélien, la méthode de Stanley s'applique i tou-
tes les représentations. Soit m la dimension d'une telle repré-
sentation. G x G x...x G m fois, est alors engendré par pseudo-
réflexions, le sous-groupe G, identifié au diagonal Gd est sous-

groupe invariant a quotient abélien.

vi) La méthode de Stanley n'est pas la panacée, mais d'autres
outils comparables peuvent &tre développés. Par exemple si
G' < H < G mais c'est H qui est engendré par pseudo-réflexions, G
agit sur RH et on peut trouver une base d'intégrité transformée
en elle-méme. On est alors ramené au probléme de la détermination
des polynomes invariants par G/H (agissant linéairement sur 1l'es-

pace i une dimension de la base), que 1'on sait résoudre (cas 1iv).

Autre remarque

Au lieu de considérer 1'action d'un sous-groupe discret G de
0(3) sur les polynomes définis sur notre espace a 3 dimensions,
on peut considérer 1'algebre enveloppante U de 0(3). C'est ce
que viennent de faire Patera et Winternitz dans un preprint ré-
cent [P1] (un programme plus général avait &té esquissé en [J1]).
Les générateurs Lx’ Ly’ LZ de U &tant les composantes d'un pseudo-

vecteur, seul le sous-groupe G N SO(3) de G agit effectivement.
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On est ramené a €tudier la famille de groupes C_, D, T, O, Y. Dés
qu'on connait trois invariants d'une base, le quatriéme est engen-
dré par les relations de commutations dans U; quelle est la géné-

ralité de ce phénoméne? Cette approche est intéressante pour at-

taquer le probléme de 1'étiquette manquante dont a parlé R. Sharp

le premier jour. Voir aussi la conférence de P. Winternitz le

dernier jour.
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TABLE 1. Base d'intégrité de 1'algébre des polynomes (en x, y, z)

invariants par un sous-groupe discret de 0(3).

Cette base est donnée par les polynomes el, 62, 63 et, éven-
tuellement P1s Ogs Pzs qui sont des polynomes en x, y, z. Le po-

lynome invariant le plus général est de la forme:
Po(81:8,.05) * g ®;P;(01,8,,6,), (1)

ol P, et p; sont des polynomes arbitraires de 3 variables et o,

suivant les groupes, la somme ) comprend 0, 1 ou 3 termes.
! G
La dimension . de 1'espace vectoriel Ré des polynomes in-

variants homogénes de degré n, est donnée par

Cnt = q | T d; = degré de ei,

3

c’f n _ N(t) d. =
- (1-t -t 2a-t 9

ol selon qu'il y a 0, 1 ou 3 polynomes o.,

51 51 % 8
N(t) =1 ou 1+t ou 1 + t + t +t 7, 61 = degré de s -
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G |G| 63 ¢y Notations
C p=x2+ 2
n n Y Y ’
n>1 " " Yn=R€(X+iY)n,
. N
. 2n Y, On—Im(x+1y)
noton 2+02— n
Cnh S que y +0 =
2n Y o
1 n n
]
SZn Zn "on “2n i P72y ®3720,
Dn 2n Yn zon
N . n n
Dnd 4n Y2n 20, T EX 4y 4z
K=(1+V5)/2
Dy | 4n Y, (1+v5)/
T 12 B %, ocm=(Kmx2—y2)(Km>'2—22)
2 m2 2
Th 24 B o, X (K7z%-x7)
Td 24 8 B=xyz
2 -
0 24 B Bag xl(x,y,z)=K4x4+K e
o | 48 82 2t 2x%y %222 (kPR
Y 60 T4a4 BX1X2X3 Xz(X:Y:z)=X1(z:stJ
Y, 120 T49% Xz (X,y,2)=xy (y,2,X)

de Landau et Lifschitz, Mécanique quantique.

cristallographiques ponctuels.

La nomenclature et la présentation des

groupes sont celles

La table 2 donne explicitement ces bases pour les 32 groupes
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TABLE 2. Base d'intégrité de 1'algébre des polynomes invariants
des 32 groupes ponctuels cristallographiques.
G |IGI N 0, 0 ?
C1 1 z X y
‘it 2 2 2
C.=
5 2 22 X y
C
1h
2 2
C 2 z X y Xy
2
2 2 2
Con 4 z X y xy
4 z
2v 2 2 2
D2 4 A X y Xyz
2
D2h 8 z
Cy | 3 z ) y (3x°-y%)
C3 6 vA x(x2-3y2)
v 2 2 2 2 2
D, | 6 z x4y 2y (3x°-y“)
2 6 4 2
S 6 z x -15x'y Oy Prs @
6 17 722 73
D, |12 22 +15x°y*y®
3h ) y -y
C4 4 z ) ) xy(xz-yz)
C4v 8 vA
S 4 22 0) (
4 1-’ @2’ “93
2 2 2 2 2 )
Can| 8 | 2 PX vy Xy xy (x2-y2)
2
D 8 z Xyz
2d 2 2 2
D, | 8 z xyz(x"-y")
2
D4h 16 z )

s
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TABLE 2. (suite)
2
C 6 ) x(x -3y2) y(3x2-y2)
5h 2 2.2 2
Co | 6 Xy (3x7-y™) (x"-3y")
2 2
Dg4l 12 6 49 zy (3x-y")
2. 2| [x-15xy
C,.. 12 }-x +y
6v e 15x2y 4y 0 2 2.2 .2
Cenl 12 Xy (3x7-y") (x"-3y")
Dg |12 2xy (3x°-y?) (x%-3y%)
Dep| 24 )
. ! 2 . 2.,2 2.2 2
T |12 Xyz (x"-y") (y"-27) (z°-x")
T, | 24 x2y2z2 (xz-yz)(yz-zz)(zz-xz)
'I‘d 24 {rxT+y -t-z2 *x4+y4+z Xyz
0 24 x2y222 Xyz (xz-yz) (yz—zz) (zz-xz)
0h 48 | ) x2y222
G ¢4 ¢y ¢
Ci = 52 xy yz ZX
2 2 2 2
S, zXy z(x"-y") xy (x"-y")
CS:‘L = 86 xz(x2»3y2) yi(sz—yz) xy(3x4~10x2y2+3y4)




