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C'est Goldstone qui avait 4t4 pressenti pour donner ici une revue sur le 

sujet des brisures spontan4es de sym4trie. Je suis certain que, comme moi, vous 

regrettez tous qu'il n'ait paS pQ accepter et que J'ai eu ~ le remplacer. 

Ayant fait une revue sur ce sujet#au ler Symposium Europ4en de physique 

math4matique ~ Varsovie [I] en mars 1974, et devant parler de ce suJet dans une se- 

maine au colloque de la Soci4t~ Franqaise de Physique ~ Dijon [2] je ne voudrais 

pas me r~p4ter iei. Cet expos4 ne sera donc pas syst4matique; il sera incomplet et 

partial puisque ni Goldstone ni Higgs ne seront cit4s. Ii vous pr~sentera quelques 

id4es tr~s g4n4rales, en insistant plus sur leur aspect math4matique, et en citant 

simplement leurs applications physiques. 

I. Un exemple hlstorique. 

Commenqons par un exemple, que je crols @tre le premier exemple historlque 

de sym~trle brls4e. Ii fut d4eouvert par Jacobl [3] en 1834 en consld~rant une masse 

m de flulde incompressible, isol4, en cohesion par son attraction gravitatlonnelle, 

et soumis ~ une mouvement de rotation unlforme autour dfun axe fixe (Ox 3) , de 

vltesse angulaire constante Qo " Lorsque % = 0 , la figure d'~quillbre est une 

Le texte de la conf4rence de Varsovie avalt d'ailleurs ~t4 dlstrlbu4 ~ tousles 
participants du 3 ~ne Colloquium, l'an dernier ~ Marseille. 
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TABLEAU i. 

Masse fluide m , vitesse angulaire constante ~ autour de 
o 

surface libre du liqnide incompressible est donn~e par l'~quation 

3 2 
Ei=l(Xl/a i) = i 

Ox 3 • La 

(i) 

On d~finit les int~grales 

o~ 

ukdu .(k) ala2a3 of ukdu A (k) = ala2a 3 --~-- , A i = VD(a~+u) ' 

A(k) ~ ukdu 
ij = ala2a3 2 2 

~D(ai+u)(aj+u) 

2 2 2 (o) A~O)+ A3 D = (al+u)(a2+u)(a3+u) . Noter que A 1 + (o) = 2 . 

L'~quilibre hydrostatique darts le rep~re tournant s'~crit 

P = V(~x)+ ½ ~2(x21 + x22) + C te (2) 
p 

o~ p est la pression, p la densit~ : m = 4~ ala2a3 p/3 et l'~nergie potentielle 

V(~) ~Gp(A (°) 3 ^(o) 24 
= - ~i=l ~i xiJ (3) 

G est la constante de gravitation et ~ = %/~-~ est sans dimension. En ~crivant 

que p = 0 sur la surface, la comparaison de (I) et (2) donne les conditions d'~qui 

libre 

(~2_ (o)~ 2 ~2_ (o) 2 ~.(o) 2 
2AI J~l = ( 2A2 )a2 = -zA3 a3 (4) 

La premiere ~galit~ peut encore s'~crire 

(i) 
(a21 - a22)(Q 2- 2A12 ) = 0 (5) 

2 2 
Solutions g sym~trie axiale : a I - a 2 = 0 

(il en existe deux pour chaque Q < 0,44933... 

Solutions ~ trois axes in~gaux : ~2_ 2A12(I) = 0 

(il en existe une pour chaque ~ < 0,37230... 

2 2 
Le point de bifurcation satisfait a I - a 2 = 0 e t 

2 2 A(o) = a23 A~O) 
al a2 a12 

trouv~es par Mac Laurin) 

soit 

trouv~e par Jacobi) 

[~2_ ~A(1)= 0 et (de (4)) 
z~12 

a 3 a 2 
= 0,37230...~ a-~ = a-~ = 0,582724 .... 
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sph&re; pour un certain domaine de valeur de ~o ' il existe un ~quilibre statique 

dans le rep&re tournant, la surface d'~quilibre du liquide ~tant un ellipsolde de 

r~volution aplati. Le Tableau 1 donne les ~quations, en fonction de ~ , satis- 
o 

faites par les longueurs des axes principaux al,a2,a 3 de l'ellipsolde. Cela donne 

a une assez bonne approximation de l'aplatissement de la Terre. Mais ces m@mes ~qua- 

tions ont aussi une autre famille de solutions d~couvertes par Jacobi. Elles sont 

asym~triques : a I # a 2 , l'ellipsolde ayant trois axes in~gaux. La solution com- 

mune & ces deux familles est un "point de bifurcation". Ce qui est remarquable c'est 

sa g~n~ralit~. D'autres familles de solutions (non statique) avec courants de con- 

vexion partent du m~me point. Si on utilise comme param&tre ~n~matique sanS dimen- 

sion t 

t = Ener$ie de rotation (I) 

IEnergie potentielle I 

le th4or~me du viriel impose pour tout syst&me en interaction gravitationnelle 

O ~ t ~ ½ (2) 

Pour la sph&re t = O (~ = O) ; le point de bifurcation apparalt pour t = O,1375. 
o 

Si le fluide n'est pas incompressible, la densit~ p (pour les solutions statiques 

dans le rep&re tournant) est constante sur des ellipso±des concentriques dont la 

sym~trie axiale disparalt pour cette m~me valeur de t = O,1375..., quelle que soit 

l'~quation d'~tat du flulde, eomme viennent de le montrer Bertln et Radicati [4] 

en utilisant une remarque math~matique de Roberts [5]. 

Quand l'ellipsoTde a trois axes in~gaux, on obtient pour ~ ou t 
o 

fix~, & un instant donn~, toute la famille de solution & partir de l'une d'elle en 

faisant tourner l'ellipsolde autour de l'axe Ox 3 , qui est l'axe de sym~trie du 

probl&me. Cette situation est'g~n~rale. 

2. L'action du sroupe de sym4trie sur l'ensemble des solutions. 

Quand un probl~ne physique a un groupe de sym~trie G , ce groupe agit 

sur l'ensemble M des solutions du probl&me. Ces points de M , invariants par 
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forment un sous-ensemble M G (en g~n~ral fermi) et repr~sentent les solutions qui 

ont aussi la sym~trie G . Chaque autre solution m C M est invariante pour un 

sous-groupe G m de G (appel~ petit groupe ou stabilisateur ou groupe d'isotropie 

de m ). Nous notons G(m) la famille des solutions transform~es de m par G o 

On dit que G(m) est une orbite du groupe. Si deux points m' et m sont sur la 

m~me orbite, il existe alors g E G (pas forc~ment unique!) tel que m' = gm et 

on v~rifie que les stabilisateurs sont conjugu~s i.e. 

Gm, = gGmg-i (3) 

La r~ciproque n'est pas vraie; si deux points x et y ont des sta~ilisateurs 

conjugu~s (3), x et y ne sont pas n~cessairement sur la m@me orbite, mais par 

d~finition, ils sont sur le m~me stratum; un stratum est ainsi l~union de toutes 

les orbites d'un m~me type. On notera S(x) le stratum de x . Ii y a un ordre 

partiel naturel sur les classes de conjugaison des stabilisateurs qui apparaissent 

dans l'action de G sur M : (on note [Gx] celle de Gx). [Gx] < [Gy] si G x 

est conjugu~ d'un sous-groupe de G 
Y 

L'ensemble M des solutions est tr~s different en g~n~ral pour le m~me 

probl~me trait~ en m~canique classique ou quantique. Consid~rez par exemple le 

problg~ne de Kepler dans l'espace ~ 3 dimensions (potentiel central en ~) r ; dans le 

eas classique aucune solution n'a la sym~trie 0(3) , car la n~cessit~ d'avoir des 

conditions initiales d~truit cette sym~trie; dans le cas quantique tousles ~tats 

de moment orbital ~ = O ont la sym~trie sph~rique. Pour les ~ > O , ~ ehaque 

orbite d1~tat pur (repr~sentables par un vecteur d~tat) on peut faire correspondre 

un "m~lange" (representable par un matrice densitY) en int~grant sur l'orbite, ce 

qui est encore un ~tat invariant. 

Lorsque la sym~trie est bris~e, savoir laquelle des solutions d'une or- 

bite est choisle dans le ph~nom~ne qu'on ~tudie, est d'un int~r@t secondalre~ sur- 

tout pour les sym~tries spatiales; dans ce cas, le choix est d~ ~ une irr~gularit~ 

(par exemple germe cristallin) ou m~me parfois ~ une fluctation statistiqueo Ce qui 
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est important c'est de pouvoir pr~voir en quel sous-groupe la sym~trie peut ~tre 

bris~e (sans r~soudre compl~tement le probl~ne!). C'est ce qui a ~t4 fait en cris- 

tallographie ~ la fin du si~cle dernier. Les interactions entre les ions ou les 

atomes constituant un cristal sont invariantes par d4placement euclidien (transla- 

tion et rotation), mais le cristal (m~me suppos4 parfait et ind4fini) n'est inva- 

riant que pour un sous-groupe du groupe Euclidien E(3). Ii y a 230 classes de groupes 

cristallographiques. ~) Parfois et de plus en plus, pour un probl~ne de m~canique 

statistique classique ou quantique, ainsi que pour un probl~me de m4canique quanti- 

que on peut pr4voir l'ensemble des stabilisateurs qui apparaitront pour l'action de 

G dans l'espace des ~tats et donc comment peut se casser la sym~trie. La revue 

la plus r4cente de cette question, dans le cadre g~n4ral des C~-alg~bres a 4t4 

faite par D. Kastler [6] ; je vous y renvoie . J'avais 4tudi~ avec lui [7] le cas @ 

o2 G est le groupe Euclidien E(3) . En plus des classes de groupes cristallo- 

graphiques nous avons trouv4 une infinit4 d~nombrable de "classes de sym4trie" 

nous avons d~crites (~ une conjugaison pros dans InL+(3,R)) ~ . Bien que cette que 

classification rejettent beaucoup de sous-groupes ferm~s de E(3) comme stabilisa- 

teurs d'4tats, il faut cependant noter que les stabilisateurs possibles forment un 

ouvert dans l'espace compact des sous-groupes ferm~s de E(3) # 

Tout en restant g4n4ral, nous allons particulariser un peu ! 

3. Principe variationnel et invariance par un sroupe compact G . 

C'est une situation qu'on rencontre assez souvent en physique. II s'agit 

~) Comme on ne distingue pas, de ¢e point de vue des sym~tries, les cristaux de tail 

les diff~rentes, les classes de conjugaisons sont dans le groupe InL+(3,R): le 

groupe lin~aire inhomog~ne ~ 3 dimension, pour les operations homog~nes de d~- 

terminant positif. Dans InL(3,R) il n'y aurait que 219 classes. 

# La r~f. [I] contient un bref r~sum~ 

# En effet, les sous-groupes ferm~s d'un groupe localement c~npact forment un es- 

pace topologique compact cf. Bourbaki VI.8,§5, g4n~ralisant un travail de Mac- 

beath et Swierkowski. 



239 

de trouver les extrema d'une fonction f , r4elle, diff4rentiable # definie sur une 

vari4t~ M et invariante par G . Appelons ~ l'ensemble de telles fonctlons. Si 

m est un extremum de f , tousles points de G(m) le sont aussi. J'ai applel~ 

"critiques" les orbites qui sont des orbites d'extrema pour toutes les fonctions E~ 

Ces orbites sont faciles ~ earact4riser [8]. Ce sont celles qui sont isol4es dans 

leur stratum (c'est-~-dire, il y a un voisinage qui contient l'orbite critique et 

qui n'en contient aucune autre du m~me type). Ce r~sultat d4coule du fait que le 

gradient d'une fonction f E ~ en tout point m est orthogonal ~ l'orbite et tan- 

gent au stratum. Le physicien qui a choisi un module -donc une fonetion ~ varier - 

et qui a trouv~ ainsi la cassure de sym~trie qu'il cherchait ne doit pas croire 

que son module est v4rifi4 si l'orbite de solutions qui lui convient est une orbite 

critique. Ii aurait pu partir de n'importe quelle autre fonction (avec le m~me 

groupe de sym4trie G ) et il a simplement v4rifi4 un th4oreme g~n~ral. De telles 

orbites critiques jouent souvent un grand r~le. C'est ce que Radicati et moi avons 

v~rifi~ pour les brisures de sym~trie interne des hadrons ([9], [I0], [ii]); pour 

des exemples pour le groupe S0(4), pris ~ la relativit4 g4n4rale, ou a l'hydrodyna- 

mique, voir [12]. 

Naturellement, les physiciens sont int~ress~s par la nature des extrema. 

Pour cela il faut former en chaque point m E M ,le Hessian ~) d2f de la fonction 

f . 

En chaque point m E M , le petit groupe G m agit lin~airement sur le 

plan tangent Tm(M) par la representation lin~aire g ~ Dm(g) . Le Hessian est 

invariant par G m , i.e. Vg E ~m ' d2f = Dm(g) d2f Dm(g)T . Cela implique en g~n~- 

ral une certaine d~g~n~reseence de son spectre. De plus le noyau de d2f , Ker d2f , 

# Pour ~viter des difficult~s techniques nous les prenons C ~ ; la plupart des 

r4sultats sont un peu plus g4n4raux. 

Avec un choix de coordonn~es x i , les coordonn~es du gradient sont ~f. et 
~2f ~x I 

le Hessian est repr~sent~ par la matrice r~elle sym~trique 
~xi~x j 
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est le plan tangent en m ~ l'orbite G(m) , Tm(G(m)) c T (M) . L'extremum est 
m 

un minimum si d2f ~ O . Admettons que la fonction f d~pendent de param~tres ex- 

t~rieurs (en thermodynamique il s'agit de p,T ; dans l'exemple de la section i, il 

s'agit de t ou ~ , cf. [4]) . L'~quilibre est donn~ par df = 0 , d2f > O et 
o 

l'apparition d'un point de bifurcation par "Ker d2f strictement plus grand que 

T (G) ." 
m m 

4. Theorie de Landau des chansements de phase du 2 e ordre. 

La situation g~n~rale que nous venous de d~crire est un cas particulier 

de la theorle des catastrophesde Thom [13], th~orie qui a class~ les types de singu- 

larit~s en l'absence de groupe G . Son extension ~ G compact est en cours. D'autre 

part, la th~orie de Morse [14] impose des relations entre la nature des extrema 

de f et les hombres de Betti de M en l'absence de G . Son extension "~quiva- 

riante" pour G compact est possible [15] et je suis actuellement int~ress~ par ses 

applications ~ la physique # . Un des buts de la th~orie de Landau [17], [18] est de 

pr~dire quelle brisure spontan~e de sym~trie peut se produire dans un cristal par 

un changement de phase du second ordre. C'est une excellente illustration de la 

situation g~n~rale que nous venons de d~crire. Le groupe cristallographique G 

n'est pas compact, mais ses representations irr~ductibles r~elles sont toutes de 

dimension finie et orthogonales (car G a un sous-groupe invariant ab~lien d'in- 

dex fini); f est le potentiel thesmodynamique, M serait l'Hilbert ~(G) mais 

en fait on consid~re un sous-espace g de representation irr~ductible et f est 

minimum ~ l'origine pour la phase la plus sym~trique. Notons par (x,x) le pro- 

duit scalaire orthogonal sur g . Si en r~duisant (sur les r~els) la representation 

de G sur g ® g on retrouve la representation sur g , nous obtenons un homomor- 

phism G-~quivar ient 

V g®g >g 

Un des premiers et bel exemple de l'application de la th~orie de Morse ~ la 

physique est la remarque de Van Hove El6] sur les singularit~s de la densit~ 

des fr~quences ~lastiques dans un cristal. 
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# 
qui d~finit une alg&bre sym~trique (en g~n~ral non associative) sur g : nous 

notons simplement V(x ® y) = xVY o Notons & l'op~rateur lineaire sur g d~fi- 

ni par &y = x V y et remarquons que tr Ax = 0 sinon x ~ tr Ax serait une 

forme lin~aire ~quivariante sur 8 , ce qui est impossible si la representation 

irr~ductible de G sur g n'est pas triviale. Nous pouvons alors d~montrer le 

Lemma. Tout polynOme du 3 e degr~ G-Invariant sur g ne peut ~tre minimum qu'& 

l'origine. 

L'invariance par G interdit au polynome d'avoir un terme lin~aire en 

x . Le terme constant est sans importance. Soit 

f =~ (x,x) + (x v x,x) , B ~ 0 (4) 

ce polynome. Nous calculons alors ais~ment 

L'origine x = 0 

c'est-&-dire x 

f est extremum 

df : COx + ~x V x (5) 

d2f = ~I + 2~ A (6) 
x 

est un extremum. Une autre orblte d'extremum est donn~ par 

x V x = ~ x (7) 

est un idempotent de l'alg~bre sym~trique. Remarquons que lorsque 

(df = O) , x est vecteur propre de d2f 

d2fx = O~x + 2~x V x = -Gx (8) 

D'autre part, 

# Par exemple, pour l'exemple de la section i, les quadrupoles, c'est~&-dire les 

matrices 3 × 3 r~elles sym~triques de trace nulle forment la representation irr~ 

ductible (r~elle) de dimension 5 de 0(3) : QI V Q2 = (QIQ2 + Q2QI)-I~(QI~Q2 ) 

o~ le produit scalaire a ~t~ d~fini par (QI,Q2) = ½ tr QIQ2 . Remarquons que pour 

tout Q , Q v Q v Q = Q(Q,Q) o 
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tr d2f = ~n , n = dim g 

La comparaison de (8) et (9) montre-que pour x ¢ 0 , d2f 

de signe oppos~ et donc ne peut satisfaire d2f ~ 0 

6>0 , x = O , df = O , d2f = &I > 0 ) . 

(9) 

a des valeurs propres 

ce qui prouve le lemme (pour 

Dans un d~veloppement limit~ du potentiel thermodynamique f au voisi- 

nage de zero, en faisant varier p,T contin@ment on ne pourra done pas passer dfun 

minimum & z~ro (phase invariante par G ) a un minimum pour x ¢ 0 si les invari- 

ants du 3 e ordre ne sont pas nuls. C'est une des conditions n~cessaire de la th~o- 

rie de Landau. 

On qualifie d'"actives" les representations r~elles irr~ductibles d'un 

groupe cristallographique G satisfaisant la th~orie de Landau. R~cemment Mozrzy- 

mas a trouv~ des relations d'~quivalence int~ressantes entre representations acti- 

yes ¢ [12]. La th~orie de Landau s'applique en dehors de la cristallographie et 

m@me pour l'exemple de la section 1 comme l'ont montr~ Bertin et Radicati [4] dans 

la cassure de la sym~trie 0(2) . 

5. Les idempotents des alg&bres sym~triques G-invariantes. 

Iine faudrait pas croire que les invariants du 3 e ordre, et plus g~n~- 

ralement, les alg~bres sym~triques G-invariantes qui permettent de les former ne 

jouent pas un grand rSle dans les brisures spontan~es de sym~trie. Au contraire, 

comme Radicati et moi l'avons constat~, les idempotents et nilpotents des alg&bres 

sym~triques interviennent dans les brisures de sym~trie interne des hadrons. Le 

tableau 2 donne les principales relations que nous avons observ~es. Ces r~sultats 

ont ~t~ g~n~ralis~s par plusieurs auteurs [21 & 25], dont le prochain conf~rencier, 

Prof. GHrsey. 

Ii est peut-@tre t~m~raire de vouloir comprendre les brisures des sym~- 

~- Nous travaillons ensemble pour compl~ter explicitement les predictions de bri- 

sures sym~triques de la th~orie de Landau. 
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TABLEAU 2 - R~f~rence Michel et Radieati [ii], volr aussi [9], [I0]. 

Groupe de sym~trie de l'alg~bre des courants 

8U(3) X SU(3) et P et C (P = paritY, C = eonjugaison de charge) 

Representation adjointe de dimension 16, notre g~n~ralement (8,1) • (1,8) . C!est 

l'espace des matrices 3 X 3 hermitiques de trace nulle : x ~= x , tr x = 0 pour 

chaque SU(3) et le produit V correspondant se d~finit comme pour les quadrupoles 

(2 ~me note de la section 4). On a encore x V x V x = x(x,x) . 

Les charges sont les int~grales, sur tout l'espace, des courants. Les di- 

rections remarquables sont not~es. 

hypercharge 

courant ~lectromagn~tique et charge ~lectrique 

courants faibles ~ Cabibbo [26] 

hypercharge faible ) 

Y 

q 

% 
z 

Ces directions satisfont les relations 

yVy+y=O , q V q + q = 0 , c+ V c_+ 

z = 2c+V c 

= O , z V z + z = 0 

~2 3 (y,z) = (I - ~ sin 2@) o~ @ est l'angle de Cabibbo ([26]) . 

La sym4trie G des particules est inf4rieure ~ celle des courants. Elle 
o 

se produit essentiellement dans la repr4sentation not4e g4n~ralement (3,~) • (~,3) . 

C'est l'espace de 18 dimensions r4elles des matrices complexes 3 X 3 . Action du grou- 

pe: Vu IX u2E SU(3) × SU(3) , x ~ UlXU ~ . L'alg~bre sym4trique, not~ Test d~finie par 

(XTX)X~ = det x ~ 

qui satisfait l'identit~ : 

(XTX)T(XTX) = x det x 

Deux cas de brisure de sym4trie remarquables de 

SU(3) diagonal, dans la direction x telle que XTX = ~ x  

SU(2) X SU(2) X U(1) ,dans la direction x telle que XTX = O . 

Le dernier cas correspond ~ la sym~trie chirale : la masse m~ des 

n4glig~e. Dans le premier cas c'est la diff4rence de masse entre les m4sons 

SU(3) × SU(3) sur le sous-groupe G : 
o 

est 

i 

et K 

qui est n~glig~e. La nature est plus complexe; elle tient des deux eas ~ la fois tout 

en ~tant plus proche du cas chiral. 
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tries internes des particules fondamentales tant que nous n'avons paS une th~orie, 

mais il est possible que cette th~orie ne soit d~couverte que lorsque nous aurons 

mieux compris le m~canisme des brisures de ces Sym~tries internes. C'est ce qui 

semble se passer actuellement en interpr~tant ces sym~tries internes comme sym~trie 

de jauge (cf. la conference d'Illiopoulos) ou peut-@tre m~me comme super-sym~trie 

(cf. la conference d'O!Raifeartaigh). Peut-~tre m@me sommes nous tr~s avanc~s 

dans cette voie comme va vous le montrer beaucoup plus ~loquemment le prochain con- 

f~rencier, le professeur Gursey. 

Pour terminer je vous signale un tout autre domaine o~ les idempotents 

de ces alg~bres sym~triques jouent le r01e essentiel dans la brisure de sym~trie : 

C'est la th~orie des bifurcations, comme vient de me l'apprendre le pr~tirage "Group 

Representation Theory and Branch Points of non linear functional Equations" (Univer- 

sity of Minnesota) de D.H. Sattinger actuellement en visite ~ I'I.H.E.S.. Dans les 

exemples qu'il cholsit il est amen~ ~ chercher les idempotents x V x = ~x . 
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