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AXTIOLATIQUE et ROPRSSLENTATIONS
de la
LSCANIQUE QUANTIQUS

La Mécanique classique s'est révéléc une pmauvaise approximation pour les

- phénoménes & 1'échelle atomique et subatomique, et a dQi laisser la place & une

. mécanique nouvelle : la Mécanique Quantique.

1a congtante de Planck, introduite en 1900, ( h=6,62ﬂ0_

L'approximation de la mécanique classique consiste & négliger h = 5%7 5
21 cgs ).

En mécanique classique, on peut aussi distinguer la dynamique de la relati-

vité restreinte (ZJinstein, 1905) et la dynamique approchée, non relativiste ,

(ot 1'on considére la vitesse c¢ de la lumiére comme infinis).

De mdme, on peut distinguer entre mécanique quantique non rclativiegte et

" relativiste. Je parlerai d'abord ot surtout de la premiére.

La mécanique quantique a été créée vers 1924-25, apparaissant sous des

aspects différents dans trois endroits & la fois s Copenhague (Heisenberg et

école de Niels Bohr), Paris (Louis de Broglic) et Cambridge (Dirac).

L'effort le¢ plus célébre d'axiomatisation de la liécanique quantique est

celui de von Ncumann, publié en 1932 dans son livre : Les Fondements mathémati-

ques de la Mécanique quantique (traduction frangaise par A.Proca, aux Presses

Universitaires). Il s'agit 1& du travail profond d'un mathématicien.

I1 faut signaler aussi lcs premicrs chapitres du livre de Dirac : Les Prin-

cipes de la Mécaniquc quantique (3émc édition, Oxford 1947). Il y a évidemment

- quelques (et rarces) mémoires originaux sur cette question.

Ici, nous allons partir du travail de von Necumann, donner la rceprésentation

de la mécanique quantique qu'il étudic. Puis, peu & peu, nous nous aventurerons

 BUr un torrain moins sr, plus récent. Dt il faudra bien conclurc que 1'axioma-

tique de 1a mécanique quantique n'cst pas encorc au point.

I - La NMécaniquu quamtique non rclativiste.

’C°mmengons donc par décrirc la rcpréscntation de la mécanique quantique non rcla-—

;‘tiviste, celle que 1'on ntilisait il y a 25 ans,(ct que 1'on utilise encorc sou-

Vent). Il nc s'agit pas dc donner la structurc de la mécaniquc quantique par un

8Ystéme d'axiomes, mais de permettre de travailler cffectivement en mécanique

. Wantique., Pour ccla, on utiliscra unc construction & partir de la mécanique



gnalytique classique, gréce & une correspondance entre mécaniquec classique et
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quantique.

, 1 - Rappcl de la mécaniquc classiquc.
—

Considérons,; en mécaniquc classique, un systémc & n degrés de liberté,

déerit par les paramétrcs ay (i =14&n) s ¢t évoluant au cours du tcmps t .

| On peut faire le Lagrangien L = T - V de cc systéme (Tténorgie cinétiquec,

E V:potentiel), avec lcs s et les éi = %% . On utiliscera alors les équa-

tions de Lagrangc s

d oL oL (1)
éi
- On peut éncore étudier 1'évolution de ce systémc par les équations do Hamilton.

On écrit Py = %%— et on définit 1'Hamiltonien H=1 - ZL P, a4
i i

On obtient alors les dérivées de p et q par rapport au temps par les équations

=
Q.
kel
'_h
(53
jas)

Les quantités 15 sont dites va:iables conjuguées des paramétres q - Il y a
unc dualité entre les Py ¢t les 4 dualité qui sera trés importante en méca-

nigque quantique.

Exemples de grandeurs conjuguécs s

o

Q = coordonnée rcctangulaire r = (x, y,z) alors
-d,
P, = Qquantité de mouvemocnt P=m §>=(mi, my, mz) = m %%
Q = anglo; azimuth autour d'un axe 5
. . . s - ) - =) ew) =) « -2
pi ~= projcction du moment cinétique sur n (len = DPAT.n ou p ecst la

quantité de mouvement) .

2~ Systémo de Postulats pour la mécaniquc gquantiquc .

Nous pouvons maintcnant donner 4 régles permettant de traiter tous les pro-
- blémes dc la mécanique non rclativiste, ct sans spin. (Nous utilisons le vocabu-

laire mathématique des séminaires précédents).

Considérons 1'espace d'Hilbert #dhdes fonctions Ef(qi, t) de carré sommable.

- Joug notons ¢uy,; vy 1lc produit scalaire.

|

" Postulat 1. A tout état d'un systéme physique S correspond un vecteur normé a

1 (ngll = 1) de i%f .
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Nous verrons plus tard comment construire Qf lorsqu'on a le maximum d'informa-

tion possible sur 1'é44t de S .
Postulat 2 . A toute variable dynamique m , on fait correspondre un opératcur

M hermitique sur a@ y la correspondanco étant établie ainsi

a ay correspond ay (multiplication par un soalaire de # )
s . . . ¥ v
a Py (variable conjuguée de qi) correspond 1 Eaj
am (p.,q.) correspond M ( o2 a.) .
1’73 i ¥q, 7

Cette régle est ambiglie car ay et %- 5%— ne commutent pas.
i

Précisons donc que 1'on syméiriscra m(pi,qj) au maximum en p,, Q (pour tout i)

Cela assurcra de plus l'hermiticité de M .

8x ¢ p. d. ceee

m on i éi? €1 M a2 A2 Vg Ag
i TR P94 By Py 94

)
éaJ étant la sommc sur toutes les partitions des entiers m ot r (c'est & dire

2:1 ¥, = m 215 ﬂt = 1), cotte somme ayant N termes.
-2

ex : & l'hamiltonicn R (xyz) d'un point de masse m, soumis au po~
2m ’

tonticl v, corrcspondra l'opératcur :
02 02 az

H = -2 44 v(x,y,2) ou 4 = + + = Laplacien
2m 2 2 2
Ox oy oz
autre ocxemple : Moment cinétiquo T - EﬁA;) si q; = (x,5,2)
vl ) ) ol ) b3
1, = 73y~ Ay x) = 7= dy

Postulat 3 . L'équation d'évolution de H?(qi,t) au cours du tomps est

g --% 2 (2)

i ot

La connaissance de QP (qi, to) & l'instant t, , nous permect donc de trouver

gf(qi , t) pour tout t, par résolution de 1'équation (2).

L'équation (2) est 1'équation de Schrbdinger.
Postulat 4 . Pour 1l'état décrit par Qf, la mécanique quantique no permet que los
Prédictions suivantcs sur la valeur M quc 1'on obticndra en chorchant & mesurer

la valeur de la variable dynamiquce m  pour cet état.

8 tr appartient au spcetre de M, l'espérancce mathématique dc la valeur dce




; m =<<‘£9E":Lf7'

. . . 1 . .
(L'espérance mathématique = =— é’#i n; o, ouong est le nombre de fois gque 1l'on
N

trouve les résultats Fi en faisant N = ZJni mesures sur des systémes identi-

ques dans le mdme état) .
On dit aussi couramment : valour moyenne, au licu do espérance mathématique.

La mécanique quantique ne permet donc, cn général, de prédire qu'en proba-

bilité les résultats d'unc mesure.

1,3 = WSignification physique de‘f .

On en déduit aicément la signification physique de la fonction %D(qi,t)

(2Zn utilisant les décompositions spectrales de 1'identité).

&

f: ql' "q”
¥ 1 / n
| Pla.,4)]% dq, v..d
41 A | Flay,t)]° aq, q,
n

est la probabilité pour que les valeurs des paramétres a; gsoient dans 1'intcr-

valle I, = (q'i,q”i).

l?flz est donc une densité de probabilité. It si D est le domaine dec variation

des q,, on doit avoir :

S e, = ) -

.
-

(Ce qui signific qimplement : le systéme est certainement dans un état possible !)

On vérific quc la propriété dc la norme de Qf (qi,t) d'@tre indépendante du

temps ost compatidble avec 1'équation (2) .

o= Relations d'incertitude.

Des postulats 1, 2, 3, 4, nous allons déduire une relation pour les mesures

d'une grandour a et de sa conjuguéo b, sur le gystéme S dans 1'état ﬁa.

- Par une transformation canonique en mécanique rationnelle, choisissons b commec
Paramétre. En mécaniquec gquantique, les opérateurs hermitiques correspondants

seront (postulat 2)

. 100
B = b A = T w
B} A . . g
On o [A,B] = -:» - (c {A,Bj = AB - BA)

Soient o®, A les résultuts des mesurcs, et o , 4 les valcurs moycnnes
=Y, AYH A= (. B
=CT, 2777 o= B2

4 partir d'un casemble de résultatsce y A2 1la statisticicn définit la dispersion

o

. A e 2
(Ou €cart quadraticuc moyen) & &, définit par ¢ ( Azii) = valour moycnnc de
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] 2
(o =)
‘ct dc mémc, lc nombrc d'ordre¢ n dec la @istribution de o par
(And)n = valeur moycnne dc (d-gi_)n
2 2 . 2
on a (b,0) = (Y, (4-«)@y =[l-9)9]
gonc ¢ , |
(6,a)(8,6) - oSl I Pl
gn posant A' = A - B' =B -AA

-

L'inégalité dc¢ Schwarz donnc

(6,904, 7 [a'@, B19y| 2l cary, B ¥ - -;—‘@.'%B'q)?- (B, 40

] JEN

ACCHNTIE DN EY
it LA'sB'l - [A?Bl =

(8,4)( b, R) 3

‘e sont los rclations d'incertitudes d'Heisenborg.

~

ol

kemplo s f=x S=p o= mv, (position ¢t quantité de mouvement)

fr=1 ol=h 4, 1'éncrgic.
lles nous donnont unc limite inférieurc do la précision que l'on pecut obtenir
ur la mesure de deux grandeurs conjuguées corrcspondant a des opératours non

bmmutables.,

omme nous 1'avons dit, on passc & l'approximation de¢ la mécaniquc classique en
dsant 4 = O.

i montrc aisémont qu'on a 1'égalité (4 2d~)<412/5) = %-9 si et seulemont si
2 2
¢ 1/4 i ('/%"ﬂo) r
(i)(,ﬂ,t) =(.4f_ﬁT_rg£_.) Ol/ﬁ[qo( Ae p)=wt] - e)
: S o\e .2
© i o -
1 1/4f (A= R wt)- (o 222 1
= (ﬁh) ' C a o
- oG
< =<L-F"L\‘Li)>:°(o L= A
Ag“”VZr Az,‘d I (A,.)N')( L\glﬁ.)):%

3 . i . , _ .
®Quation (2) étant unc ¢quation d'onde, on pout cncorc dirc que los q)mont dos
meti P . .

NCtions 4'ondc ot l1tanalyso de Fouriocr dos "paquets d'onds" nous donne losg ro-

it . : : N A
tlons d'inccrtitude. I1 nc s'agit 14 que d'un autre langage pour lcs mimos ma=
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thénatiques. Cot autre langage esthappelé "méecanique ondulatoiroe"

Ei o= x, A= P s la pulsation de 1'onde w = %
hc nombre d'ondec cst ky = ;ﬁ « Relations de Louis do Broglic.

bans un milicu dispersif ¢V ogt fonction de k

|

w (k) = w(k,) + v, (k=k,) +-;- 0 (k-—ko)2 F oeeoen
£ . _ '92_\ ) = C:)2EU

jou vg - (ak)k=ko W= éhg )k=k°

&t pour lc paquet d'ondo

Llxyt) = ()14 ]Q fkmky) of(F(xxo)=wt) )

%g est la vitesse de groupe, et AP o>

V1 +w2 t2 (\\4

st o

@e paquet d'onde s'étale avec lo temps si w £ 0

L'égalité étant pour 1o paquet d'onde gaussi
£ (ki) o =1/2(k=k,) r?

(o point de vue permet au physicicn qui connait bien les phénoménes ondulatoires,

de "sentir" qualitativement les phénoménes quantiques.

- _Systémcs complets d'observables.

A "tout état d'un systéme physique correspond un Qf et & toute grandeur de

& mécanique classique correspond un opérateur hermitique. IMais la réciproque n'est
#a8 cxacte. Nous montrerons qu'il y a dos & ¢ % de norme 15 qui nc correspondcnt

a8 &*un état Physique. Il y a des opérateurs“hbtmiti@hee? corrcspondant & dos gran-
ours "obscrvables", bien quelles n'aient pas de correspondance en mécanique clas-
Slque, (par oxcmple 1a parité). lzis il y a aussi dos opératours hermitiques pour
%squels nous nc savons pas(ou méme pour d'autres, nous montrerons que nous nc pou-

ns pag), faire les mesures qui correspondraiont s lcout observation.

Le but de¢ cc paragraphe et du suivant cst de montrer comment la connais-—
ince de 1'état d'un systéme physique S nous permet de construire effectivemcnt
N vectour d'état ¢, Dans ce paragraphc, nous nous placons dans le cas idéal
*nous avons fait toutcs lcs mesures correspondant a un cnsemble complet d'ob-
®rvablog commutables. A cot cnsemblc correspond un ensemble T complet d'opéra=-

| °9s hermitiques commutables.

o , - . .

us Tappclons quc 1'on dir que A cst un opérateour complet si 1'ensemble de scs

€ . : . S .

Ctourg propres engendre H  cn entier. Si LA,B] = 0, ils ont des vecteurs pro-

®s on commun.



Si A =, AY =fY et oA£p , A= a?
on a @ <“f.‘:\"7=0

On appelle ensemble complet C d'opérateurs hermitiques commutables, un ensem-
ble d'opérateurs hermitiques dont 1'ensemble des vecteurs propres ommuns for—
me une base orthonormzle de 46 . Soient (fn ( n entier > 0), ces vecteurs de

base auxquels correspondent les valeurs propres Xi(n) des C,.

i
Pour 2 valeurs différentes de n, on nc peut avoir 54(n1) - Ei(nz) = 0 pour
4

tout i.

D'aprés le postulat 4, 1l'onsemble des mesures faites sur un état S, correspon-
9 9

dant aux Ci’ doit donner un ensemhle de walours * valeurs propres des C. .

e

Bt, puisque les Ci forment un enscmble complet d'observables, il existe une

et unc scule valeur n, de n, telle que : o, = Ki(no) .

On représentera 1'édtat S par le vécteur normé Y- ﬁpr , ¢t nous aurons son
“0

évolution en utilisant 1'éguation: de Schrdédinger.
Nous pcuvons comprendre maintcenant comment lo Mécanique quantique
déerit unce mesure. Admettons que nous conneissions entiérement 1'état d'un

systéme S. Il est décrit par le vecteur QF.

Faisons les mesures correspondant & un ensemble complet d'observables Ci .
Nous pouvons prédire sculement en probabilité quels scront leurs résultats.

On a la probebilité :

2 2 i
¢ ari oy o
0 é} f, Lfn] = ICn} { 1, d'obtenir les valcurs X (n) .
Mais si J¥*(k) sont les voleurs obtenues lorsque les mesures auront été fai-
tes, la probabilité d'obtenir un ensemble de gl(n) différents de 5'1(k) , ost
f alors nulle, et nous devons décrirc le systéme par (fyg veoteur propre des Ci
avec les valeurs propres JZI(k) .

' En mesurant un systéme, il se peut qu'on le modifie. La Mécanique quantique

décrit ainsi 1'action de 1'obscrvat u. sur le systéme qu'il obscrve.

3

=~ Représcntation dc Schriédinger ct d'Heiscnoerg. (au bas de la page suivante)

-

Cc quce nous venons d'utiliscr jusqu'a préscnt, c'ust la rcprésentation
.. . ”~ F ”»
de Schrdédinger : les owérateurs corrcsrondant aux observables sont donnés, et

£ : .
i 1ndépendants du temps.

: ) . . s PP
Le vecteur %‘est fonction du temps, et son évolution ¢st définic par (2)

h e (f

_ ; (:’“)
s = H




Soit Qﬂ,‘sa valeur & t = t,

Nous aurons @ (1) = Ult,t,) ¢ (t,)

Les U(t) étant des opérateurs unikaires, formant un groupe abélien & un para-

métre; et (2) s'éerit

= =)

d -
Soit F un observable. Sa valeur moyenhe & l'instant t est :

(S‘)(‘t),F ‘f)(‘t)? = <Uq)07FUq}o> =<L7oorf(t) (i)o\:’

en posant

-1 .
Fo) = v pucs) (4)
?J(t) est la représentation de Heisenberg de l'observable F.

Dans la représentation de Heisenbefg, tout systeme physique est décrit par
un vecteur ¥  donné invariable, mais les observables jy(t) sont fonctions

du tempsy, et leur valeur moyennc & l'instant t est donnée par

MNey F) Yoy

En dérivant (4) par rapport au temps, et en utilisant (3), on déduit aisément :

1 7, %) avee T (%) = UT'(¢) H ()

ce qui nous donne 1l'évolution des opérateurs observables en fonction du temps.

-~ Matrice densité . (von Neumann,

X

Généralement, notre information sur un systéme n'est pas maximum,
soit que 1'onnéit fait qu'un ensemble incomplet dc¢ mesure, soit que leos mesu-
res soient imprécises, etc ... Nous pouvons seulement dire que lo systéme S
observé, a probalité 0O ¢ c, 1 (avee Z:Cn = 1) d'&tre dans les éta%d dé-

cerits par les vecteurs Qpn .

—

Dans les livres en anglais, on employait autrefois les termes "représentations'.

Mais co mot est utilisé pour trop dc concepts différcents par les physiciocns.

Aussi, depuis unc dizaine d'années, & la suitc de Dirac arlé-t-on (en an-
’ § 9

glais) de "Schrddinger and Heisenberg pictures", expressions non encorc tra-

duites techniquement dans leos ouvrages c¢n frangais.



L'espérance (ou valeur moyenne) de l'observable A est alors

Bsp. A = & C (Y, AY y= treph

Z’CHPH =£Cngpn7<\pn

en posant e

*
Pn est le projecteur hermitique, (Pn2 = Pn = Pn , tr Pn = 1), de rang 1
sur 1'état ({n g et la notation de Dirac correspondante. ‘fr1><LPn est treés
utilisée par les physiciens, gréce & sa commodité.

) ~ 5 . ko k
On a tr =1 = & C mais  tre” = < C $1

1'égalité n'ayant lieu que si un seul Cn est différent de zéro (il est alors
égal & 1), et on a :
e 2 . 2
= Qtr e
L'opérateur £ est la matrice densité de von Neumann.

Le vecteur Y = ‘Pn ne nous permcttait - de¢ décrire les systémes que lors-—

qu'ils sont dans état puxr, et quec l'on a unc information maximum sur cct état.

Dans ce cas { est le projecteur sur %7n .

Dans le cas général, on a : soit un mélange d'états purs, (par exemple faisceau
monocinétique de particules, mais dont les polarisations sont différentes) avec
des fréquences C, (avec 2% C, = 1) pour les différcnts états, soit une
information particlle : on a unc loi de probabilité (il est facile d'étendre

du cas diseret C_ au cas continu C(«) ), pour les.différents états possibles .

Lo maburo
Dans ccrcas densité €, & la fois projette sur les différents états possibles

kPn ot fait des homothétics C .

Par excmple, si 1l'on sait que le vecteur représcntatif du systéme doit &tre
dans un certain sous espace & (ex : particulc d'impulsion donnée, mais dont
on ignorec tout de la polarisation, on dit cncorc que la particule "n'cst pas
polarisée"), tous les états de ce sous cspacc sont également prebablos, ot la
restriction dc € agissant sur & est alors proportionnelle & l'unité,(c’ost a

direc @ cst proportionncl & Pa y, opératcur dc projection sur le sous cspace ).

L'accroissement de 1'information sur un systémc se traduit donc par unc dimi-

Nution du rang dc € , son opératcur densité.
Noter que, dans la formule : Esp. A = tr ¢ A = trAdg

i1 Y a unc dualité complétc cntre les opérateurs hermitiques A ¢t @ repré-

Sontant respectivoment, en quelque sorte, l'apparcil de mcsurc, ¢t le systemc



2 obscrver.

L'équation (2) nous permct aisémont d'éerirc 1'équation d'évolution dc (’ en

représentation do Schrédinger

SB[y ]

1

2 = La Mécahiquc quantique rclativiste.

Nous venons dc donner unce intcrprétation assesz compléte d'unc axioma-
tique de la lMécanique quantique. Mais cettc axiomatique est insuffisante, (ct
méme #ncohérunte, comme nous l¢ verrons plus loin!)., Zn cffet, nous n'avons

pas e¢ncorc considéré lc probléme suivant

Considérons dcux observatours (en mouvement quelconque 1'un par rapport &
1'autre) étudiant le méme systéme : comment comparcr leurs observations ?
qu'ecst - cc qui, dans lours observations, cst invariant (par rapport aux
observatcurs) ¢t caractérisc le systéme ?

Pour comparcr lcs observations de 0O ot O'y, on pout faire la transformation
nécessairc des coordonnécs (5%, t' ¢n fonection dc E)et t), pour passcr du

systéme de¢ référence & de 0, & cclui €' de O'.

Nous ne considércrons ici que l¢ cas olt la transformation &' = A& cst li—
néairc ©: c'ust & dirc ol scs coefficicnts sont constants (indépendants de
- y. .

X, t) X

Les A forment un groupoqf (le groupc de Lorentz, dans lc cas de la rclativité
réstreinte, 1@ groupe de Galilée, pour la mécanique de Newton) quc nous appel-—
leroms groupe dc relativité.

Réexaminons maintonant, dc¢ fagon plus critique, l'axiomatique que nous avons
donnée de¢ la Mécaniquc Quantique, (on nous plagant c¢n rcprésentation d'Heisen-

berg) pour la complétcr.

=~ Rayons normés d¢ 1'Gspace d'Hilbert.

- —

Nous n'avons précisé qu'implicitoment que 1'cxpace d'Hilbert, quu
Nous considércrons pour lcs voctcurs d'état, a pour corps, lu corps des

~——

\J
* Sinon cela nous cntraincrait c¢n dchors du cadre dc la théoric de la relati-
b
Vité restreinte, considéréc ici. La liécanique quantique, en rclativité généra-—

loyest peu étudiéc.
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compléxes. Nous rcnvoyons aux promicrs chapitres dc¢ Dirac,(P.A.l. Dirac
The Principles of Quantum Mechanics, 3° édition, Oxford 1947) s pour montrer
que la physique (plus précisément 1'étude des phénoméncs do polarisation)

rejette lc corps des récls. €
Mais l'utilisation du corps des complexes est;, on partic, supcrfétatoire, puis-
que les obscrvables sont des formes hermitiques dos veetours d'étate:

E - - 2 ¢ 7

Dspe 4 = tr S84 = 2 C LPn,Aéfnz

Les ohscrvables sont donc invariants pour la multiplication de 9pn par une
phase. Nous allons donc remplacer le postulat 1 par le postulat suivant plus
précis :

" A tout état pur (entiérement détorminé ot pour lequel on posséde la formula~
" tion maximum) d'un systeme physique S; corrcspond un vecteur normé, défini

& unc phaso prés, d'un espace d'Hilbort .

Nous désignerons par Q 1'ensemble des vectours qui ne différent du vectour don-
né ¢ que par une phasc multiplicative, et nous appellerons ji lc rayon conte-

nant ¢.

C'est done en termes do rayon qu'il nous faut cxprimer les pogtulats de la Méca~

nigue Quantiquc.

= Changement de systéme de référence.

L

|

M~

Considérons deux observatours O1 et O2 s ayant chacun lcur systéme
de coordonnées (en général en mouvemont 1'un par rapport a l‘autro), et obser-
vant le méme systéme, S, quey pour simplifier, nous considérons dans un état

pur.

Comment traduire les observations de 1'un pour 1'autre ? les deux descriptions
doivent &tre isomorphes, si @aucun des deux systémes de référence n'est privi-

ligié par rapport a l'autre. Appelons les équivalents dans ce cas.

: ” - ” » » L’
Considérons l'ensemble de%%ystemes de référence équivalents a 01, ct G 1'ensem~
ble des transformations permettant de passer de O1 & 1'un d'eux. G est un grou~

Pey que nous avons appelé lo groupe de relativité de la Théoric

¢

Peut-gtre l'utilisation d'un cspace d'Hilbert sur le corps des quaternions
Permcttrait de micux domprendre la conscrvation du spin isotope que pour les

Couplages forts.



%2.3

- Normalisation des phascs.

-

Soit &1 le rayon représentatif de 1'état (pur) d'un systéme S dans
le repérc Oj ; et Qi dans Oi + Les correspondances entre rayons $1 — 91 pour
tous les indices i (= tous les systémos équivalents) forment unc représenta—~
tion U d¢ G. Iotons quc Ei’ dans le rcpére 01 représcente un autre état possi-
ble do S (principe de relativité). Co qui donne donc unc nouvelle interpréta-
tion de U. Lc sous=-cspace sur lequel cllc opére est 1'espace des vectours d'é-
tat pur de S. Les opérations de U doivent laisser invariant lc ecarré du modulc
des produits scala ros !(¢1 ] %y 5[2 = l<¢i ; (Pi>12
On en déduit que ce sont des opérateurs unitaires ou antiunitaires définig &

une phase prés.

On appelle sous—groupe connexe de Gy, l'ensemble des éléments de G

e ’ . . ~

qui peuvent 8tre obtenus de fagon continue a partir de 1'identité. L'identité
étant une opération unitaire; tous les éléments du sous-groupe connexe de G

sont représentés par des opérateurs unitaires.

Peut-on normaliser ces phases (et en méme temps les phases de }¢i>
. . .k . s
se trouvent normalisées) ? La reponsc est oui, a une restriction prés. Clest
) -~ T 3 s . .
le theoréme de Wigner (voir son livre Gruppentheorie und ihre Anwendung auf

die Q.M. 1931, Voir aussi Bargmann : Ann. Math. 1954) .

Dans le cas particulier oﬁ toutes les phases des dérateurs de U peuvent 8tre
égalées a un (dans le oas général, on a : U(g1) U(gz) = a)(g1,g2) U(gqu)

o “J(gjggz) est une phase fonction do‘g1 et g2), U est une vraic représenta-
tion du groupc. llais il oxistc aussi d'autre cas, acceptables cn mécanique
qQuantiquc; c'cst par exemple le cas dos ropréscentations spinoriclloes (la pha-

so ost 4 1),

Le théoréme de Wigner fait intorvenir cssenticllement des conditions
de topologic. Nous dirons quelquus mots des phases pour les opérations discon-

|5 . -
timueos de G (c'ost & dire, non dans lc sous-groupc connexc).

La restriction annoncée est la suivanto s si U est une représentation réducti-
ble, il peut &tre impossible de normaliscr la phasc & la fois pour des repré-
Sentations irréductibles différentes. C! st le cas ontre des roprisentations
8Pinoriclles d'unc part, ct tensorielles de 1'autrc. De fagon gémérale, cc

SCra lc cas lorsque 1'identitdé n'est pas représcentée par un multiple de 1'iden-—

t1te, mais doit &tre décomposéc en sommes dircectes de matrices multiples de
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1'unité « Or, pour une rotation d'anglec 24, avec 1la normalisation habituelle
s P 2 9

des phascs, les tenscurs sont invariants, les spincurs sont multiplids par -71.

. . . io
- Un autrc oxomple cst fourni par los transformations de jauge ¢ i 4y corrcs-—
o s s o .
pondant a des charges totalcs Qi différentes. Alors leos phascs c 1 sont dif-
férentes. Los transformations de Jaugc nc sont pas physiques. Physiquement clles

v . . ”
corrcspondent a 1'identité.

De telles représentations sont dites sdépardos par des 1o los dc supersélcction.
P

(voir Veck, Vightman, Wignor : Phys. Rov. 88, 101 (1952) ).

Soient ¢1 ot ¢2 représentant dcux états appartonant & dos roprésentations
séparécs par uno régle de supersélection (par exemple un état de spin cntier
et un état do spin domi-ontior, doux états do charge électrigue, ou nucléairc,
différente). Ils sont orthogonaux <¢1f ¢2> = 0, puisquc lcur "probabilité de
transition" ost nulle. lMontrons que tout ket combinaison linéairo dc I¢1) ct

[bo) ne pout roprescntor un état phys1quo. Lo ket ]¢ S = a1| ¢1) + a0, ]¢2>

avee (a1l ]a ] = 0 , cst orthogonal & Iy = a2| ¢ - a1 }42>. Done ¢
b 1oy =
Par unc transformation corrospondant physiquemont a 1'identité, ¢ et ¢_ sont
transformés cn s | ¢! W= o, ‘¢1) + W, o | ¢1)

Lor Y = W &2 1¢1) -~ 1 l¢ P
Et ' (Quj ¢ 5= (k»1]2 -}LU | )& ~2 £ 0 en général.
De méme ¢ ’(¢+]dﬂ+>vg¥ 1 si w, # W, .

Cela cst absurde, puisque la transformation est 1'identité. On nc pout done

fixor une phafo rolative cntro l¢1, ot {42,—

En résumé : L'ospace 3% des vecteurg d'états cst divisé on sous—ospaccs ?ﬁi
Que nous appellorons cohéronts. A 1'intéricur dc chaquc 36 s on peut définir
la phasec rolative des vecteurs d'état. Cc n'est pas poss1blc pour des vectecurs

d'état appartcnant & dos 36i différonts.

A:mn scrait facile dec formuler deo Tagon précisc mathématiquemont cos condi-
tions. Avee los oxemplos, jo crois quce c'est trés clair pour le physicien.
Au mathématicicn, disons cn un soul mot. I1 ¥y a réglc dc superséloction
1
entro los représcntations du groupe de relativité % , qui apparticnnent
Pas a la mdme classc de cohomologic, lorsqu'on considérc los cxtensions

dc 9 Tar lc groupe du cerclc.



En consdquence; tout ket qui a des composantes non nulles danrs des 3&. dif-
3 :

férents, ne représente pas un état physique.

De méme, tout opérateur hermitique, qui a des vecteurs propres ne pouvant

- - . w
représenter des états physiques, ne peut correspondre a un observable.

Rappelons que les régles de superséclction actueliement connucs semblent &tre
entre les états de différentes :

statistiques (en spins entiors et demi-entiers)

charge électrique, charge nucléaire,
et nous le verrons plus tard, les différentcs possiblités pour le Trenverse-—

ment du temps.

La notion de parité, qui jouc sur lo signe du vecteur d'état, M'a pas de sons
absolu, ot il n'y a méme pas moyen dc définir la parité relative entre deux
états séparés par des régles de suporsélection. Cela ne doit pas nous glner,
car le scul probléme concernant la parité cst sa conservation, ou non-conscr-
vation; pour les transitions physiques, donc respoctant les régles de supcr-

séleoction }

Parmi los sous=-cspaces cohérents, il y on a un E%b qui contient lc kot du vi-
de. 5i on néglige toutes les intéractions, autreos quo nucléairc, lc groupc

de relativité cst plus grand (ct contiont le groupc dos trangformations iso-
topiqucs on plus), et il n'y a évidomment pas do reégles dec supcrséloction do
charge élcctrique. Mais quand on ticnt compte de cotte derniérc, los trans-
formations dc spin isotepique sont plus difficilcs 5 comprendre. I1 y a la

un problémc.

3 = Définition ct clasgification des particulcs.

Les physicicns désignent par "particule" un systémc deo micro-physi-
-
que quly a unc approximation suffisanto, peut 8tre rondu isolé. Bx : un élec-

tron, unc particule alpha, unc moléeule, un méson n .

Evidemment, cec mot de particules rccouvre des réalités bien diffé-
Tentes @ des particules composécs, clest a dire qui peuvent 8trc décomposées
on plusicurs particulcs lorsqu'on lecur fournit de 1'éncrgic s molécules, ato-
mCs; noyauxy dos particulecs métactables, qu'on nc sait pas dissocicr, mmis
qui sc dissocicnt spontandment (ncutrons, mésons, hypérons) ot lcs autros,
qu'actucllement nous appelons élémentaires, électrons, protons, ¥, ncutrinos.

Cotto classification ost empiriquo.
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avhématiquement, comment caractériscra-t-on unc particule = sygte-
s 4. . — e . . L

me isol€é do microphysigue ? En cherchant a traduire cc qui cst commun £ toy-

tos lcs obscrvations qui pouvent 8irc Taites par différcnte obreorvateurs.

En mathématiquo, cola s'appclle rocherchor les invariants du groupc de rela-

. L R , . - . .

tivité, ou encorc : a chague particulc corrcspond unec représcntation unitaie-
9 q

re (pour 1o sous=groupc connexc, ct qui peut &tre antiunitairc pour d'autres

opérations), irréductible (sinon, on a autant de particulcs différentes que

.

1=
do représcentations composantns)s a vrn factour prés, du groupo de relativité.
L . e e . ,
Cela correcspond a cc guil a déja été dit s 1'cspace sur lcquel agit la repré-
sentation cst 1'espace dos vectours roprésentant les états purs de la parti-

culce

Romarquons que la définition dec 1a particule dépend, on partie, du
choix du groupe de relativité. Bx : u', n° , 7" sont trois particulecs, &
moins qu'on ajoute lecs transformations isotopiques ou groupc de reolativitd
(négligor los intéractions non fortos) s alors, nt s % 5 9 no gont plus

quc troig états d'unc méme particule, le n .
Iciy nous considérons 1c groupc conncxe de Lorentz comme groupe de
relativité. L'étude systématique des représcntations do ce groupe a été fai-

tc par ignor (Ann. Math. 40, 142, (1939) ). Cotte étude a systématisé des

‘résultats prosque tous antéricurcmont connus. Nous nc donnons ici quec les

résultats. (Pour unc ¢tude do détail, nous ronvoyons au séminairc ultérieur

de R.Dchouvels).

Les grandcurs caractéristiques d'unc particule, du point dc vue du
groupc dc Lorcntz inhomogénc, comncxe, sont la massc ot lo spin. L'état de la
particulc (qui dépend du systéme do référcnce) cst caractdrisd par unc impul=-
sion énorgic (§>, E , formant lcs 4 composantos pp d'un quadrivectour p dont

B 2 2

le carré @ p p,}l =P =m ; lc carrd dc la massc) , ot unc polarisation ,

( on fait ¢ ¢ = 1).
b R
Deux cas sont a considéror :

D20 ¢ 1c zpin pout alors prendre teutes ler valcurs j tellos que 2j enticr

% 0. Pour unc valeur de p donnée, lce “tats dc polarisation Tormont un cspa-
¢ - . .

Cc a 2j+1 dimensions.

B=0: lc spin pout alors prendr: toutos los valcurs j tcllos que 27 cnticer

% O T1 wn'existc qu'un état de polarisatiorn.
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11 semble que nous connaissons au moins deux particules de masse zéro,

les photons avec |j| =1, et les neutrinos li] = é-.

Pour les photons, il semble qu'il y ait une symétrie compldte entre les dtats jo=+1
(photons polarisés circulairement & droite) et les dtats j = =1 (photons polarisés
circulairement & gauche). Ce qui incite & ¢largir le groupe de rclativité en 1uj

adjoignant les réflexions spatiales.
La situation est beaucoup moins claire pour les neutrinos,
Noter que :

’ . . -3 . .
l°) A chaque représentation de masse m(: énergie au repos : p = O) positive, corres-
pond une représentation de masse -m. Ces représentations apparaissent ensemble dans
les premiéres théories relativistes : difficultd tournée par la conjugiason parti-

cules ~ antiparticules, sur laquelle nous ne pouvons nous étendre ici, faute de

temps.

2°) Sans parler des représentations avec m2((), il y a aussi celles avec m = o,

spin infini, qui ne semblent pas exister dans la nature.

Conclusion.

- - . s o, e e W b

Nous venons de voir qu'a partir de 1'axiomatique, nous pourrions tetrou-

ver les propriétés covariantes des particules.

Cette axiomatique est tres féconde pour le physicien. Il est vrai qu'd part le dé-
tail de la phase arbitraire de Y nous n'avons pas reformulé les quatre postulats
dans le cadre relativiste, faute de temps. Nous laissons ce soin au lecteur, en le

priant de noter que 1'équation d'évolution (2) ntest qu'un cas particulier.

I1 existe des équations semblables pour les quatre coordonnées xyzt.
Nous pensons d'ailleurs qu'il est prdéférable d'utiliser la représentation d'Heisen-
berg pour décrire un systéme relativiste et les équations (4) expriment simplement
que les observables Gien x‘H_peuvent 8trc obtenus & partir de S;xhbpar les opéra-

\

teurs unitaires des représentations du Groupe de Lorentz.



