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Une des dnigmes que pose actuel- 
lement l '6tude des particules dldmen- 
taires est la suivante(~): parmi les 
trois(e) espbces de charges strictement 
conserv('es (a): la charge dlectrique q, 
la charge barvonique (4) b et la charge 
leptonique (5) 1, la charge dlectrique 

(D Voiv p a r  eXellll)le D.  [[. ~VILKIXNON 
i n :  "l'*o'~ti*lg l*oinls in physics ( A n l s t e v d a m ,  1959),  
p. lfi9.  

(2) NOllS ht issol ls  lilt lc('t(qlV ]e SOilI d(! 
g6n( , r a l i se r  a u  e a s  Oil i l  c x i s t e r a i t  p lu s i cu re s  
eha l ' ge s  p o u r  les ] ep tons  (p~li' OX(!Ill~)|(': C~ d ' u n e  
p a r t ,  t~v' d ' a u t v e  p a r t ) .  

(~) l ' o u r  ]a d isc l l ss ion  des  p r e u v e s  exp6-  
r i m e n t a l e s  dc  la  c o n s e t ' v a t i o n  des  e h a r g c s ,  
voil?: ({. FEINBER( ) a n d  31. GOLDIIABI,~R: ]'J'OC. 
~Val. Acad. ,~ci. U . S . A . ,  45, 1301 (1959). 

(4) Le  c o n c e p t  (1(; c h a r g e  nu( '16onique senfl)le 

a v o i r  ( ' t6 i n t r o d u i t  p a r  E .  WI( 'Xl ,m:  l ' roc . . I ra .  
l']dl. Sot. ,  93, 521 (1949).  La" g6nOva l i sa t ion  
a u ~  hypOrons ,  a p r b s  la d 6 e o u v e r t e  (h' ( 'es (ler- 

n i e r s ,  6 t a i t  6 v i d c n t e .  
(~) L e  c o n c e p t  de eha l ' ge  ] ep tonh lu ( '  s( 'niblt '  

a v o i r  6t6 i n t r o d u i t  p a r  E .  FI,:R-~n v e r s  1950 
(non  lml)li6).  L ~  ( ' b a rge  l e p t o n i q u e  a t t r i b u 6 e  
h chaq l l e  leI) ton a var ' i6 ~ill COlll'S d(?s d i x  d(!l'- 
lli0FCS ~11111008 ( v o i r  l m r  e x . :  E . . 1 .  KONOI'INSt,:I 
a n d  I I .  M. 5[AHSIO('D: l 'hy& l~er., 92, 1045 
(1953) :  h'A. B.  ZI.:I,I)OVICH: Doklody Akad.  Na~L: 
U*%N'I2, 91. 1317 (1953)) ;  a ( ' t u e lhnnen t  olle s e m b l e  

flX60 il ]~1 nl~llle v a l e u r  l)o/lr (!-, [~. , v. 

est la seule que puissent poss6der les 
mdsons, qui sont des particules de 
sp in  entier. Par contre, il n ' e x i s t e  
aucune particule de spin demi-entier 
sans  charge, soit baryonique, soit lepto- 
nique. Cela peut 5tl'e r(sum6 en une 
formule : 

(1) ( 1) 2 j -  (- 1) b+z 

vraie pour tout d~at physique (j d6signe 
le moment cindtique). 

N~ous nous l)roposons de nmntrer  
commenl une relation de cette forme 
(dquation (7)) peut apparaltrc comlne 
cons('quence d'axiomes admis ou admis- 
sibles par de nombreux physiciens (axio- 
rues ~t, b, c, d). 

a) Les observables en m(;canique 
quantique sont reprdsentdes par des 
op(ratcurs hermitiens A = . I * ,  snr un 
espaee d'Hilbert  ~;1/'. 

b) I1 existe un syslbme c(miplet 
(l'obserw~bles commut'ltives. 

l 'our ddduire de a) el b) les prol)ri('tds 
qui DOllS s e r o n t  n('cessaires, ilOUS S l l i V l ' O n s  

l 'cxcellent expos(' de ,IaL'CH (6) auquel 

(~) ,}. M. .I tU( ' l l :  lfelc. ]'htl,S. ./Ha, 33, 

711 (19(;0). 
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II()llS l 'e l )VO3"OllS }e l e t ' l eur  ])our plus lie 
d6tai ls .  

Rl:sltnaolls l l 'a l lord les no t ions  math(;-  
n l a t i ques  util isdes : 

Si ~.g" esi till ensembh"  ( [ ' ( ) ] ) ( ; l ' I t le t t l 'S  

sur  .;"/: tel  que 1) 1 6 ~ ,  1),, 6 ~/ impl ique  
c~D 1C c:c/, D 1 F D.,_ C ~ .  1),1>., C 2 ,  D* ~ 

(~ est lilt n l )mbre  ( 'onlplexe),  il est  aPl)eh: 
une  . -a lg6bre .  

(h i  appe l te  c o m n l u l a n t ( 7 )  d ' u n  en- 
s e m b l e  ( l 'op( ; ra teurs  , / [  l ' e l l semble  J / / '  
ties o])(;)'ateurs })i l l 'n t is  ( ' o I I ) l l l l l | a l l |  ave(' 
t o u s  l e s  o])("l ' t . ) tel l l 'S l i e  , , /f .  ()11 p o s e  

-f ig"-- Cd') ' ,  etc. 
Si ..H/ el ,A'" sonl lies ensembles  

d '()l)dl 'atenrs bl)rnds, ,~/Z"DoY[: (le I)hls, 
F ineh l s i lm J f ' 2 o / Y  enl raine , # '  : ) , ~ " :  en 
par t i cu l ie r ,  si ,W" : . /#",.J-/ '  D ( J [ ' ) '  ::,It '" : 
el  l>uisqu'()ll a aussi .# '~  ( , / [ ' ) " D , / / " ,  
< ) n  a =# ' -==#" ' .  

Si.g+' es( une .-al~'blll'e el s i . / /  o@", 
-./[ est al)peh"e alff6bl'e lie v(ln N e u m a n n .  

S<lit (r l ' en sembh ,  des o l )servables :  
| )u isque  ce son( des op(h'a(eu)'s ]lermi- 
l iens,  (<' es( une  .-alff~,llve el ( '  e l  ((" 
sonl  lies alg61lreS lie v())l Ne l lnmnn 
que hi)its no t ev ( )ns ,  i "  (q ,A'. ()l) (Ill 
<lue ,A <" es( lal~&llve (le \ (m X(m)nam) 
engen(Iv(;e par  (<. 

, I A u ( ' I [  (';) l l l ( ) l l ( l ' ( '  ( l l l e  l ' a x i ( ) m ( '  h)  

<;(luivaul a: 

b') ]l exis le  u)lt' sous-alg61)vc 
at)(:lie)me :~ (le ,Y" (lui (,sl maximale .  
( " e s (  I i t - ( [ i l ' e  ./r ~' : .'~.~. 

l)e .~C,A/" l'(:Sld((' . ~ ' D , . i " :  (h)nc le 
Co lnmutan (  ./C" esl ab(;lien. ()n (lii 
alm's (r(f(irence is), p. 12()) flue lalff,.'.- 
b r e A  + es( (lism'&(e. l )c  pht,-, :.l; " c : ~ '  
i)nl)lillue (lUe , ~ "  esl le ('(qlll'(' (1(' ,/I/" 

(("est-h-( | ive ,/V" C5 ,/~ "). 
JV" ( 'onti lmt en l lar t icldiev I(,s ()p(:ra- 

t eurs  QL H, L corves])()n(lal~( aux (.ha)'.~es 

d]ec(ri(lue, hary( )n ique  e( le))!.m.,i,lue. 

(7) I 'oltl '  la  d' ."tinition p rec i se  dc  hi c o n l n m -  
tati~)/}, a , , ce  l l l l  Ol)s ' lIO[l ])ol ' l l ( ' ,  voh '  [r 
rdl'O f ence  if). 

(s) j .  ])IXMII';II: l / ' s  ttlfI~tll'r'.s d'olldvctllurrs 
g h / . s  l'cslatCe h/Ibcr[h'lt  ((l/g/'hre.~ d<' /'()11 .\'#H/IIHIt)I ) 
~ Pa I'iS. 1!1;37). 

Nous  ra isons  l ' h y p o t h b s e  phys ique  lille 
.A"' es( engendrd  pa r  Q, I L L .  

l:a d ( ' compos i l ion  spec l r a l e  de ,/I/'' 
d d l e r m i n e  une  somme d i rec le  (~) 

,;"(' |  

d 'espaces  d ' t t i l b e r t  J / ( ) , ) .  Seltis les 
6h;nlen(s  de ces espaces  (el llOll |Olll 
( ' lgment de J s  r ep r6 sen t en (  lies d ia l s  
phys iques ,  l )eux 6 ta t s  repr6senlt:,~ i)ar 
des vee leurs  a p p a r t e n a n t  h lies . / / ( i t )  
d i f f6renls  son(  d i l s  sdpal'6S pa r  une 
v~gle lie supersdlect i lm.  Les 1'6gles de 
SUl)ers61eetilm d tan l  ainsi  ob (enues  indd- 
p e n d a m m e n t  de l ' i n v a r i a n e e  re la t iv i s te ,  
la r6gle o b t e n u e  u sue l l emen t  "t p a r t i r  ile 
l ' i n v a r i a n e e  pa r  r appo r t  it ~q/)~) (supersdle- 
(,tirol enl re les d ta t s  de sp in  e n l i e r  el demi-  
enl ier )  dol t  6Ire inchlse  dans  les pr6c6- 
den ie s ;  d 'ofl  l ' ex i s t ence  i I ' une  velatil)n 
en( re ( 1)"; e( les charges .  A fin tie prdci- 
set  la nat  m'e de cet, te  r e la t ion ,  nous  alh)ns  
m a i n t e n a n t  fo rmule r  l ' i n v a r i a n c e  relat i-  
visle, en nous  l i m i i a n t  ici au  sous-groupe  
conlm, xe ~ ,  de d7 ~, g r o u p e  (le I :orenlz  
inhomog&ne (au l re rnen(  di(,  nous  ne 
considOlerons  pas les vd[lexions d ' espaee  
el de temps) .  

.) 11 ex i s ie  un is<mlorldlistne en- 
I r e  <~a 0 e t  II)l SOUS-l~'l ' l) l l lIe f l u  g l ' O l l p e  

ties a u l o m o r p h i s m e s  lie ,A '~. Les charges  
(;lanl i nva r i a l ) t e s  |)Ill' les tralmfOrlllaliol)S 
(le ,-~r les a u t o m o r p h i s m e s  de j t ' e o f  
r e s p o n d a n t s  h t issent  tixes l e s  ( ] ( l l l e l l l , s  

(le ,A '~'. Nous  p o u v o n s  alm's ul i l i ser  le 
lh&)rbme, dnone6 gl la  ref. is), p. 255-25(;. 

Toul  an!om<)rphisme A d ' u n e  a lgbbre  
dt' Vml N e u m a n n  d iscr6 te  ,4q  qui  laisse 
fixes [es 6h : inen is  (Ill c e n t r e  de el ' l ie  
a lgbhre,  peul  s '6cr i re :  

<2) , I  s  * . 

()1'! l ~ e s l  l l l l  o p ( q ' a t e l l r  l l l l i t a i r e  a p p a l -  

t e n a n t  h ,.A'. 
Q l t e l s  SOll l  t O l l S  t e s  o p ( ' r a t e u l s  n n i -  

(~) I( ' i, Imm' n o l r c  , l " :  .I)&-CH ( r (q . ( ' b )  
ullx [~ag(' lu uas  liDAs g6n( 'Pa[ d ' l l i iu int(*gl'ab.' 
d i r c c t e .  
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ta i res  qui  rdalisent  l ' au tomorph i sme  A? 
Si U 1 et  U~ sont  doux tels  op6rateurs ,  
UxU~ ~ ost un 616mont un i ta i re  de ,4 r ' .  
Appel lons  ~ l ' ensemble  des opdrateurs  
uni ta i res  de df z ' .  dV" 6tant  une  . -algbbre,  

est un  groupe.  Appelons  oy. l ' ensemble  
des U l)our t o u s l e s  A ~ f o ,  o]! est un 
g roupe  h o m o m o r p h e  s ~C-(~0, Les U qu i  
cor respondent  ~ l ' i den t i t6  de (~f0 sont  
les dl6ments de (~, sous-groupe inva r i an t  
de ~ ' .  

Notons  que  ~ est dans le cent re  
do v?/; d'a.pr~:s l ' ax iome  c) lo quo t i en t  ~ 
est i somorphe  5~ .Lfo; nous noterons  cela:  

[ ~ c  cent re  (o~) , 

(3) ~ /cd ~ s  ,, . 

I1 exis te  plusieurs  solut ions au pro- 
blbme:  d tan t  donn6 deux groupes 
ab61ien et ~Lf 0, t rouver  tous  les groupes  ~/ 
te ls  que  ~ soit  dans le cent re  de ~ 
ot o ~ t / . ~ f  o ( re la t ion (3)). On (tit 
aussi:  l rouvor  toutes  les extensions 
contrales  de  ~Cf o par  ~ .  Nous oxposerons 
a.illeurs la solut ion de co problbme (~o). 

Les res t r ic t ions  s un 9~f(2) de Q, B, L 
et des dh'.'ments de ~ sont  des mul t ip les  
de l ' iden t i t6  qui  sont  respec t ivement  de 
la forme:  q,b ,  1 e( e x p [ i ] ( q , b ,  1)] oh ] 
est une fonc t ion  rdelle. Les o~f().) p e u v e n t  
5tre 6t iquet6s  par  les t r ip le ts  ( l 'ent iers  
(q, b, 1). La  mdthode  usuelle pour  obteni r  
ces rdsultats ,  c ' es t  d ' ex iger  l ' i nva r i ance  
par  r a p p o r t  au g roupe  lie jauge  ~2', 
dont  les 616ments sont  

(4) exp [i(aqQ + c~fl~ + ~z L)] , 

(les ~ sont  des nombres  r6els modulo  2~). 
Les reprdsenta t ions  lindaires irrdduc- 
t ibles (le 5~/ sont  en effet 

(5) exp[i(~qq + ~b  + ~zl)] ,  

ot sont  .cal'act6risdes pal' les 
( l 'entiers  q, b, l. 

t r ip le ts  

(,o) V. LvRO.VF ct L. MICItFI.: h llttl't~itl't!. 

En fair, dans les thdories usuelles,  
on ne consid~ro pas le groupe  (~, et on 
se con ten te  d 'u t i l i ser  le g roupe  de 
jauge ~ / .  Ceci nous a m i n e  5~ poser:  

d) Les t ransformat ions  de L o r e n t z  
(dldments de .Lf0) sont  reprdsentdes ~ 
une t ransformat ion  de jaugo pr~s. 

Dans  le langage utilis6 prdcddem- 
ment ,  cela rev ien t  h dire que le groupe  
d ' invar i ance  de la thdorie est un groupe o z,  
qui  est une extension centra le  de =~f0 
pal' ,~'/. 

]>our le groupe ~'1 d6fini pa r  (4), 
on mont re  (~o) que les extensions  indqui-  
valentes  sont  caractdrisdes par  un dld- 
ment  d 'o rdre  2 (racine carrde de l 'unit6)  
de ,<o/, qui  correspond ~ la <<rotation 
de 2~t )~. Le groupe , ; /  poss~de 8 racines 
carrdes de l 'unitd,  qui  sont  

(6) exp [in(eqQ + ~,~ H + elL)] , 

avec e - -0  ou 1. 
Par  suite, pour  un 6tat  de m o m e n t  

c in6t iquo ~, de charges q, b, l, on a la 
relat ion 

(7) ( 1) z j -  ( 1)%q+*ob+*,~ . 

Les re la t ions (7) et (1) do ivent  8,tre 
compat ib les  quels que soient  % b, l; 
cet te  condi t ion  ddtermine de fagon 
unique  lo groupe ~ :  

( 8 )  ~'~ = O ,  *'b = v t - -  1 . 

On pout  r emarquer  que, contrairelnen( 
ce qui  somble gdn(~.ralolnent adlnis, 

ce groupe n 'es t  pas le produi t  direct  
de -~f0 pal' d (qui correspondra i t  s 
% = e ~ = ~ - - 0 ) .  Nous reviendrons  ultd- 
r i eurement  sur los cons( 'quences physi-  
ques de ce fait.  

l~'un de nous (F. L.) remercie M.  
JEAN do l ' avo i r  accueil l i  au Labora to i re  
de l ' hys ique  Nucl6aire d 'Orsay,  Groupe I. 


