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APPENDICE I

Le but de cet appendice est de démontrer certaines propriétés utilisées dans
le texte.

All.  Groupe symétrique et produit de représentations équivalentes.

Al1,11. Représentation des groupes.

Nous ne considérons ici que les représentations linéaires finies, complétement
réductibles. Soient D(s) et D’(s) les matrices de deux représentations D et D’
et correspondant au méme élément s° du groupe G; s’il existe une matrice A

telle que :
AL D s = AD s A

pour tout s€G, les deux représentations D et D" sont dites équivalentes; elles ne
sont pas considérées comme distinctes. Le rang n des matrices D(s) €D est aussi
appelé rang de la représentation. Les matrices D(s) opérent sur les vecteurs X €E,
(espace vectoriel & n dimensions). L’équivalence D’(s) = AD(s) A~ correspond
au changement de base X’ = AX dans E,. La représentation D est irréductible
s’il n’y a pas de sous-espace de E, invariant par D(s) lorsque s décrit G. Toutes les
représentations que mnous considérerons sont complétement réductibles, c’est-
a-dire, elles sont la somme directe de représentations irréductibles. La décom-
position de D en représentations irréductibles :

(A1.2) D ~ X aq; D (a; entiers positifs) est unique (modulo une équi-

valence).
(¥ indi la s lirecte, ™ signifi ésentati équival
- 1ndaique la somme directe, - signilie « representations equiva entes ))).

On rappelle encore qu’on définit le produit D = D’D”" comme la représentation
de G agissant dans I’espace E, produit tensoriel des espaces E’ et E'" de D’ et D”'.
Les matrices de D sont obtenues par le produit kronéckerien des matrices corres-

pondantes de D’ et D" :

(A1,3) (D'D") (s) = D’(s) x D"(s)
On rappe!'e la propriété suivante de tels produits :

(A1,4) (A x B)(C x D) = AB x CD

Al,12. Groupe symétrique §,.
C’est le groupe des permutations de n objets. Une telle permutation est notée

ainsi

(A1,5) p=(,2 iy ..osn)
(A, 2, oo iy oy )

(chaque objet i de la 1r¢ ligne est remplacé par Pobjet i de la 2¢ ligne).
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On appelle partition de n, tout ensemble d’entiers, fi, f2 fs, ..., fi tels que
SioSe s, o fi=0etfy + fots ooy + fi = n. lci on repreaentera les
partitions par les diagrammes de Young, c’est-d-dire n carrés disposés en k
lignes de fy, fo, ..., f, carrés.

Il y a autant de représentations irréductibles distinctes de £, qu’il y a de parti-
tions de n et la facon dont on se sert de ces derniéres pour caractériser les pre-
miéres, est bien connue.

Al,13. Lemme.

Soit D une représentation de G et D’ I’ensemble des matrices obtenues en fai-
sant sur toutes les matrices de D une méme permutation a la fois sur leurs lignes
et sur leurs colonnes. D’ est une représentation équivalente a D.

En effet soit p définie en (A1,5) : considérons la matrice P qui a pour éléments
q: v, ainsi définis : ¢; ;= 1si ¢ correspond & ¢ par la permutation p, ¢; ;0 dans

le cas contraire. On voit aisément que P~' = P (~ indique la transposition) et on
en déduit que D’(s) = P D(s) P-*. De plus on remarque que la correspondance
p — P donne une représentation du groupe symétrique £, (groupe des permu-
tations de n objets).

Al1,14. Théoréme fondamental.

Nous noterons D™ des représentations irréductibles équivalentes de G; D est
de rang ry,, et agit dans I'espace E(*. Les représentations équivalentes ainsi que
leurs espaces, seront distinguées entre elles par un indice inférieur a droite.

Soit D; (i = [ & n) nreprésentations équivalentes de G. Soit A leur produit que

nous décomposons en somme directe de représentations irréductibles :

mo

(A1 6) —Jlpica =N ¥p¥
11 P
Les mairices de A sont de la forme :

ALT, Al =D ()X D)X .o X DIs)

Les matrices de A’ sans restriction de généralité, peuvent étre mises sous la
forme :

"\ ] \8/‘ A! .s‘\"’\ e I ma >< l) !

(ot1 1,,, est la matrice unité a m dimensions).

L’espace ¢ de A est le produit tensoriel des n espaces E, des D..

Faisons une permutation p sur ces espaces, le lemme nous apprend que cela
transforme A en :

‘A1.9 :\/__ PAP -1

la correspondance p —— P donnant une représentation de P de Z,.
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SN
Définissons les matrice~s T, A et Q ainsi -

~r ~—r

RIS ACCTATL N AT LA 0AO
donc (AL,11) Q = TPT!

la correspondance p — ) donne une représentation Q ~ P de &,.

[l est évident, d’aprés A1,7, que P et A commutent. On en déduit par (A1,9) :
A= A, et par (Al,10). \
RYN A'Q = QA

Or si une matrice commute avec toutes les matrices d’une représentation irré-
ductible D d’un groupe, elle est multiple de la matrice unité; d’apres (A1,8)
et (Al,4) on en déduit donc que Q doit étre de la forme :

{ ‘ N VW
ALLS Q=Y 8,xl
a

Comme la correspondance p — Q, la correspondance p —> S, fournit une repré-
sentation de £,. Dot le Théoréme : la réduction, en representation irréductible,
du produit de n représentations équivalentes D; d’un groupe G, fournit aussi des
représentations du groupe symétrique {,, ces représentations agissant sur un
espace dont les éléments sont les espaces des représentations irréductibles de G.

Notons que nous n’avons pas supposé que les D, étaient irréductibles. Si G
est unitaire et D irréductible, les représentations de £, obtenues sont irréductibles

(WeyYL 1946).

Al2. Application au groupe de Lorentz homogéne.
Al,21. Définition et topologie du groupe L (de Lorentz homogéne).

Soient (1 —24,,) J,, les composantes du tenseur métrique de 1’espace temps.
On les con31dere comme ¢éléments d’une matrice F. Soit A € L, 'invariance de
la longueur d’univers par rapport 4 A nous donne :

(A1,14) AFA = F

On en déduit (dét A)? = 1, d’ott deux parties non connexes de L : L., ensemble
des A de déterminant + 1 et L_ ensemble des A de déterminant — 1. On voit
que L, est sous-groupe d’index 2 (donc sous-groupe distingué) de L. En consi

dérant la 4¢ ligne de (A1,14) on obtient :

(AL,15) A =14+ Y A 2=1

Done Ly et L. se divisent chacun en leux parties L} et L{, L1 et L1,
non connexes. On montre facilement (t*n utilisant lm(‘gahtc de Schwarz) que
Pensemble LT des A - L tels que A, - 1 forme un sous-groupe d’index 2 (donc
distingué) de L, et qui est appelé gruupe « orthodlrone de Lorentz » (BHABHA,
1949). Dot la structure du groupe L : L/L* = Q, L' /L1 = Q, Q étant le groupe

de deux éléments.
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L est connexe et simple, il doit donc étre le produit topologique d’un espace
numérique et d’un groupe simple. En effet :

(A1,16) L! = E, DR,

L1 n’est pas simplement connexe. Soit (! son revétement universel on
montre que /L1 = Q%

A1,22. Représentations de L.

On ne s’intéressera ici quaux représentations irréductibles de rang fini de LI.
CARTAN, 1938, par exemple, en passant du réel au complexe deux fois, montre
qu’il y a correspondance biunivoque entre ces représentations et celles de Ry % Ry
(x indique le produit direct). Les représentations irréductibles de L] seront
done caractérisées par deux nombres entiers 2p et 2¢ =0, et on les notera 0, .
Elles se décomposent ainsi en représentations irréductibles de Ry :

(p+1q)
O

ALTT, ()

Py l)

n

m = [p—ql

On note aussi assez souvent (voir par exemple : WeyL, 1946) i, : au lieu de

(V). AVEC & = P -+ q,.ﬁ. = p—q, don(.: a = . '
Par la suite nous utiliserons ces derniéres notations.

(A1,17) s’écrit alors
o3

, — ~
‘/"\ I Al l / U')d. g = \ I)HI
j . ’ “/\
m Ir:,

Notons que 22 et 23 sont tous deux, soit pairs, soit impairs.

A1,23. Théoréme de CLiFFORD, 1937.

11 traite des rapports entre les représentations irréductibles d’un groupe G et
celles de H, sous-groupe distingué de G. Ici nous sommes seulement intéressés
au cas ott H est d’index 2 (voir par exemple CARTAN, 1938, n°® 89). Deux cas peuvent
se produire; soit D, une représentation irréductible de G; ou bien D est irréductible
pour H (c’est par exemple le cas si G = Q x H, X indiquant le produit direct
de groupes), et il existe alors une autre représentation D’ non équivalente a D sur G
(mais équivalente sur H); ou bien D est réductible sur H, et elle I’est alors en deux
représentations de H non équivalentes. Réciproquement, toute représentation irré-
ductible D de H, dans le premier cas engendre deux représentations non équi-
valentes de G, dans le deuxiéme cas une seule représentation de G et qui est
réductible sur H.

() Tout cela peut étre aisément montré en progressant ainsi : on montre que UJ/R, = Q, U
étant groupe. unitaire unimodulaire a n dimensions, et de la méme facon C,/L! = Q, C, étant le
groupe unimodulaire a n dimensions. U, est simplement connexe : homéomorphe a la sphere a 4
dimensions. On peut passer de U, & C, en transformant les trois paramétres réels de U, en parametres
complexes.
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A1,24. Les représentations bivalentes.

Nous ne pouvons appliquer directement les résultats du paragraphe précédent
pour passer des représentations de L} a celles de L' car L! n’étant pas sim-
plement connexe, ce groupe a des représentations bivalentes (quand 22, 23 sont
impairs). Ces représentations engendrent des représentations bivalentes de I,'.
De plus ces représentations sont univalentes pour ! et doivent engendrer
des représentations univalentes d’un groupe { ! tel que 1 '/L' = Q et LHLY
isomorphe 4 un groupe de quatre éléments. Il existe deux groupes de quatre élé-
ments non isomorphes : le groupe cyclique {2, (soit £ " le groupe correspondant
LVILE = Q) et le groupe Q x Q (soit £ tel que ¢1”/L} = Q x Q).
Les deux groupes £ !” et £ 1" ne sont pas isomorphes; le produit de leurs repré-
sentations n’est donc pas défini (voir pour plus de détails MicuEL, 1952¢). Aussi
Wick et al. 1952 ont montré, en considérant les renversements du sens du temps,
que les particules de spin 1/2 entier (22, 23 impairs) doivent toutes &tre décrites
par des représentations soit de { 1, soit de ' 1/, les deux cas ne pouvant coexister
dans la nature. Mais lequel de ces deux cas existe? Nous n’en savons pas encore
la réponse 7).

Notons que dans le cas 1" il ne peut exister de particules de spin demi-entier
avec un seul état de conjugaison de charge, comme par exemple les particules de
Majorana, 1937 (voir pour des détails supplémentaires Al,26).

Al,24. Les représentations de L*.

Nous ne ferons pas de différence dans les notations, pour indiquer de quel
groupe L '" ou £ 1" les représentations bivalentes de L' sont dérivées.

Lorsque 8 -4 0 on se trouve dans le deuxiéme cas du théoréme de CLIFFORD :
les deux représentations D,zetD, g de L1 forment une seule de L! que nous
noterons D,z avec @ = @ = 0. Lorsque @ = 0 on se trouve dans le premier cas
du théoréme de CLIFFORD. La représentation D, de L! engendre deux repré-
sentations non équivalentes de L't que nous noterons D,f et D,,. Comme
il'y a une correspondance biunivoque entre les représentations finies du groupe
de LORENTZ et celles du groupe orthogonal & quatre dimensions, nous pouvons
employer les mémes noms géométriques pour désigner les représentations de ces
deux groupes.

Nom géométrique Notation de Weyl Notation de Cartan

. , “ ~+.

Scalaire . . ... ... e C D, (RS

Pseudo scalaire . . . ... .. e - Wy 05,

. N

Vecteur.................... o7 oL

Pseudo vecteur............... . D, @®1,1

Spineur..................... . DI L0

Tenseur antisymétrique de second rang. W, ),
etc. Lorsque 8 = 0, 'indice — indique les « pseudo invariants ».

) Evidemment, si on raccorde les deux nappes de L * par exemple en plongeant L * dans
un groupe connexe plus grand, on n’aura qu’une des possibilités £ Y ou 121", CaranteLLo (1952 ¢)
en a fourni un exemple en montrant que I *" est exclus si on admet que L ! est engendré par un
groupe connexe L} a 5 dimensions; mais je ne vois aucune raison pour admettre un tel postulat
actuellement.
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La dimension de ces représentations est :
2@+ B-+1la—B41) si G40 et (a1)2 si B=0

A1,25. Application du théoréme fondamental a la représentation spinorielle de L.

Cette représentation est bivalente. A chaque opération de L' correspond deux
matrices de ('," qui ne différent que par leur signe. Pour multiplier cette repré-
sentation par elle-méme nous conviendrons de multiplier chaque matrice par la
matrice correspondante avec la méme détermination de signe.

Dans le cas de /!’ on obtient ainsi :
( (H«)}) 1)2 a2 (D(;t}) —-’[— (@ﬁ-(, —+— (Dl,l + (D]T() + (D()T()

Cg”"‘HL‘DD:IHH

antisym, sym. sym. antisym. antisym.

ALL18)

Nous pouvons condenser ces résultats et les suivants dans un tableau.

Les chiffres indiquent le nombre de représentations de L*. Ce nombre doit

étre un multiple du rang de la représentation de ¢, et qui est donné dans la
colonne r,.

TABLE 4. A

r, (0F (O (1 ({5 0,

[y h

—

/\("'\""2 L

TasrLe 4.B

r, H}),-;,I VE NERE

2 Ea 2 2

SR U

1]
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TssrLe 4.C
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Dans la table 4.c on a ajouté le nombre de représentations (en langage géomé-
trique, le nombre de covariants) satisfaisant 4 une condition de symétrie donnée.
Les conditions imposées sont les suivantes :

2 = signifie : antisymétrique par rapport & deux spineurs donnés;

2 ==, 2 = signifie : antisymétrique par rapport & deux spineurs donnés et par
rapport aux deux autres;

3 == : antisymétrique par rapport a trois spineurs donnés;

4 - : antisymétrique par rapport aux quatre spineurs.

Les nombres correspondants se déduisent facilement des propriétés de symétrie
des fonctions de base des représentations du groupe symétrique &, .

Par contre, pour construire les tables 4, on ne peut utiliser la propriété signalée
a la fin de Al14. En effet, le groupe de LORENTZ n’étant pas compact, ses repré-
sentations finies ne sont pas unitaires. En se servant des relations d’orthogonalité
de I’algébre des matrices de Dirac, Pauli (voir par exemple : Pau, 1936) a construit
le tableau pour le produit de deux spineurs, et Fierz, 1937, a construit explicitement
la représentation de ¢, pour les cinq scalaires. MicuHeL, 1951a, b, a construit
explicitement les représentations de Z,l pour les pseudosclaires, vecteurs, pseudo-
vecteurs, tenseurs antisymétriques. Le reste de la table 4c peut étre construit a
partir de 13, en utilisant les caractéres des représentations des groupes symétriques.

Nous avons dressé les tables 4 en prenant le groupe !’ pour définir quelle
famille de représentations bivalentes on avait choisie : c’est le cas le plus souvent
adopté et il permet Iexistence des particules de Majorana (A1,24). Si I’on avail
utilisé  au contraire les représentations bivalentes correspondant A T
faudrait simplement changer les indices | des représentations de la table 4a en
(c’est-a‘{—dire Dc:) R D(ﬁ)y D[ﬁ] s D]j()).
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Al, 26. Les déterminations de signe; parité intrinséque des particules de spin
demi-entier.

Au début de Al,24, nous avons dit : pour multiplier cette représentation biva-
lente par elle-méme, nous conviendrons de multiplier chaque matrice par la
matrice correspondante avec la méme détermination de signe. En effet, pour les
représentations bivalentes, a toute opération s € G correspondent deux matrices
D'(s) et D”(s) = — D’(s); par exemple & 1 correspond les deux matrices 1 et — 1
dans la représentation D. Soient deux représentations bivalentes de G, D, et D,.
Admettons qu’elles soient isomorphes (c’est toujours le cas pour les représentations
bivalentes de L! ou L'). Si G est connexe, il n’y a qu’un seul isomorphisme
(algébrique et topologique) possible entre D, et D, (1 € D, correspond a 1 € D,
et par continuité on trouvera — 1 € D; «— —1€D,). Mais si G par exemple est
comme L', composé de deux nappes disconnectées, il y a deux isomorphismes
possibles qui différent sur la nappe ne contenant pas 'identité. Par exemple dans
le cas de deux représentations équivalentes on peut mettre toutes leurs matrices
sous la méme forme : D,(s) = Dy(s). Pour la nappe ne contenant pas I'identité,
on a le choix entre deux correspondances :

a Dy (s) =Dy (s)=D(s) , Dj(s)e—=Dyls) = D} (s)=——D (s

boD () s DL(s) =D (s) = =D (s) D)= DL (s) =D} s) = D [3)

Les tables 4 ont été établies en prenant la correspondance @ pour la nappe L' ;
si ’on avait pris la correspondance b pour faire le produit de deux ), il faudralt

changer les représentations m,, 0 en (D,, 0r

Cette distinction assez subtile a un sens en physique. L’utilisation des corres-
pondances a ou b pour coupler deux champs de fermions donne des résultats
différents si ces fermions ne sont pas de masse nulle. Que cette distinction ait un
sens, cela ne doit pas nous étonner i 'on se réfere aux résultats de WieNER, 1939
sur les représentations unitaires irréductibles du groupe orthochrone, inhomogéne
de Lorentz. Pour les particules de masse non nulle (ou celles de masse nulle et de
spin 0), on a deux représentations non équivalentes pour un spin et une masse

donnés. Cela correspond & une parité intrinséque des particules : ¢ = —== 1 pour
les particules de spin entier, et, on I’a déja vu (Wick et Al, 1952) e = soit -t 1,
soit — 1 pour les particules de spin demi-entier. On a vu aussi ¥/ que ’existence

des régles de supersélection rendait assez relative cette notion de parité intrin-
séque. On peut cependant se poser la question suivante trés intéressante : consi-
dérons les deux états conjugués de charge d’une particule de spin 1/2 (particule
et antiparticule). Ont-ils méme parité intrinséque? Une question équivalente est :

—

la correspondance entre leurs états définis par « méme impulsion p», « méme
polarisation » (donc états ne differant que par la charge) est-elle une correspon-
dance du type a ou du type b pour les représentations équivalentes, qu’elles
forment. La réponse est :

Dans le cas { !’ (parités ¢ = -1 i), la correspondance est du type a, c’est-a-dire
la particule et Pantiparticule ont méme parité intrinséque. Dans le cas . " (parité
= 4 1), la corre¢p0ndance est du type b, la particule et I’ antlpartlcule ont des

pamea intrinséques opposées.
Jo P 339146, On
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Notons que le produit des parités des deux états conjugués de charge est — 1
dans les deux cas. Celaa été assez bien vérifié expérimentalement pour I'annihilation
du positronium (expériences de HANNA, SNYDER, PASTERNACK et HorNBOSTEL,
BLEULER et BRADT, PIATTIER, etc.), mais cela ne permet pas de choisir entre les
deux cas 111" et

§ ‘.,,. .
.

AL3.  Applications physiques.
Al1,31. Couplages de Fermi.

Les champs de particules de spin 1/2 ont, du point de vue du groupe L', la
variauce d’un spineur : )l Les termes de la densité d’hamiltonien d’inter-
action pour un couplage direct de Fermi, sont les scalaires (1) que T'on peut
former avec quatre spineurs. Si I’on permute ces (uatre spineurs dans I’écritur>
de I’hamiltonien, les scalaires se transforment comme une représentation linéaire.
Mais évidemment, on a vu en A1,26 que I’on pouvait faire des conventions diffé-
rentes pour les déterminations de signe dans le produit des représentations spino-
rielles; avec d’autres conventions, ce seront les quantités inscrites comme pseudo-
scalaires (0,,) dans la table 4 ¢ qui seront alors des scalaires. Ces cing nouveaux
invariants ainsi obtenus sont appelés les « pseudo-couplages ». Il est important
de noter qu’ils ne forment pas la méme représentation du groupe , que les
couplages ordinaires.

A,132. Cas de particules identiques.

L’hamiltonien d’interaction doit alors &tre antisymétrique ) par rapport aux
particules identiques puisque les particules de spin 1/2 suivent la statistique de
Fermi. S’il y a deux particules identiques, cela impose a I’hamiltonien la symétrie
que nous avions désignée par 2 - et la table 4 ¢ nous indique qu’il n’y a alors que
trois invariantes (30, ou 3w,,) linéairement indépendants. Ils sont trois
combinaisons linéaires des cinq invariants indépendants dans le cas général.
Dans le cas de trois ou quatre particules identiques on a la symétrie 3 = (ou 4 —).
Le tableau nous montre aussi qu’il n’y a qu’un invariant complétement antisy-
métrique par rapport aux quatre particules : il correspond a I'interaction proposée
par CRITCHFIELD et WIGNER, 1941.

A1,33. Relations quadratiques de PauLt, 1936 et Korink, 1937 en 1940.

Elles forment un cas particulier de ’application du théoréme fondamental &
(03,))". Considérons les cing covariants C, que P'on peut former avec un champ
de Dirac et son conjugué (table 4 A). Puis formons tous les invariants que l'on
peut former par le produit de deux quelconques de ces covariants. Ces quantités
sont donc formées de quatre spineurs mais on de plus la symétrie notée 2 =, 2 —
dans le tableau 4 c. Le tableau nous indique qu’il n’existe que dix quantités linéai-
rement indépendantes. On obtient facilement les relations linéaires entre les autres
quantités (et ces relations sont quadratiques pour les cinq covariants C). En effet,
soit M; 'une de ces quantités : permutons deux fonctions d’onde identiques qui
la constituent : la nouvelle quantité (qui n’est autre que — M) est combinaison
linéaire des M; de méme variance.

Al,34. Cas des particules de masses nulles.

Soit ¥ la solution d’une équation de Dirac, y'¥ est solution de la méme équa-
tion avec un signe opposé pour la masse.
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Dans le cas de la masse nulle, il n'y a donc pas lieu de distinguer entre { et y*J,
qui ont alors la méme variance pour L' (tandis que pour les particules de masse
-0, et ¥y ont leurs « grandes » et leurs « petites » composantes échangées).
D’ott Pimpossibilité de faire deux conventions distinctes (A1,26) pour la déter-
mination du signe dans le produit de ce spineur avec un autre, méme de masse
non nulle. Cela correspond au fait, prouvé par WIGNER, 1939, dans son travail
sur les représentations du groupe de Lorentz orthochrone inhomogéne que les
particules de spin 1/2 et de masse nulle n’ont pas de parité intrinseque (deuxiéme
cas du théoréme de CLIFFORD) alors que les particules de spin 1/2 et de masse -/ 0
en ont une (premier cas du théoréme de CLIFFORD).

CoNcLUSION. — Si dans les quatre particules de I'interaction de Fermi consi-
dérée, une est de masse nulle (et c’est ce que nous admettons pour le neutrino),
il i’y aura donc pas de différence dans les résultats physiques, si on se sert des
pseudo-couplages au lieu des couplages ordinaires. Seules les propriétés de ces
couplages liées aux représentations de ¢, restent différentes.
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APPENDICE II

Nous donnons dans cet appendice les notations et les formules utiles pour une
étude détaillée du texte. Ces détails sont nécessaires pour bien préciser les points
délicats (les questions de signe surtout). Les formules données pourront aussi
aider le lecteur qui désire travailler dans le domaine de I'IUF, a étudier quelles
sont les interactions possibles du point de vue de leurs propriétés de symétrie,
afin d’en faire un choix a priori. Lorsque le choix est fait, les figures permettent

de le confronter avec I'expérience.

A2, 1. Invariants construits avec 4 champs de particules de spin Y.
A2, 11. Construction explicite.

Nous suivrons les notations de MicHEL 1950, et pour avoir encore plus de détails
nous renvoyons a ce travail. Seules les notations et les résultats sont donnés, ici,
mais non les détails de calcul.

Nous écrivons I’équation de Dirac, en unités fi—m — ¢ — |

; d i J 19
[AY w S == ( ! == ——
\AZ’ ” <7 dukt + )C> \p ) ou duapt et
A2,2) avee by yryk =24,

Puisque tous nos calculs sont covariants, pour simplifier ’écriture on spécia-
lise la représentation des matrices de Dirac. Cette représentation, du type de celle
proposée par MAJoRANA 1937, doit satisfaire i

A2,3) YW = Pl (| 23,,) y*

v signifie « transposé », * signifie « hermitique conjugué» pour les opérateurs
quantiques (< g-numbers») et donc simplement imaginaire conjugué pour les
nombres complexes. Appliqué 4 une matrice, * doit s’appliquer a chacun de ses
¢léments sans changer leur position. Par exemple, on peut considérer les quatre
composantes d’un champ de particules de spin 4 comme une matrice a quatre
lignes et une colonne. Explicitement on a :

4 4 !
{ [ \ \L‘! ~ \L.’ i \ 1/3' * " * 'R
A2 ‘1'/ vl ‘1‘ v ’ ’4/ ' \:'/p H’/;u \!’:zw \’/‘;‘ ‘1!’ ' '\pla \r":s ‘L:sv ‘r"u,)
\L‘| ‘7’/: !

On utilisera méme la notation plus condensée :

da
« P
en
en

Pc

de
et
de

Sp
es]
n’e
8¢
icl

I'T

la

pc
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— —
I’état d’une particule est défini par p, o, L @ p est I'impulsion, o définit la pola-
risation (deux états de spin linéairement indépendants) et L = =1 pour dési-
gner les deux états de conjugaison de charge.

Une solution générale de (A2,1) développée en ondes planes et quantifiée dans
un grand cube de volume V s’écrit done :

(AQO/ \!/" = -:_6 2 TR (;, o, ]J) v (;’ 0‘) oK G —w)
Vi
I I AR TN IR PR
\V VS
PO,

Grace a la représentation de MAJORANA, le spineur a ne dépend pas de L;
uM = 1" est le «qmnumber» Suivant les conventions généralement admises,
M = — 1 correspond & I’absorption et M = 1 & I’émission des particules.

Ces notations permettent une écriture condensée ot le sens physique est cepen-
dant trés apparent. Par exemple, pour la conjugaison de charge (échange des
« particules » et des «antiparticules») on change la coordonnée L. des particules
en — L et I'on voit qu’on obtient bien dans (A2,6) ou (A2,6) le méme résultat
en changeant K en — K (cela est encore dii a la représentation de MAJORANA).
Pour les particules de Majorana 1937 il n’y a plus de coordonnées de conjugaison

—

de charge; il suffit donc de remplacer u"(;, o, L = MK) par u"(p, o) dans (A2,6)
et (A2,6'). Il n’y a donc aucune difficulté pour traiter a la fois le cas des particules
de Dirac (L = -+ 1) et des particules: de Majorana.

Pour traiter de linteraction de Fermi entre quatre champs de particules de
spin %, en vue d’étudier I'I. U. F., il nous semble préférable de le faire dans un
esprit un peu différent de celui généralement adopté pour la radioactivité B (qui
n’est alors qu’une double transition de particules avec changement de coordonnées
isotopiques, mais sans création ou absorption de particules). Le traitement exposé
ici est trés général et nous semble particuliérement bien adapté au traitement de

I'IUF.

Les invariants formés de quatre champs de particules de spin 1, sont done de
la forme :

()

9 = - \ Thoge RN T \
\2.7 b }‘Ew:\"’ﬂllli-' ';ff'\\r’.a lm\h/
a

-
.
-

K est une notation condensée pour (K, Ky, Ky K.); pour i = 1 ou 5, a = 1;
pour i = 2 ou4, a = 14a4; pour i =3, a=14a6.

J,, produit de deux scalaires, correspond a linteraction dite « scalaire ».

J,, produit de deux vecteurs, est dit « vectoriel ».

J;, produit de deux tenseurs antisymétriques est dit « tensoriel ».

J., produit de deux pseudovecteurs est dit « pseudovectoriel ».
J., produit de deux pseudoscalaires, est dit « pseudoscalaire ».
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[1 n’y a aucune ambiguité pour le signe des J. grdce aux conventions suivantes :

Les 16 F,, sont des matrices hermitiques (F;,, = F") de carré 1. Leur signe
est arbitraire (MicueL 1950 donne leur forme explicitement). Les ¢, sont égaux
a1 pour les coordonnées d’espace (a2 — 14 3) et égaux 4 — 1 pour les coordonnées
de temps (¢ = 4 4 6).

Les J; ainsi définis ont tous méme phase dans le plan complexe.

On suit ici la convention de MrcueL 1950 : les " appartenant & des champs
de particules de nature différente anticommutent. Cela permet de traiter en méme
temps le cas ot deux " appartiennent au méme champ de particules. Notons
aussi que si deux " sont identiques, les cing J; ne sont plus linéairement indé-
pendants; il n’y en a plus que trois (voir Al1.32). Dans le cas particulier ot ’on a
YoM ou bien UM - Y onal, = J;=0.

A2.12. Permutations sur les champs dans les J..

Les dénominations «scalaire », « vectoriel », etc. pour les J; sont trés relatives.

En effet, si on permute les V" dans les J; les nouveaux J: obtenus sont des com-
binaisons linéaires des anciens (A1.31).

Nous allons donner explicitement les coefficients de ces combinaisons linéaires.
Les permutations sont notées comme en Al.12. Le symbole (— 1)" vaut 1 si la

permutation P est paire, — 1 si P impaire; il est introduit afin de tenir compte
de I"anticommutation des ,*. Soit P, la permutation identicue. On a donc :
k4 o1dp q
— —
2.8 VRPN e (K

J

Les C; constituent évidemment une représentation de rang 5 du groupe ¢,.
La table 4¢ colonne D, (voir A1.25) donne la réduction de cette représentation
en représentations irréductibles.

Posons

‘)' A D] a9/ ‘_) oo ,) o o/ \
2.9 P l_.il) D V:/l_.)l Do 1235 .x b l'dol\
\ 1 2113, 2o\3nte 3 2139 ' 1 132)

A 4 4 4
—1 - o

— 1 h 0 _'Lf l

1 . o ) \ )

B L Y (L P I G B VI Chey 0 0 b 8

' 1 A 2 2 2
' 1 -1

1 5 0 5 L

-1—1—1 1 1

hh T {

A partir de ces quatre permutations on obtient trés rapidement toutes les per-
mutations de Cw et de la méme facon on obtient tous les C" & partir des quatre
donnés. En effet tous les éléments de Zu sont donnés par ce polyndme symbo-
lique
A9 P PP PP P |
A2011 § =1+ Pyl PPt PPl + Py (1 &1

)
1/

pu

or

p)
di
de

ol
m

fa

le
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On voit que les matrices C!, C", C", C"" sont toutes = 1. Cela est possible
puisque le groupe < = (I 4 Py) (1 + P,) est sous-groupe distingué de ¢,

(cq/: - <s)

A2.2. Linteraction de Fermi.

A2.21. Cas de la radioactivité (.

. .. .. o203 o . .
Pour la radioactivité 5 on choisit I'ordre (l” o V). La densité d’hamiltonien
d’interaction s’écrit :
(A2,12) T WA PR NS N NPV N I P NS N N )
(=g b e o et gi l‘ i(\,:a Ny Ngy \1') o Ny N gy Ny 0

13

R R . , - S
= ) g {ll ‘\‘I\/,, l\,,, I\Eﬂ I\,,) i “i"\ - l\/n - I\m - l\’ — l\”/;:

4

(voir MicHEL 1950 pour les intermédiaires de calcul),

on a
Ky—=+1 , ho=T1 , Ke=TF1 , K—+1

Grace au fait que (— 1) C"=C" =1, on a vu que la convention de
prendre Pordre (p n e v) pour les désintégrations &~ et lordre (np» ¢) pour les
désintégrations &+ ou les captures K, n’était pas différente de la notre, du point

de vue de I'TUF.

Notons que si le neutrino a 2 états conjugués de charge K, = 11 seul le v+
émis dans la désintégration 5 pourra provoquer des désintégrations 5+. Si le
neutrino est une particule de Majorana, il provoquera aussi bien les désintégra-
tions B+ que B quelle que soit sa source. Ce dernier cas ne pourra d’ailleurs
pas se distinguer a ce point de vue, de celui produit par le couplage

i

ot autant de neutrinos », que d’antineutrinos r_ sont émis dans chaque phéno-
meéne. Mais les sections efficaces de capture des neutrinos différeront par un

facteur 2.

A2.22. Cas le plus général.

On se donne les quatre particules 1, 2, 3, 4 dans un certain ordre. Le couplage
le plus général est alors, pour une classe de réactions bien déterminée (c’est-a-

—

dire pour + K= (' K, + K, " Ky © Ky fixé).

[

) SN T (T 1
A2, 13 - N N kP[NP s Kb
L ' o ' ’

1
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Grace a (A2,8), en posant :

A2 10 g, (K= N g (Kop) 1y
NP
on a :
(A2,15) =N g [ (KP4 0~ K Py (P, —identite
]

qui est bien le cas le plus général pour une classe d’interaction.
Les équations A2,9 et A2,9" qui donnent les matrices C’ nous permettent le
calcul complet de la table 3. !

Nous avions mentionné en 3.42 la possibilité d’une somme de « correspondances »
entre les particules 7 p ¢ v et £ v & »; cela revient a se donner interaction du méson

¢ sous la forme (A2,13) au lieu de (A2,15) les ;r/’i (I_z, P) étant ceux de la radio-

activité (3 et donc étant indépendant de P lorsqu’ils sont = 0. On est bien ramené

e
a une interaction de la forme (A2,15), mais les g; sont alors fonction des g (les
constantes de couplages de la radio-activité £) et non égaux a eux, comme dans
le cas d’une correspondance biunivoque.

A2,23. Interactions remarquables.

Il nous est facile de chercher s’il y a une interaction symétrique par rapport
a toutes les particules (antisymétrique si on ne tient pas compte de I’anticommu-
tation).

Une telle interaction doit satisfaire : (on omet K, que I’on admet bien déter-
miné). '

24
A \ y 1 Y P (P
A216) =N N g P N N1 N gz
[ tous les P i,‘/' P=1 ]
eén posant :
TR s
\2,17! Jii= N (= 1)7C |
A2,17) wi= Y (= L)' C; %
-
|
donc |
A2,17 L= 1 —C") (1 CRCh L ChCP) (1 - CP) (1 Ch)
Et on trouve :
N9 197 R PR S ST o PP
2T He=liigy g, by, «'\'1 Lobdd =ge (3 — 1, R0

On retrouve l'interaction de CRITCHFIELD et WIGNER 1941,
Par la méme méthode cn peut facilement étudier les interactions satisfaisant
a d’autres symétries. ' '

N¢
d’

bi
tai

on
cu

na
lir

ou

ou

0tl

Ol

ot

1

b
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Par exemple : antisymétrie par rapport & 3 particules données parmi les 4.
Nous avons noté une telle symétrie 3 -~ dans la table 4¢; cette derniére nous répond
dailleurs qu’il n’y a encore qu’une combinaison de J; ayant cette symétrie el
montre que c’est encore interaction de Critchfield et Wigner (car elle provient

bien de || et non de [D) Nous pouvons trouver les invariants possédant une cer-
|-
taine symétrie par la méme méthode que celle proposée en A2,16 par MicHEL 1950

(voir aussi Ca1ANIELLO 1953). Par exemple, au lieu de sommer sur tous les P,
on sommera seulement sur P, et Py si I'on veut P'antisymétrie entre les parti-

cules 1 et 2.
Nous donnons les résultats ici, pour interaction de la radioactivité 3, en pre-
nant pour « coordonnées » de I'espace des g Pordre traditionnel p n ¢ v. (- doit se

lire symétrique en)

SYMETRIE INTERACTION

1—.—‘:])7182) ) ” ] +')

B P g h U5
ou =3 parmi pnev |

== )
ou ey gt g 950
ou  —onp, =gy s

e ny |

, .

ou P A A A e R P e s Jo) g0+ 1)
ou ny, = pe s .

La symétrie la plus compléte =4, est bien un cas particulier des symétries
moins complétes =3 ou = 2, =2 ou == 2.
On peut aussi donner ces résultats sous forme de relations entre les g.

Sous espace a :

| ( o 0 1 dimension — vec-
pune ou  =psr ) To =9 Jo = s | tear C. WL

3 dimensions et con-
tenant le vecteur

a —=pn etou ==ev  gy=g,=10 )
C.W.
: - 3 dimensions et con-
. Vg 295950
O s=pe cltou  =ay S0 tenant le  vecteur
Py 295 22009 =0 L oW,
. ()
( (., (.
¢ pr ebou E \ ) ‘ ‘_)'_/" ‘ ./)‘ ; { /
[ g, +2¢, =2¢,+g;=0 ,‘
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A2,3. Les pseudo-couplages.
A2,31. Leur forme explicite.

Lorsqu’on change «, v, z, ¢t en —x, — ¥s — 2, t (transformation appelée R en

5.1) on trouve que ¥ est transformé en wy'"Y; afin que R2 = 11 on doit avoir
mt = 1.
Et d’autre part, U* est transformé en w* Y = — ¥y U* (voir Al.3).

En fait, » n’est défini quau signe pres. Mais on peut montrer que pour des parti-
cules de masse non nulle (voir Al.34) on peut définir le rapport des o de 2 par-
ticules distinctes (voir A1.26). Cette possibilité de distinction est lide & I'existence
d’une parité intrinséque * pour les fermions de mdsse non nulle (WicNer 1939);

par exemple si w = -z = % of Jes 2 états conjugués de charge d’une par-
ticule ont méme w. Ils ont des = de signe opposé si mw = - 1, puisque
w = — (—w¥), ce qui prouve Vaffirmation faite en A1.26).

On voit alors, grice 4 A2.7, que :

(A2.18) R transforme J, en wy Wy wy w, Ji.

Les w; sont définis & un signe prés, mais leur rapport étant bien déterminé,
si 'on change le signe d’un on doit changer le signe de tous et leur produit est
donc aussi bien déterminé. De plus Wick et al. 1952 ont montré que les » doivent
étre soit tous réels, soit tous imaginaires. Done le produit w1 Wy Wy w3 ne peut
étre égal qua -+ 1. S’i] est égal a 1, les J; sont invariants %), Sinon, ce sont des
quantités telles que J'; qui sont invariantes.

) ) v o RYATE. _—
(A2' I 9/‘ 'Iz = Z €ia (\Ll[\l l‘ a V;z) (\VE‘ l‘ a 7 \M;')
avec :
(A2.20) Y5 ey Ly 29/

Les quantités J'; se déduisent de J, par I'introduction de la matrice 3. On cons-
tate qu’elles ont bien méme phase dans le plan complexe.
Les J'; sont (scalaires) lorsque les J; sont (pseudoscalaires);
( pseudo-) ( scalaires );
(scalaires)

Lorsque ce sont les J'; qui sont invariants Uinteraction de Fermi doit alors
s’écrire pour la radioactivité 3 (au lieu de A2.11) :

N N N, |

NG . [URET : -y '
A221 - :_\A_',,I,J,,l\,,,1\,,,1\5, Ky =0 ]

L ' ;"1 i VAl

t

“%) En donnant a la notion des parités tous les affaiblissements nécessaires, cf. la note G1] p. 48,
sur Wick et al., 1952,

) Si nous n’avons pas introduit les pseudocouplages plus tot, c’est que nous supposions impli-
citement que w, - w, =, - @.. On a bien alors w,w,w», = 1.
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A2.32. Propriétés de symétrie des pseudocouplages.

On a de la méme fagon :

. IR Y AUUR T TIR
(L 99 )) -'z'\'lo) L(‘u’i U
I

D’aprés la méthode de calcul de C" (voir Micuer 1951 ), et d’aprés (A2.19)

on voit immédiatement que :

‘:i\ 23.) %> ( ‘»”“‘ e ( ‘AI‘!‘

-t

D’autre part, on vérifie aisément que :

N

/ an ~ip 1 1 p : 1 3 vip w
A223) | 1_11) ¢ ( i G

Les matrices C’ et C sont donc identiques pour les représentations de (1 + Py)
(1 + P;P, + P,Py) = sous-groupe isomorphe a Zy; mais C' -~ C =1 pour le
sous-groupe distingué (1 + P,) (1 + P,). Les propriétés de symétrie des pseudo-
couplages sont donc différentes. '

Les représentations C et C' de {, se réduisent différemment en représentations
irréductibles.

A2.20)

A2.33. Interactions (en pseudo-couplages) remarquables pour la radioactivité @.

On peut suivre la méthode esquissée en (A2.16). Comme le montre (A2.24)
il ne peut y avoir de symétrie =n p ¢ ».

Mais on peut chercher == p ¢ » par exemple, en faisant 1‘.}(1)’ C" P’ étant les per-
mutations ne déplagant pas le neutron. CAIANIELLO 1953 a calculé ces interactions
pour les symétries =p e, et =2, =2. On trouvera ces résultats en 5.3.

A2.4. Comparaison des couplages et des pseudo-couplages.

> -

Nous désignons par g un couplage et par g’ le pseudo-couplage correspondant
quand on passe de (A2.7) a (A2.19). Nous allons traiter seulement le cas de parti-
cules libres, pouvant donc étre décrites par des ondes planes.

Soit H 1’¢lément de matrice d’une transition. Il est bien connu que la pro-
babilité par unité de temps de cette transition est (aprés sommation sur les spins).
A2,25) R

S e
ol p(E) est la densité des états finaux d’énergie E. THIZ est tres facile a calculer
avec I'approximation de Born. Sa valeur est donnée dans la table 5. Nous avons
dressé cette table en donnant méme le résultat pour le cas ol on utiliserait a la

- >
fois g et g'.
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Nous voyons sur la table 5 que les résultats pour les couplages et les pseudo-
couplages ne different que par le signe de y. Cette différence s’annule si m, = 0.
Ceci fut constaté (involontairement) par KoNorinskI et UHLENBECK 1935. Leurs
résultats différaient de ceux de FErMI 1934 (qui avait pris involontairement un
pseudo-couplage) par le signe des termes proportionnels 4 la masse du neutrino.
L’équivalence entre couplage% et pseudo-couplages pour m, = 0 a été montrée
par FErRrONI (1952). Nous avions annoncé ce résultat en A1.34 en se basant sur
le fait que les particules de masses nulles n’ont pas de parité intrinséque.

Nous venons donc d’établir les résultats suivants. Lorsque le neutrino est
placé en 4€ position dans ’hamiltonien d’interaction, et c’est le cas de la radio-
activité (3, toutes les formules du texte, établies avec les couplages de Fermi sont
aussi valables, sans changements de notations, avec les pseudo-couplages, tels
que nous venons de les définir. Si le neutrino n’est pas en 4¢ position, on peut le
ramener & cette position par les changements de base appropriés dans les espaces

- >
des g et des g'. Ces changements de base ne modifient en rien les résultats physi-

- ) -
ques et toutes les formules du texte, ot les g; ou les g’; n’interviennent pas expli-
citement, bien qu’elles aient été établies pour les couplagus, elles sont encore
valables pour les pseudo-couplages (ex spectre du méson p : (35)).

Mais les changements de base dans g et g correspondant a la méme permuta-
tion des particules sont différents : voir A2.10 et A2.23. Ces derniéres formules
permettent de passer des formules du texte (établies pour les couplages) aux for-
mules valables pour les pseudo-couplages lorsqu’il n’y a pas de neutrinos en 4€ posi-
tion. C’est le cas des classes de correspondance 4, 5, 6 de la table 3.

Nous aurions pu définir les pseudo-couplages en ajoutant la matrice »” & c6té
d’un autre Y*. Ce que nous voulions montrer c’est que :

Le neutrino de masse nulle n’ayant pas de parité intrinséque, on ne doit pas
avoir de différence pour une interaction donnée, entre couplages et pseudo-
couplages (A1.4). Pour le montrer il suffit de remplacer ¥, par y°},. C’est ce que
nous avons fait : en effet nous avons défini explicitement les pseudo-couplages
en tenant compte du fait que le neutrino est en 4¢€ position dans I’écriture tradi-
tionnelle de I’hamiltonien de la radioactivité . Nous avons obtenu une identité
d’écriture entre couplages et pseudo-couplages pour toutes les formules du texte.

-3
Et il est méme possible de trouver un sous-espace de ’espace des g ol cou-
plages et pseudo-couplages ont mémes propriétés vis-a-vis de {,; cf. (5.5).
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